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Résune

La rigidité structurelle est une généralisation dwitféene de Laman, une caractérisation
de larigidité des systémes a barres en 2D. Elle estrglaméent considérés comme une bonne
heuristique pour identifier des sous-parties rigides des ISP géométriques (GCSP), mais
peut en réalité se tromper sur des sous-systemes inpsesi car elle ne tient pas compte des
propriétés géométriques vérifiees par les objets.

Dans le présent article, nous remettons en cause |'afgoeita base de flots proposé par
Hoffmannet al. pour identifier des sous-GCSP rigides. Nous montrons qualgetithme
peut échouer a cause de la propriété de rigidité stralle sur laquelle il est basé, mais aussi
de part sa conception. Nous introduisons un nouvel algogtlde flot basé sur la rigidité
structurelle étendue, une nouvelle caractérisatioa dgidité que nous avons proposée. Nous
montrons que ce nouvel algorithme est correct en 2D et 3Duttdtee utilisé pour répondre
aux principales questions liées a la rigidité : décidera rigidité d’'un GCSP, identifier des
sous-systemes bien- ou sur-rigides, les minimiser, ...

1 Introduction

Le problemes de satisfaction de contraintes géoméisi¢@CSP) apparaissent dans de nom-
breuses applications : CAO, robotique et biologie moléicalen sont trois exemples. Le concept
de rigidité est au coeur de nombre de ces problemes : dé&tidee structure est rigide, détermi-
ner les parties bien-, sur- et sous-rigides.

Par ailleurs, plusieurs méthodgéramer, 1992; Boumat al., 1995; Dufourdet al, 1998;
Lamure et Michelucci, 1998; Hoffmanet al, 2000; Jermanrt al, 2004 de résolution de
GCSP utilisent le concept de rigidité de facon impliciteexplicite. En particulier, les méthodes
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de décomposition géométriques produisent des ségeate sous-GCSP rigides pouvant étre
résolus séparément puis assemblés.

Les techniques de caractérisation de rigidité peuveat@assées en deux approches : les
approchesa base de&gles|Boumaet al., 1995; Kramer, 1992sont basées sur l'utilisation d’un
répertoire de formes rigides connues qui ne peut couwis tes cas de figure, alors que les
approches structurellddHoffmannet al, 1997; Lamure et Michelucci, 1998tilisent des algo-
rithmes de flots (ou de couplage maximum) pour vérifier un@peté appelédgidité structu-
relle, basée sur un compte des degrés de liberté dans le GCSP.

Les approches structurelles sont plus générale, bietaqigidité structurelle ne soit qu’'une
approximation de la rigidité. Des heuristiques, sous foxe regles géométriques, ont parfois
été proposées pour améliorer cette propriété, sanaip permettre de caractériser completement
la rigidité. Dans[Jermanret al., 2004, nous avons proposé une nouvelle caractérisation de la
rigidité, appeléeigidité structurelleetenduequi subsume la propriété initiale, méme lorsqu’elle
est améliorée par des heuristiques.

Dans le présent article, nous proposons de revenir sgofdhmeDense [Hoffmannet al,,
1997 pour identifier des sous-GCSP rigides. Aprés avoir intitldusujet en section 2, nous
montrons (cf. section 3)que cet algorithme & base de flasgue des limites dues en partie a
son utilisation de la rigidité structurelle, et d’autrerpau fait qu'il ne tient pas compte de la
géométrie. Nous présentons 2 modifications de I'alporé Dense qui permette d’obtenir un
nouvel algorithme complet et correct vis a vis de la géwiméNous expliquons pour finir com-
ment notre algorithme peut &tre utilisé pour répondeemincipaux problemes liés au concept
de rigidité.

2 Deéfinitions

Dans cette section, nous donnons les définitions nécessaia compréhension de la contri-
bution de cet article.

2.1 Probleme de satisfaction de contraintes@métriques

Définition 1 GCSP

Un probléme de satisfaction de contraintes@pmétriques (GCSP)S = (O, C) est compas
d’'un ensembl® d'objets geonétriques et d’'un ensembi& de contraintes onetriques.

S' = (0',C") estunsous-GCSHAe S = (0, C), noe S’ C S,ssi0’ Cc O etC’ ={ce Clcne
porte que sur des objets da68}, c-a-d. queS’ est induit par0O’.

A B Cc

FIG. 1 — Deux exemples de GCSP

La figure 1-a présente un GCSP en 2D constitué de 3 draites fiar 2 parallélismes et deux
distances droite-droite. La figure 1-b présente un GCSMero8stitué d'une droite et 5 points,
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lies par 4 incidences point-droite et 5 distances poinit{po

Hypotheses : Nous supposerons que les objets geométriques sonbimdélbles (pas de cercle
a rayon variable par exemple) et que les contraintes negméyporter que sur les positions
et orientations relatives des objets (pas de fixation pgyadmu repere global par exemple).
Ces limitations simplifient la définition des caractéiza structurelles de la rigidité et sont
nécessaires aux méthodes de résolution de GCSP basédasigidité.

Sous ces hypotheses, une solution d'un GCSP est compasepasition et d’une orienta-
tion pour chacun de ses objets qui satisfont toutes sesatot@s. Pour étre résolu, un GCSP est
généralement transformé en un systeme d'équatidragjue objet étant représenté par des va-
riables définissant sa position et son orientation, et ghagntrainte devenant un sous-systeme
d’équations sur les variables des objets qu’elle contrain

2.2 Rigidité

La rigidité d’'un GCSP se définit & partir des mouvements cglui-ci admét On distingue
deux types de mouvements : les déformations, qui ne pé&sipas les positions et orientations
relatives des objets, et les déplacements (rotationsueslations) qui les préservent. Intuitive-
ment, un GCSP estien-rigide s'il n'admet aucune déformation et admet tous les déphecs
de I'espace géomeétrique considerén GCSP qui admet des déformations estsditis-rigide
alors qu'un GCSP n’admettant pas certains déplacemantsjcune solution, est ditir-rigide.
Des définitions plus formelles peuvent étre trouvées flidermann, 2002

Dans I'exemple présenté en figure 1-b, le sous-GCSPF' est rigide : un triangle est
indéformable et admet tous les déplacements de I'espddeest sous-rigide puisque la droite
A et le pointF' ne sont liés par aucune contrainte ; le sous-GCSFPDEF est quant a lui
sur-rigide : il est génériquement impossible de placgrdmt F' a I'intersection des 3 spheres
(contraintes de distance) dont les centted et F sont alignés.

2.3 Rigidité structurelle

Larigidit & structurelle correspond a une analyse diegjrés de libere (DDL) dans le GCSP.
Intuitivement, un DDL représente un mouvementindépandans le GCSP. Plus formellement :

Définition 2 Degré de liberté (DDL)

- Objeto : DDL(0) est le nombre de variables iagendantesé&finissant la position et I'orien-
tation deo.

- Contraintec : DDL(c) est le nombre @quations inépendantes repisentant la contrainte.
-GCSPS = (0,C) : DDL(S)=3_,DDL(0) - >~ ~DDL(c).

En 3D, un point posséde 3 DDL et une droite 4 ; I'incidencenpdroite retire 2 DDL, et
une distance point-point 1. Ainsi, les sous-GCSPD, CDF et AF issus de la figure 1-b ont
respectivement 5, 6 et 7 DDL.

La rigidité structurelle est une généralisation dwitiéene de LamatLaman, 197D qui ca-
ractérise la rigidité générique des systemes a bameD. Elle est basée sur 'intuition suivante :

1En realité, la rigidité et les mouvements se définissemiveau de chaque solution d’'un GCSP. Cependant, comme
c’est généralement le cas en CAO, on considere la regilit niveau du GCSP comme représentant celle de toutes ses
solutions car on souhaite étudier le systéme sans poantadévoir le résoudre completement.

2Cette seconde condition est toujours vérifiee sous I'thyise que nous avons posée sur les contraintes gégueistri
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si un GCSP admet moins (resp. plus) de mouvements que le pateldéplacements (égal a
@ en dimensioni) admis par I'espace géométrique qui le contient, aloesilsur-(resp.
sous-)rigide. Plus formellement :

Définition 3 Rigidit & structurelle (s rigidit &)

Un GCSPS = (O, C) en dimensiow ests_rigide ssi DDL(S) = @ et .S ne contient pas de
sous-GCSP sur-ggide.

S estsous-srigide ssi DDL(S) ¢, @ et.S ne contient pas de sous-GCSP suriggde.

S estsur-srigide ssids’ C S tel que DDLE) @-

En pratique, la rigidité structurelle est considéréeoee une bonne approximation de la
rigidité [Lamure et Michelucci, 1998; Hoffmaret al, 1997. L'écart entre srigidité et rigidité
est en réalité important (cfJermanret al., 2002; Jermann, 2002 Nous illustrons ici cet écart
sur 2 sous-GCSP issus de la figure 1-ABC D est srigide en 3D puisque DDI{BC D)=6,
alors que ce sous-GCSP est en réalité sous-rigide : l& pgieut bouger indépendamment des
pointsC' et D sur la droiteA. ACDE est quant a lui sur-sgid car DDL(AC D E)=5, mais il
s’agit en réalité d'un sous-GCSP bien-rigide.

2.4 Rigidité structurelle étendue

Larigidité structurelle étendue (notéemgidite) est basée sur le conceptakg € de rigidie
(DDR). Le degré de rigidité d’'un GCSP représente le nanderdéplacements admis par celui-ci.
Ce nombre dépend des propriétés geométriquesegsifiar les objets du GCSP. Par exemple, le
DDR d’'une paire de droites en 2D est 3 si ces droites sont qogices, alors qu'il vaut 2 si elles
sont paralléles ; Le parallélisme de ces droites peet@tplicite (contrainte entre les droites)
mais peut aussi étre induit par 'ensemble des contradugSCSP contenant ces droites. Dans
ce dernier cas, inférer le parallélisme (et donc déteemlie DDR) est équivalent a la preuve de
théoreme géométrique.

Le principe de la rigidité structurelle étendue est de parar le nombre de DDL d’'un GCSP
au DDR de ce méme GCSP, c-a-d. le nombre de mouvements auendmbdéplacements. On
peut ainsi déterminer si un GCSP admet des déformationsiou

Définition 4 Rigidit & structurelle étendue (esigidit €)

Un GCSPS = (0, C) estesrigide ssi DDL(S)=DDR(S) et S ne contient pas de sous-GCSP
sur-esrigide.

S estsous-egigide ssi DDL(S) ¢, DDR(S) et S ne contient pas de sous-GCSP surrigide.

S estsur-esrigide ssids’ € S, DDL(S")j DDR(SY).

La esrigidité subsume la_sigidté ; par exemple, esgidité et rigidité correspondent exacte-
ment sur tout sous-GCSP de la figure 1. Nous renvoyons leuleafdermanret al,, 2003 pour
une comparaison plus détaillée de ces deux propriétés.

2.5 Reseau Objet-Contrainte

Un GCSPS = (O, C) peut étre représenté par un réséaw (s, V,t, E, w) appeléréseau
objets-contrainte@ntroduit dangHoffmannet al,, 1997). La figure 2-a dépeint le réseau objets-
contraintes correspondant au GCSP de la figure 1-a.
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FIG. 2 — Réseaux objets-contraintes et distributions de flatslgs algorithmedense et
Over-Rigid

Définition 5 Réseau objets-contraintess, V, t, F, w)

- s est la source et est le puits.

- Chaque objeb € O est repesené par un nceud-objet, € V.

- Chague contrainte € C est repésengé par un nceud-contraintg € V.

- Depuis chaque objet € O part un arc(v, — t) € F de capaciéw(v, — t) =DDL(0).

- Depuis chaque contraintec C partun arc(s — v.) € F de capaciéw(s — v.) =DDL(c).
- Pour chaque objet € O sur lequel porte une contraintec C, il existe un arcv, — v, de
capacie w(v. — v,) = oo dansk.

Par définition, un flot dans ce réseau représente unebdistm des DDL des contraintes
sur les DDL des objets ; c’est ce principe qui est utilisérgawcaractérisation structurelle de la
rigidité, comme nous allons le voir a la section 3.

3 Algorithmes

Notre nouvel algorithme, tout comme l'algorithnbense est basé sur un calcul de flot
maximum dans le réseau objets-contraintes. Cependprisibnte deux differences principales :

— il utilise la esrigidité au lieu de la sigidité ;

— il effectue la distribution du flot de facagéongtriquement correcte

Ces deux differences sont obtenues au moyen de deux mdidifisanajeures de I'algorithme
Dense dans la facon d’appliquer une surcharge dans laué@isets-contraintes :

1. Lasurcharge appliquée dans le réseau dépend desgbesgeéométriques vérifiees par les
objets au lieu d’étre constante.

2. La surcharge est appliquée via un noéudédié a cet effet, au lieu d'étre appliquée au
moyen des nceuds-contraintes.

Dans cette section, nous introduisons d’abord le princgé&identification de la rigidité a
I'aide d’'un calcul de flots. Nous présentons alors la fachi st ri but e qui est au cceur de
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I'algorithme Dense et sur laquelle porte nos deux modifications. Nous expliguenfin com-
ment la modification de cette fonction permet de répondriagden géométriguement correcte
aux principaux problémes liés au concept de rigidité.

3.1 Deétection de rigidité a base de flot

Du point de vue géométrique, la caractérisation de lalitiy s'effectue en vérifiant qu’'un
GCSP n'admet que des déplacements. Sous cet angle, tiidéide rigidité a base de flots peut
étre expliguée comme suit :

1. retirer K déplacements du GCSP en introduis&htDDL supplémentaires du cdté des
contraintes ;

2. veérifier si un sous-GCSP sur-contrai#it existe en calculant un flot maximum dans le
réseau objets-contraintes surchargé ;

3. sitel estle cas, alois' vérifie DDL(S")i K.

En effet, nous avons déja expliqué qu’un flot dans leaésibjets-contraintes représente une
distribution des DDL des contraintes sur les DDL des obgetsjui revient intuitivement a choisir
quelles contraintes résolvent quels objets. Un flot marimmaprésente donc une distribution
optimaledes DDL dans le GCSP. Si un flot maximum ne peut saturer tousrdssissus de la
source du réseau, cela signifie que certains DDL des cotegane peuvent étre distribués sur
les objets (cf. définition 5). Il existe alors obligatoirent un sous-GCSP sur-contraint dans le
GCSP.

La détection structurelle de rigidité exploite cette iété pour identifier un sous-GCSP
qui vérifie DDL(S")j K pour unK donné. Pour ce faird{ DDL sont artificiellement introduits
dans le réseau en provenance de la source. Selon le pripé@pédent, si le calcul d'un flot
maximum ne permet pas de saturer tous les arcs issus de t& @la signifie que certains DDL
contraintes n’'ont pas pu étre absorbés et qu'il existeaus<5CSP sur-contraint. Cependant,
la présence de la surchar@é implique que ce GCSP n’est peut-étre pas sur-contrains ma
vérifie nécessairement DDE()j K. [Hoffmannet al,, 1997 ont montré ques’ est alors induit
par I'ensemble des nceuds-objets traversés durant laédemeicherche d’un chemin augmentant
dans le réseau, c-a-d. gu'il s'agit de tous les objetsgatthles par un parcours du graphe résiduel
partant de la source.

Selon la valeur choisie pout, on peut alors employer ce principe pour identifier des sous-
GCSP srigides (K = @ + 1), sur-srigides (K = @), esrigides (K = DOR + 1) ou
sur-esrigides (K = DOR).

3.2 FonctionDi stri bute

La fonctionDi st ri but e [Hoffmannet al,, 1997 est la mise en application algorithmique
de ce principe. La version proposée par Hoffmanal. applique la surcharg& en augmentant
simplement la capacité de I'arc liant la source & une edmtiec du réseau, c-a-d. en augmentant
le nombre de DDL d’'une contraintedu GCSP de¥ . Ceci a pour but de retirdd’ déplacements
aux sous-GCSP induit par les objets ligés &ependant, retirek’ déplacements a un sous-GCSP
S’ n’est géométriguement correct que si ce sous-GCSP gessemoinds déplacements, c-a-d.
qu'il vérifie DDR(S")> K .2

SRappelons que le DDR représente le nombre de déplacemgémis par un sous-GCSP.
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Considérons par exemple un segment en 3D, c-a-d. sous-G@BRtué de 2 points liés par
une contrainte de distance. Ce sous-GCSP n’admet que 5 @&smoafions + 3 translations)
déplacements autorisés par I'espace 3D puisque lagnotaélon I'axe défini par le segment est
sans effet sur celui-ci. Ainsi, retirer 6 déplacements degment 3D pour vérifier s'il est rigide
est geéométriquement incorrect et produit assurémemésultat erroné. C’'est pourtant ce que
fait la fonctionDi st ri but e proposée par Hoffmanet al. lorsqu’elle applique une surcharge
K = 6 sur une contrainte de distance liant deux points dans un GaSP.

De facon a appliquer le principe de détection structeraé rigidité de fagon géométrique-
ment correcte, nous proposons d'introduire une contraiinteelle R possédani’ DDL. Cette
contrainte qui représente le fait de fix&r déplacements sur un ensemble d'objets, ne pourra
eétre liee qu'aux sous-GCS® vérifiant DDR(S’)> K. K et S’ sont donc les deux parametres
d’entrée de notre version de la fonctibDistribute

Distribute (S : GCSP ;K : entier ;S’ : GCSP)retourne S” : GCSP)
Require: K > 0,8’ C S vérifie DDR(S")> K
Ensure: S” c S veérifie DDL(S”)< K, ouS” est vide

G < Over | oaded- Net wor k(S, K, S")

V « For dFul ker son(G)

S” «— oj ect - | nduced- subGCSP(V, S)

Return S”

La fonctionOver | oaded- Net wor k retourne le réseau objets-contraintes correspondant
au GCSPS dans lequel la contraint® a été introduite, ainsi que les arcs~ R et R — o (pour
chaqueo € S’) de capacités respectivés et +oco. Le calcul du flot maximum dans ce réseau
est effectué par la fonctioRor dFul ker son qui applique I'algorithme classique dEord et
Fulkerson, 196R Cette fonction retourne I'ensemblé des nceuds-objets traversés lors de la
derniere recherche d’'un chemin augmentant, cet ensestdni¢ vide si le flot maximum sature
tous les arcs issus de la sousc&nfin, la fonctionCbj ect - | nduced- subGCSPretourne le
sous-GCSPB” induit parV. Selon la preuve de Hoffmarei al,, S” vérifie DDL(S”)jK ou.S”
est vide.

Nos deux modifications de la fonctidd st ri but e permettent d’'une part d’appliquer la
surcharge sur n’importe quel sous-GCSP, et d’autre pareddistribuer la surcharge que vers
les sous-GCSP pour lesquels cette opération est géqoirent correcte.

Exemple d'application deDi stri bute : La figure 2-a illustre I'application de la version
originelle de la fonctiomi st ri but e surle GCSP de lafigure 1-dx stri but e( S,3,dAB) .
Comme la surcharge ne peut étre distribuée entiérenaeie palcul d'un flot maximum, la fonc-
tion conclue que le sous-GCSPB dispose de moins de 3 DDL et le retourne. Ceci est exact
puisque DDL@A B)=2 qui est inférieur & = 3. Cependant, étant donné la nature géométrique du
GCSP (deux droitegarallelesen 2D), il est faux d’en conclure que ce sous-GCSP est siglerig
Sur ce méme sous-GCSP, notre fonctidrst ri but e procedera differemment : puisque
DDR(AB)=2, la surcharge maximale applicable sur ce sous-GCSKest 2. La figure 2-
b présente I'appeDi stri but e(.S,2, AB) pour la nouvelle version de la fonction. Le flot
maximum parvient cette fois a saturer tous les arcs issies steurce et aucun sous-GCSP n’est
donc retourné. Ceci est a la fois correct du point de vuesirel puisque DDLA B) n’est pas
strictement inférieur & = 2, et du point de vue géométrique puisque ce sous-GCSPpasst
sur-rigide.
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Complexité deDi st ri but e : La complexité de la nouvelle fonctidd st ri but e est do-
minée par celle de la fonctioRor dFul ker son qui effectue le calcul du flot maximum. En
effet, la production du réseau objets-contraintes suigéhat I'extraction du sous-GCSP induit
parV peuvent étre effectués en temps linéaire au plus, alerdegcalcul d’un flot maximum est
enO(n?(n+m)), n étant le nombre de nceudsetie nombre d'arcs dans le réseau. Cette com-
plexité est exactement la méme que celle de la fondicst r i but e proposée par Hoffmann
etal.

Remarque :si cette fonction est appelée plusieurs fois, il est pdssib stocker le calcul du
flot précédent afin de ne le recalculer que de fagon ineréate.

3.3 Algorithmes pour la détection de rigidité

A partir de la fonctiorDi st ri but e, on peut dériver des algorithmes répondant aux princi-
paux problémes liés au concept de rigiditéoffmannet al, 1997 ont proposé les algorithmes
Dense etM ni nal _Dense qui permettent d’'identifier des sous-GCSP bien- ou sudeigiet
de les minimiser (en nombre d’objets).

Ces algorithmes sont entierement reproductibles avee notivelle fonctioi st ri but e.
Ceci nous permet de répondre aux méme probléme mais de fggomeétriguement correcte et
avec une meilleure caractérisation de la rigidité : laditg structurelle étendue

Dans cette section, nous présentons I'adaptation deofitfgne Dense a notre fonction
Di stri but e. Nous expliquerons ensuite comment utiliser notre fomdfiost r i but e pour
répondre aux principaux problemes liés a la rigidité.

Algorithme Dense versus algorithmeOver - Ri gi d

Schématiquement, l'algorithni®nse effectue des appels a la fonctibnst r i but e pour
chaque contrainte présente dans le GCSP considéréjusqeea ce que cette fonction retourne
un GCSP non-vide ou jusqu’a ce que toutes les contrainteg &até traitées. Dans cet algo-
rithme, la surcharge est basée uniquement sur la dimedsibaspace géométrique considéré ;
elle représente le nombre maximum de déplacementsemdigmts : 6 en 3D et 3 en 2D. L'algo-
rithmeDense est sensé ne retourner que des sous-GCSP sur-rigides@lasdGCSP retournés
n'admettent pas certains déplacements de I'espaceeaégme considéré. Comme nous I'avons
expliqué, cet algorithme est en réalité incorrect puisgetire parfois plus de déplacements que
n'en admet le sous-GCSP lié a la contrainte surchargée.

Pour obtenir un algorithme correct, nous proposons dsetilia définition de la edgidité et
notre fonctionDi st ri but e : la surcharge passée en paramétre a la fonction Digtrimra le
DDR du sous-GCSP sur lequel on applique la surcharge.

Ceci nous permet de définir un nouvel algorithme, ap@®iér - Ri gi d, qui effectue un
appel de la formeédi stri but e( .S, DDR(.S’), S’)) pour chaqueS’ C S jusqu’'a ce qu’un
sous-GCSP sur-rigide soit retourné ou que tousSleasient été traités. En effet, un sous-GCSP
S" retourné par un appel de ce type vérifie nécessairemeh{ B0 j DDR(S’), une condition
suffisante pour qué” soit sur-rigide (cf. définition 4 et lemme 1).

Bien sar, un tel algorithme serait exponentiel en pire asisque le nombre de sous-GCSP
dans un GCSP est égal au nombre de sous-ensembles d'anjst§ehsemble d’objets de ce
GCSP. Fort heureusement, nous montrerons (cf. sectioni®@gpdeOver - Ri gi d) qu'il est
suffisant d’appliquer la fonctiobi st r i but e aux sous-GCSBPDR-minimauwuniquement (cf.
définition 1 below), ce qui produit I'algorithme suivant :
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Over-Rigid (S : GCSP) retourné&” : GCSP
Ensure: S” C S est sur-esigid ou vide
S" «— GCSPvide
M — DDR- M ni maux( S) {construit 'ensemble des sous-GCSP DDR-minimaus He
while S” = GCSPvide et M # () do
S" — Pop( M)
S" — Distribute(S,DDR(S"), S
end while
Return S

Definition 1 Sous-GCSP DDR-minimaux
Un sous-GCSK' C S estDDR-minimal ssi il ne contient aucun sous-GCSP peant le
méme DDR, c-a-d. queS” C S’, DDR(S”)iDDR(S").

Exemple d’application deOver - Ri gi d

Considérons a présent le GCSPrésenté a la figure 1-b. Sdif = {BC, BDF,CEF,...}
I'ensemble de ses sous-GCSP DDR-minimaux résultant denletibn DDR- M ni maux( S) .
L'algorithmeOver - Ri gi d procede alors comme suit :

1. Ala premiére itérationS’ = BC et K =DOR(B(C)=5. La figure 2-c représente I'appel
Di stribute(S,5 BC).Tous les arcs issus de la souscgont saturés par le calcul du
flot maximum et aucun sous-GCSP sur-rigide n’est donc ifienti

2. Ala seconde itératiory’ = CEF et K =DOR(CEF)=6. La figure 2-d présente I'appel
Di stribute(S,6,CEF) correspondanta cette itération. Cette fois-ci, on peosta-
ter que l'arcs — R n’est pas saturé par le flot maximum. Lensemble des obj&s a
gnables & partir de la source dans le graphe résidud tai, D, E, F'}, I'algorithme
termine a cette itération en retournant le sous-GG5SP- AC DEF qui est effectivement
sur-esrigide.
Sur ce méme GCSP, l'algorithni@ense, qui a le méme objectif que notre algorithme
Over - Ri gi d retournerait soit un segment, soit un sous-GCSP compolsédieite A et d'un
point incident, comme un sous-GCSP sur-rigide, ce qui est'fa

Propri étés deOver - Ri gi d

Afin de demontrer la correction et la complétude de l'aiidpone Over - Ri gi d, nous utili-
serons les lemmes suivants qui établissent des prepudétconcept de DDR et de la distribution
de flots dans des réseaux objets-contraintes :

Lemme 1 SoitS un GCSP et’ C S” C S deux sous-GCSP. Alors DDR| < DDR(S").

Démonstration Chaque unité du DDR dans un sous-GCSP représente urcdamat indépen-
dant (translation or rotation) admis par ce GCSP. L'ajounhdiouvel objet dans ce sous-GCSP ne
peut en aucun cas retirer un déplacement de ce GCSP puesge@ritraintes sont indépendantes
du repére global. Ainsi, DDRY') < DDR(S’ U {0}).0

4En pratique, I'algorithm@®ense est assisté par des heuristiques qui lui permettenttéiedes erreurs aussi triviales,
mais il demeure géométriquement incorrect et peut tagjétre trompé par des configurations non prises en charge.
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Lemme 2 SoitS’ C S” C S deux sous-GCSP du GC3P SiDi stri bute(S, K,S"”) re-
tourne un sous-GCSP, non vide alorsDi st ri but e( S, K,S’) retourne récessairement un
sous-GCSk5; non vide

Démonstration :Soit G5 le réseau surchargé utilisé dadisstri but e( S, K,S’) etGgn

le réseau objets-contraintes surchargeé utilisé dampé€lDi st ri but e( S, K,S”) . La seule
difference entre ces deux réseaux est la présence dapggémentaires du typ@ — o dans
Ggr puisqueS’ C S”. Ainsi, la distribution de flot est nécessairement difficile dansGg:
que dans7g/, les capacités totales issues de la source et entrant elgust$ étant identiques
dans ces deux réseaux. Donc, si un calcul de flot maximum utespéurer les arcs issus de la
source dané& g, il est impossible qu’un flot maximum les sature déhs .0

CorrectiondeOver-Rigid :

Soit S” un sous-GCSRon viderésultant de I'appeDver - Ri gi d(S). Supposons qus”
résulte de I'appeDi stri but e(S, DOR(S"), S’) pour un sous-GCSB donné ;S” vérifie
alors nécessairement DDE/() | DOR(S’) puisqu’il estnon vide De plus, par définition de la
fonctionDi stri bute, S’ c S”. Lelemme 1 assure alors que DDR(<DDR(S"), et on peut
donc affirmer que DDL{"”")iDOR(S"), c-a-d. queS” est sur-esigid.O

Complétude deOver-Ri gi d :

L'algorithmeOver - Ri gi d applique la surcharge sur chaque sous-GCSP dans I'ensemble
M des sous-GCSBDR-minimauxgénéré par la fonctiobDR- M ni maux( S) ). Remarquons
gue tout sous-GCSP non DDR-minimal contient par définitionsous-GCSP DDR-minimal
ayant méme DDR. Le lemme 2 assure donc qu’aucun sous-GGSR2 sgide ne peut étre raté
par I'algorithmed

Complexité deOver-Ri gi d :

La complexité en temps de l'algorithn@er - Ri gi d dépend directement du nombre de
sous-GCSP DDR-minimaux. Nous avons prouvé par énuiératie la taille (en nombre d’ob-
jets) d’'un sous-GCSP DDR-minimal est 2 et 2D et 3 en 3D pouGIeSP constitués de points,
droites et plans sous des contraintes de distances, ingiggangles et parallélisntesinsi,
le nombre de sous-GCSP DDR-minimaux dans un GCSP de ce tyystitaé den objets en
dimensiond est enO(n?).

AppelonsC; la complexité de la fonctio®DR- M ni maux, et Cs celle de la fonction
Di stri but e que nous avons étudiée a la section précédente. Adoceomplexité en pire cas
de l'algorithmeOver - Ri gi d estO(C; + n? x Cy).

C; est généralement la complexité de la démonstratioonaatique en géométrie puisque
le calcul du DDR nécessite la détermination des propsigeomeétriques vérifiees par les objets
du GCSP( est alors exponentielle en pire cas. Cependant, cette eaitéppeut étre polyno-
miale voir constante pour des classes de GCSP particsilieoenme les systemes a barres ou
mécanismes génériques. qui plus est, on peut employsiepirs heuristiques dans le calcul du
DDR qui permettent de rendre la complexité moyenne plusdatide en pratique. Dans ces cas
Ia, Cy est généralement négligeable en comparaisofi'geet on obtient donc une complexité
globale de l'algorithméver - Ri gi d enO(n?*2 x (n + m)). En comparaison, la complexité
de l'algorithmeDense est enO(m * n? x (n + m)). Notre algorithme induit donc un surcodt
approximativement linéaire en 2D et quadratique en 3D.

5La plupart des GCSP peuvent se ramener a des systémsanttilniquement ces objets et contraintes primitives.
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3.4 Autres algorithmes

La fonctionDi st ri but e peut étre employée de fagon similaire pour répondregainci-
paux problemes liés au concept de rigidité, a savoir :

1. Identifier des sous-GCSP bien- ou sur-rigides ; ceci esirapli en changeant la valeur
de la surcharge en DDR+1 au lieu de DDR dans l'algoritiower - Ri gi d.

2. Décider si un GCSP est rigide ; il suffit pour cela d’eftestun compte global des DDL
du GCSP (premiere condition de la définition 4) et d’effiectun appel a I'algorithme
Over - Ri gi d pour vérifier qu'il ne contient aucun sous-GCSP sur-riggeonde condi-
tion).

3. Minimiser la taille d’'un sous-GCSP bien- ou sur-rigideuypce faire, on utilise le principe
de minimisation introduit dans I'algorithmi ni mal _Dense) [Hoffmannet al,, 1997 :
chaque objet est considéré a tour de role ; si son r@eaihet toujours de trouver un sous-
GCSP bien ou sur-rigide (par un appel a I'algorithme du pbjnalors I'objet est supprimé
car il n’est pas nécessaire, sinon il est conservé cat iléxessaire.

Pour tout ces problemes, I'utilisation de notre foncidrst r i but e en conjonction avec la
caractérisation par aggidité permet I'obtention d’algorithmes géométramaent correctes qui
retournent donc des résultats plus conformes a la ragidit

3.5 Conclusion

Nous avons introduit une nouvelle foncti@n st ri but e qui permet d’effectuer la détec-
tion structurelle de la rigidité de facon géométriqueercorrecte et d’employer la caractérisation
par rigidité structurelle étendue qui est plus confornka Tigidité que la rigidité structurelle
classique.

Le concept de sous-GCSP DDR-minimal et ces propriétéagsiru comme crucial dans
la définition d’'une nouvelle famille d’algorithmes polyméux pour répondre aux principaux
problemes relatifs au concept de rigidité.

Ces algorithmes permettent de traiter des GCSP en 2D et 3&;de §éométriquement cor-
recte. lls peuvent prendre en compte les contraintes damges et de parallélismes, contraintes
omniprésentes dans les applications en robotique, CA@odie moléculaire et vision artifi-
cielle. Les spécificites géomeétriques induites paramgraintes n’étaient pas prises en compte
de facon générale par les algorithnisise etM ni nal _Dense.

Nos algorithmes ouvrent donc une possibilité pour unésatibn plus fiable des techniques
liees au concept de rigidité dans un contexte applicadifistriel, en particulier pour les méthodes
de rigidification récursives qui décomposent un GCSP es-$aCSP rigideminimauxa résou-
dre séparémeiiHoffmannet al,, 2000; Jermann, 2002

La suite logique de ce travail sera donc d'évaluer expénitmlement sur des applications
réelles le rapport entre gain de qualité (correctiomng@&mique et meilleure adéquation a la rigi-
dité) et surcout engendré par les nouveaux algorithmes.

Parallélement, la poursuite de I'étude théorique deppétés du DDR et de I'algorithme de
flots permettront probablement d’exhiber des conditiorecHjgues permettant d’améliorer en
retour les performances pratiques.
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