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Introduction

� Problème

Trouver le minimiseur x̂ de J(x) = ‖z − Hx‖2 + α
M

Σ
m=1

φ(xm)

ou plus généralement de
N

Σ
n=1

ψ(zn − h
t
nx) + α

C

Σ
c=1

φ(vt
cx − wc)

sur
�

M ,
�

M
+ ou un autre ensemble convexe F ⊂

�
M , φ, ψ étant convexes

� Convexité (au sens large)

• Pour un ensemble F ⊂
�

M :

∀x1, x2 ∈ F, F contient le segment [x1, x2]

• Pour une fonction f :

∀θ, θ̄ = 1 − θ, f(θx1 + θ̄x2) 6 θf(x1) + θ̄f(x2)
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� Propriétés...

... de conservation

1 f , g convexes ⇒ f + g convexe

2 f convexe, α > 0 ⇒ αf convexe

3 f convexe, g linéaire ⇒ f ◦ g convexe

... pour la minimisation

4 F , f convexes ⇒ l’ensemble des minimiseurs de f dans F est cvx

5 F , f convexes ⇒ pas de minima locaux dans F

6

{
F convexe,
f strictement cvx ⇒ au plus un minimiseur dans F

... géométriques [Luenberger 1969]

7 F convexe fermé ⇒ ∀x ∈
�

M , ∃!PF (x) projection de x sur F

telle que PF (x) = arg mint∈F ‖t − x‖
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Méthodes de descente

� Principe

Générer une suite (xk) tel que (J(xk)) est décroissante, sous la forme

x
k+1 = x

k + αkdk, αk > 0 : pas, dk : direction de descente

� Propriété

d ∈
�

M est une direction de descente de J en x ∈
�

M

⇔ J(x + αd) < J(x), ∀α > 0 petit

⇔ d
t∇J(x) < 0

� Schéma algorithmique

1. Choisir x
0 ∈

�
M ;

2. Test d’arrêt : si ‖∇J(xk)‖ ' 0, stop ;

3. Choix de d
k ;

4. Recherche linéaire : choisir αk > 0 pour que J décroisse suffisamment ;

5. x
k+1 = x

k + αk
d

k, k = k + 1, retour en 2.
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� Choix du pas

• Pas constant αk = α : ne garantit ni la descente, ni la convergence

•Recherche linéaire exacte : αk = arg minα J(xk + αd
k)

convergeant mais non réaliste, sauf cas particulier

• Pas décroissant

condition typique de convergence :





lim
k→∞

Σ
k
αk = ∞,

lim
k→∞

Σ
k

(αk)2 <∞

• Pas adaptatif

(A) Condition d’Armijo : αk admissible si

J(xk + αd
k) 6 J(xk) + ωαk ∇tJ(xk) dk, ω ∈]0, 1[

(B) Recherche de αk par backtracking :
pente

ω∇
tJ(x) dpente

∇
tJ(x) d

α admissibles
α

J(x + αd)

adopter αk = sτp (s > 0, τ ∈]0, 1[) pour le plus petit entier p tel que (A) est vrai.

Hors-série : Techniques d’optimisation convexe 94

� Choix de la direction de descente

Quelques méthodes classiques... [Bertsekas 1995]

1 méthode d’ordre zéro : relaxation

2 méthode d’ordre un : gradient (pseudo-conjugué)

3 méthode d’ordre deux : Newton, quasi-Newton

4 méthode de projection : méthode de Bregman [Bregman 1967]
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1 Relaxation

Gauss-Seidel, descente coordonnées par coordonnées

� Principe

Partant de x
0 =

{
x0

1, . . . , x
0
M

}
, x

k connu :

xk+1
m minimise J(xk+1

1 , . . . , xk+1
m−1, x, . . . , x

k
M ) en x
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� Convergence

1 J :
�

M →
�

est de classe C1

2 J est strictement convexe
3 J est coercif, i.e., lim

‖x‖→∞
J(x) = +∞

(
ou bien 3 ’ F = [xmin

1 , xmax
1 ] × · · · × [xmin

M , xmax
M ]

)
⇒ lim

k→∞
x

k = x̂

� Variante : sur/sous-relaxation

xk+1
m = xk

m + ωαk
m,

αk
m : pas de la méthode standard





ω ∈ ]0, 1[ sous-relaxation

ω = 1 méthode standard

ω > 1 sur-relaxation
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2 Méthodes de gradient

� Gradient standard

d
k = −∇J(xk)

pas fixe, α = 0, 55 pas fixe, α = 0, 65 recherche exacte

Convergence : même type de conditions que pour la relaxation
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� Gradient conjugué

d
0 = −∇J(x0) puis d

k = −∇J(xk) + βkd
k−1

• Fletcher-Reeves : βk =

∥∥∇J(xk)
∥∥2

‖∇J(xk−1)‖
2

• Polak-Ribiere : βk =
∥∥∇J(xk)

∥∥2
−

(
∇J(xk)

)t
∇J(xk−1)

‖∇J(xk−1)‖
2
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� Contraintes convexes

•Gradient projeté

x
k+1x

k+3

x
k

x
k+2

X
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