Algorithmes ART semi-quadratiques pour la
reconstruction a partir de radiographies
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Résumé — Cette @ude s intéress ala généralisation de I’ utili sation des techniques de reconstruction dtes ART, pour laminimisation e a@ité-
res régularisés convexes. Ces techniques ont I’ avantage de mettre ajour lesinconnues en balayant cycliquement les donrées. L’ applicaion est
la reconstruction dobjets 2D ou 3 a partir de leurs projedions en tomographie dans un contexte industriel ou médicd. La généralisation
Sappued une part sur laméthode dBregman, d' autre part sur une formulation semi-quadratique du critére. Plusieurs variantes ont envis
gées. Cellesinspirées de Geman & Yang([7,8] fournissent des algorithmes particuli érement simples et compétitifs.

Abstract — This study generali zes the ART reconstruction techniques in order to minimize regularized convexcriteria. These tedhniques have
the interesting property to updéae the unknown by cydically scanning the data. The apdicationisthe reconstruction d 2o or 3p objeds from
their projedions in tomography in anindwstrial or medical context. The generalization is based, on ore hand onBregman’'s method and on
the other hand on ahalf-quadatic formulation. Seveal alternatives are considered. Those inspired from Geman & Yang[7,8] yield particu-

larly simple and competing algorithms.

1. Introduction

Dans cette éude, nous considérons la reonstruction
d’objets 2D (images) ou 3D (volumes) a partir de leurs pro-
jedions en tomographie arayons x ou a rayons y. Les do-
maines d' applicaion concernés nt par exemple le controle
non cestructif (CND) ou I'imagerie médicde. Traditionrelle-
ment, le modéle de formation des projedions (ou donkes)
est formulé sous forme discréte (cf. FIG. 1). Larelation entre
lesdonrées et I' objet s éqit alors:

y=Hx+b (D]

ou y représente les donrées, x I'objet a remnstruire, H la
matrice de projedion dori les déments ont homogenes a des
longleurs et b e bruit de mesure.
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FIG. 1: Principe de latomographie en 2D.

Le probléme de recnstruction est mal-posé : la régulari-
sation est un odil indispensable pou obtenir une solution
accetable. Dans la suite, nous adoptons une gproche péna-
lisée consistant a définir |I' objet reconstruit commeminimi-
seur d' uncritére qui s éait

IJ(X)=|y-Hx|" +a(x) (2)

oulafonction @ regroupe les informations a priori, telle que
larégularité spatiale de I'objet.

Dans un contexte de cND, le nombre d’inconnues est sou-
vent largement supérieur au nambre de donrées. Reons
truire en régularisant est alors incontournable & ['utili sation
des approches pénali sées est classque.

Dans un contexte médicd, le nombre de donrées est trés
souvent suffisant pour reconstruire sans régularisation expli-
cite. Historiguement, la reconstruction est faite par moindres
carés non pnalisés (=0 dans (2)). La famill e des techni-
gues de minimisation dtes ART (Algebraic Reconstruction
Techniques) [1] est classquement utiliseée Ces dernieres ba-
laient cycliqguement les donrées pou mettre a jour
I’ensemble des inconnues. Cette propriété fadlite la mise en
cauvre en larendant peu colteuse @ dorc fadlement intégra-
ble dansles g/stémes d’'imagerie médicde en tempsréd.

Pour éviter d'éventuels problémes numériques (consé-
guences indiredes du caadére mal-posé de la reconstruc-
tion), certains auteurs < sont intéresss a des variantes régu-
larisees d' ART. Dés lafin des années 70, G.T. Herman adapte
ainsi les techniques ART au cas d’une pénalisation quedrati-
que séparable @(x) OJ| x| [2,3]. En 96 dans le wntexte
particulier de I'angiographie, E. Payot propose éalement un
algorithme « ART bayésien », et I’applique dans un contexte
semi-quadratique [4]. Cet algorithme est obtenu par applica
tion de la méthode de Bregman [5]. Il est identifiable a céui
proposé par G.T. Herman.

Les dispositifs de tomographie arayons x évoluent vers
I'aqquisition dun nambre de projedions limité essentielle-
ment pou les raisons slivantes : réduire la dose de rayonne-
ment absorbée par un patient lors d’'un examen, réduire le



temps et le @0t d'un examen par patient (tomographie héli-
coidale). Il devient d' autant plus justifié de poser le probléme
de la reanstruction tomographique dans un cadre régularisé
en imagerie médicde ammme en CND, €, plus édfique-
ment, d envisager la pénalisation par des fonctions ¢ adap-
tées alamodélisation d objets réguliers par morceaix.

L’'existant résumé motive ansi notre idée d'utili ser des
techniques de type ART pou minimiser des critéres marko-
viens gdrictement convexes pou lesquels la fonction ¢ se
démmpose an:

<p(x)=AZ¢(xs-xr)+uzw(xs—gs) 3

ou ¢ et Y sont des fonctions convexes préservant les con-
tours, A et u des hyperparamétres et g une solutiona priori.

Dans la suite, nous envisageons les techniques de type ART
appliquées aux critéres pénalisés siivants: quadratiques
parables, quadratiques non séparables et convexes. Celles dé-
veloppées pour les deux derniers types de aitéres constituent
notre mntribution aiginale. Pour finir, nous éudions les per-
formances des techniques propcsées dans le ca& convexe
pour unexemple 2D sSimulé.

2. Le asquadratique séparable
Le ca quadratique séparable a ¢é éudié par Herman [2]
et Payot [4]. Dans (2), leterme d’a priori est :

@(x) = Ax:Dx (4)

ou D est une matrice diagordle [4], voire propationrdle a
I"identité Id [2]. L' algorithme de type ART minimisant (2) est
obtenu implicitement [2] ou explicitement [4] par application
de la méthode de Bregman. Cette méthode fournit un algo-
rithme itératif minimisant un critére sous contraintes balayant
cycliquement les donrées. La mnvergence et asaurée pou
un nanbre de gycles tendant vers I'infini, s certaines cond-
tions non péadsées ici, sont vérifiées [5]. L' applicaion d-
rede de cdte méthode nécesste I’ éaiture de natre probléme
sous une forme dite étendue. Le schéma déait a présent est
essentiel car il est commun aux techniques présentées dans la
suite de |’ exposé.
Minimiser J en x est équivaent arésoude:

min{J.(x.) = x:A.x.} souscorntraintes y=H.x.  (5)
avecles notations suivantes :

_IXO o - _AD OC
X =5 E He—[H|Id]etAe—Ho dF (6)

Le probléme de minimisation, éait sous la forme (5), permet
d'appliquer directement la méthode de Bregman. Notons x.’

la solution courante corresponcant au k™ balayage des don-
nées, apres avoir pris en compte ladonrée y; . Cette solution
courante vérifie la ontrainte: y; = (HJ)'xs! . L'algorithme
obtenu est déait dansle TAB. 1.

TAB. 1: Algorithme ART « bayésien » (pénali sation quedratique

séparable) [2,3].
Initidisation: X3 =0
Initi ali sation duk®™ balayage: x&° = x&*°
y, —(H)xe™

Pour j=1.N: x& =x&™+ (A)*H! (7)

(HD) (A)TH]

H i est la transposéede la j'®™ ligne de H, N le nombre de
donrées.

3. Le asquadratique non séparable

Dans ce calre, nous propaosons une extension e cequi
précéle ai cas d'un a priori markovien pénalisant les diffé&
rences entre voisins. En se placait dans le ca d’une pénali-
sation quedratique (¢(x) = x2 et u =0 dans(3)) et en ndant
A la matrice permettant de aée les différences entre voi-
sins, le aitére devient :

I(x) =y - Hx| + Ax:axnx 8.

Dans (8), lamatrice A'A n'est pas une matrice diagorele a
la diff érence de D dans (4). La minimisation de J est formu-
[ée omme un probléme de minimisation sous contraintes
(éaiture étendue) de la méme maniére que dans la partie 2
(cf. (5)). Dans la matrice A (cf. (6)), la matrice AD est rem-
placéepar A=AAA. Le probléme vérifie également les con-
ditions de Bregman. L’algorithme obtenu conserve la méme
structure que cdle déaite dans le TAB. 1. Seule la définition
de A. est différente. Ici encore, la cnvergence vers le mini-
mum global de J de I'agorithme déait dans TAB. 1, est di-
redement asaurée par les propriétés générales de nver-
gencede laméthode de Bregman.

Dans cete partie, nous avons montré qu' une premiere gé-
néralisation des techniques ART & des critéres autres que les
criteres quadratiques sparables est posshle formellement
grace al’applicaion ce la méhode de Bregman. Cependant
dans ce c&, la mise en cauvre de I’algorithme nécesste
I'inversion ce la matrice A. Bien que cdte matrice soit
creuse, son inversion représente un colt de cadcul non régli-
geable, qui congtitue le principal inconvénient de
I"algorithme.

4. Le @sconvexe

4.1 Introduction

En recnstruction, on cherche essentiellement a préserver
des ruptures dans des zones plus ou moins homogenes (e.g.
des défauts dans des pieces métalliques ou des vaiseaix
sanguns dans des tisaus). Des modélisations plus fines fai-
sant appel a des a priori markoviens non quadratiques du
type de (3) sont généralement retenues. Nous choisisons des
fonctions de péndlisation ¢ et | strictement convexes et C*,
typiquement :

o7 (x)=+/x2 +T2 , oU T est une onstante.

Le aitére J possde dors un urique minimum global qui
peut étre obtenu par diff érentes techniques de minimisation.




Dans I’ optique définie en introduction, nous éudions dans
cette partie la minimisation de J par des techniques de type
ART. Nous commengons par présenter |'applicaion ce la
méthode de Bregman dredement sur le aitére wnvexe. Puis
nous abordors la minimisation par des tedchniques smi-
quadratiques (SQ) et tirons ainsi parti des cas précéemment
étudiés (cf. 82 et 3). Deux expressons sQ déja utili sées en
imagerie, cdle de Geman & Reynolds (GR) [6] et cdle de
Geman & Yang (GYy) [7] et une nouwelle expresson dte Ge-
man & Yang «vedoriel » (GY,) inspirée de [8] sont envisa-
gées.

4.2 Application dela méthode de Bregman

Nous envisageons d'abord dappliquer diredement la
méthode de Bregman a la formulation étendue du critére J,
qui S éait dansle ca général convexe:

3.(x.)=Px[ +&(Px,)+2(Px,) 9

avec & et ¢ lesfonctions déaivant respedivement les pre-
mier et seoond termes de (3), les matrices P; et P, sont des
matrices de projections, tellesque P x. = x et P,x. =b.

Le aitere Jo vérifiant les condtions de Bregman,
I’appliction e la méthode de Bregman fournit un algo-
rithme de minimisation de type ART. La démonstration trop
technique n'est pas exposée ici. L'éaiture formelle sous
forme éendue de J donre une auation implicite de mise a
jour des x a l'itération k. La minimisation dun critére con-
vexe écit sous laforme (9) par un algorithme de type ART est
donc mathématiquement possble, mais s heurte aun go-
bléme de mise en cauvre. Nous n’avons pas exploré plus loin
cette formulation.

4.3 Formulations seni-quadr atiques
On appelle aitére sQ aswocié aJ tout critére K(x,1) qua
dratique @ x & fixé e tel que minK(x,1)=J(x). Dansle

contexte de notre éude, les critéres sQ asociés a J se mettent
sous laforme suivante :

K(x,1)=]ly = Hx| + (= m()f M (1 )0 -mli )+ £0) (20
Laminimisation ce K(x,l) sefait alors de fagn aternéesur
(x,1). Lamise ajour des variables de lignes| est explicite &
peu colteuse [9]. Nous nows intéressons alamise ajour des x
par un algorithme de type ART. L’idéede minimiser la partie
quadratique d'un critére sQ par un algorithme de cetype n’est
pas originale : elle gparait d§ja dans le travail de thése de E.
Payot [4], mais |'auteur considére un critére J plus smple,
non markovien. Il se placedans le ca GR. La matrice M (l)
est alors une matricediagorele (cf. §2).

L’ origindlité de natre travail est de wnsidérer le ca plus
général d'un critére J markovien, d envisager plusieurs for-
mulations sQ et de comparer les performances des agorith-
mes obtenus en les mettant en oauvre sur un cas Smulé 2D.

4.3.1 Formulation sQ Geman & Reynolds

Comme fonction e x, le aitére sQ associé aJ est quadra
tiqgue non séparable. L’algorithme obtenu dans le 83 (cf.
TAB. 1) s applique diredement pour :

an=Ms0 08

avecL, et L, des matrices diagonales contenant les variables
auxili aires correspondant aux dff érences horizontales et ver-
ticdes entre voising, A, et A, permettant de aéea respedi-
vement ces différences, L, la matrice diagorele de variables
auxili aires correspondant au secondterme de (3).

L’ algorithme de minimisation dobale sur (x,l) s éait se-
lonleTAB. 2:

M GR(') = )\(Ath LhAh +A‘v LVAV) + ul—g

TAB. 2: Algorithme ART SQ GR

Initialisation : [° arbitraire

P e . _ 1 L [igr
Réinitialisation duk'®™ balayage : X&° = _E(Ae(l k1)) 15 gOQE
i =~ (Hi) X
(HO (A=)
Miseajour delp, Ly: [k =, "(Xetn — xkan) /2(xean — xian)

Miseajourde Ly @ I& =, "(xan —g,)/2( X2y —g,)

Pour j=1..N: x5/ = x5 +

(A(I*))"H¢

Lamatrice Mgg(l) dépendant des variables auxili aires. Son
inverse, intervenant dans la mise ajour des x, doit dorc &re
évaluée avant chague mise ajour des x. Mémesi elle et trés
creuse, son inversion a un colt non régligeable pou chaque
itération ce laminimisation aternée & (x,1). Ced constitue le
principal inconvénient de la méthoce.

4.3.2 Formulation sQ Geman & Yang standard (GYs)
Dans ce c&, le aitére sQ asocié aJ est également quadrati-
gue nonséparable. Contrairement au cas GR, lamatrice M (1)
ne dépend pes des variables auxiliaires ; elle s éqit :

Mave = M 20 (AUA, +5,A0) +1/ 20,51d ; soit A :EQMSYS I%E'
avec o, et a, des fadeurs d échelle définis dans [9], tels
que a, 0[0;T,] e a,0[0;T,].

L’ algorithme de minimisation en (x,|) différe de cdui du
TAB. 2 par lamise ajour des | et par la matrice A, dans la
mise ajour des x. Le cadcul du dgnominateur dépendant de
M(l) danslamise ajour des x est alors fait une unique fois en
début de la minimisation dobale. Le w0t de la mise ajour
des x est ainsi considérablement réduit.

TAB. 3: Algorithme ART SQ GYg

I niti ali sation : [° arbitraire
Réiniti ali sation duk'®™ balayage :
1 mhl—til +A1Lk,—1+ k-1 +g|:
X:'U - A -1
oA 0 E
Pour j=1..N, appliquer (7)
Miseajour delp, Ly Ik = (XN =Xetn) =o' (XetN —Xetn)

Miseajourde Ly @ lx =(xc2N —g.) —a,9' (XN —g,)

4.3.3 Formulation sQ Geman & Yang vectorielle (Gy,)

Cette formulation s'inspire d’ une idéeintrodute dans [8].
Dansce c&le aitére sQ aswcié aJ est quadratique séparable
en x et la matrice M(l), ne dépendant pas des variables
auxili aires, s éaqit :

M., =@A/a, +u/2a,)ld ;



a, et a, sont desfadeursd échelle.
Pour laremise djour des x, I’ algorithme déait dans TAB. 1
est adors diredement utili sable en remplacant AD par Mgy,

TAB. 4: Algorithme ART SQ GY,

Initialisation : [° arbitraire

-C

Réiniti ali sation duk'*™ bal e: X0=-—(A)*
ayage: Xe 2(Ae) F

Pour j=1..N, appliquer (7)

Miseajour del : [« =xkn —%xlztb}l (XN = X2 vn +
0 %

0,y ', 0o - XV +a, Y 8 Oe - ge

avec Vi, vy, les vedeurs créant les diff érences horizontales
et verticdes entrevoisins et e;, vedeur canonque.

En terme de 0t en nanbre d opérations par itération et en
encombrement mémoire, cette version est la plusintéressante.
En effet le cdcul de I'inverse Mgy, Se résume par une inver-
sion scdaire lors de lamise ajour des x. Cette méthode pos-
sede dornc une mise en cauvre remarquablement simple.

5. Performances sur un cas smulé 2D

Nous mettons en cauvre les méthodes ART-SQ développées
dans la partie précélente sur I'exemple déait FIG. 2a. Les
hyperparamétres ont fixés empiriquement.
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FIG. 2: a: Objet 2D vrai représentant un cordon ce soudue
contenant un d&faut. Les donrées smulées pour cet objet sort trois
projedions parall éles bruitées 420 dB pou lesincidences 0, -45 et
45 degrés, b : reconstruction

Le minimiseur de (2) est donré FIG. 2b. Tous les agorith-
mes testés fournissent asymptotiquement cette solution, mais
cetains ot plus rapides que d autres. Les algorithmes sQ
sont accéérés par surrelaxation [9]. Ceux de type Gy sont
moins colteux gle I’algorithme GR, en temps et en colt de
cdcul par itération; ce dernier nécesste moins d'itérations,
mais on colt par itération est important. De méme, Gv; de-
mande moins d'itérations que Gy, pou converger, mais GY,,
reste compétitif du fait d’un co(t par itération réduit.

En terme de temps crPu et de nombre d opérations, les al-
gorithmes ART de type GY sont concurrents de I'algorithme
du gadient conjuglé. Signalons enfin que le @dage des al-
gorithmes a éé fait en Matlab. L’indicage en temps cpu est
donc moins sgnificatif que cdui en nambre d’ opérations,
dans I’optique d’une programmation cans un langage plus
élémentaire.
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FIG. 3 : Comparaisons en terme de nombre d’itérations, de temps
CPU (Processeur Pentium I1l 500Mhz) et de nombre d’ opérations
(pou cette murbe, I'édhell e et logarithmique) pour les méthodes

SQ envisagées et pour le gradient conjugué.
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