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À Marie,

À mes paren ts,

Une thé orie scienti�que valable est c ap able d'êtr e r ésumé e, sous une

forme simpli�é e mais sans déformation, en un langage clair et univer-

sel lement ac c essible. L'idé olo gie ne p eut soutenir une p ar eil le mise à

nu sans risquer de p er dr e l'e�et magique qui est attendu d'el le. À c oté

des exp osé es p opulair es de pr op agande, il faudr a donc c omp oser d'autr es

exp osés qui leur servir ont de gar antie et de c aution. Ils ne di�ér er ont

p as des pr emiers p ar la pr ofondeur ou l'extension, mais p ar l'obscurité.

T oujours le mot rigueur se r enc ontr er a à chaque p age. [...] Ce dont la

p ensé e idé olo gique veut fair e l'é c onomie, c'est de tout c e qui, dans l'ac-

tivité scienti�que véritable, r ep ose sur une r ésolution du c omplexe d'×-

dip e : l'angoisse de la r e cher che, la prise en c ompte du savoir p assé, la

p atienc e et le r esp e ct des délais, l'ac c eptation de l'inc omplétude.

Marie-Joseph Le Guillou , o.p , in Le Mystère du P ère.



Remerciem en ts

Jérôme m'a accueilli et encadré depuis le stage de dea . Ses conseils judicieux, ses en-

couragemen ts et la con�ance qu'il m'a app ortés on t constitué un précieux soutien dans la

conduite de ce tra v ail. Grâce au cdd qu'il m'a prop osé, j'ai pu ac hev er plus sereinemen t

cette thèse. Qu'il reçoiv e ici l'expression de toute ma reconnaissance (et tous mes encoura-

gemen ts p our la suite de sa carrière d'en-saignan t c herc heur au gpi ). Je tiens à remercier

Guy de m'a v oir lancé à l'ab ordage des problèmes in v erses au sein du gpi et d'a v oir un

momen t délaissé la barre du Mal loh R u p our celle du lab o a�n de faire na viguer le lss

aussi paisiblemen t que p ossible sur les eaux houleuses du spi . Av ec Herv é, nous sommes

partis sim ultanémen t à l'assaut de la forteresse du non linéaire. Nos discussions sur les

asp ects comm uns de nos thèses resp ectiv es on t été fructueuses. P ar ailleurs, souv en t râlan t

mais sauv eteur à l'heure (et en dé�nitiv e rarememen t 13 nr v ), Herv é a fait preuv e d'un

grand dév ouemen t (bien tôt dév otion ?) au service de tous (bien tôt d'un seul ?!). Je v eux

lui témoigner ici toute ma gratitude.

Dominique Lesselier a accepté de présider la commission d'examen. Je lui adresse mes

sincères remerciemen ts, ainsi que p our ses e�orts métho diques de relecture scien ti�que

et syn taxique de ce man uscrit. Line Garnero s'est mon trée très in téressée par ce tra v ail.

Son rapp ort témoigne d'une lecture méticuleuse et je lui en suis reconnaissan t. Je le suis

égalemen t en v ers Jean-Marc Chassery qui a su passer habilemen t à tra v ers les mail les de

ce ( ( dense ) ) man uscrit p our en souligner, dans son rapp ort, le c÷ur de la con tribution

scien ti�que. Merci (et c hap eau) à Marc Bonnet p our le grand in térêt qu'il a manifesté

p our ce tra v ail ainsi que p our le rappro c hemen t méthologique des problèmes in v erses

de la mécanique et de l'électromagnétique. En�n, merci à Jean-Claude T rouillet d'a v oir

con tribué à structurer plus ( ( ba y ésiennemen t ) ) mon iden tité psyc hologique.

Merci à Gio et à Dub d'a v oir tracé une v oie p our les Ensé ar ques au lab o. Merci à

JFB p our ses dépannages encyclop édiques sur les PC et bra v o p our son talen t dans la

création de sigles. Merci à Christian et Andréa d'a v oir sonorisé l'atmosphère de l'équip e

par leurs joutes. Bra v o à Mila et à Maï d'a v oir réussi à laisser croire aussi longtemps

que la mixité p ouv ait exister au gpi ! Bra v o à StefB p our ses e�orts méritoires en fa v eur

de la relance des industries du cra y on, à GLB p our sa préférence de la p orcelaine à la

terre cuite et à Caro p our sa p ersév érance à essa y er de rappro c her les di�éren ts étages

du lab o. Félicitations à StefG p our sa con tribution à la fusion des iden tités alsaciennes et

parisiennes. Merci à Champ p our son appro c he capillicole de la rec herc he et à Ali, digne

glob e tr otter de l'équip e. Je tiens aussi à remercier les mem bres de la génération mon tan te,

Marc, Philipp e, Charles, et leur souhaite de p ersév érer paisiblemen t jusqu'à la délivrance

(de leurs diplômes).

Men tion sp éciale p our Pierre, illustre agitateur des cafés de l'angélus et des v êpres.

Merci à Odile p our son action, à la foi(s) dév ouée et résolue, en fa v eur de la rec herc he fon-

damen tale. Merci aux thésards de l'aile Nord-Sud p our leur adhésion au gpi view et leurs

participations à quelques �évreux Xblast . Merci à l'équip e de l'administration : Yv ette,

Laurence, Jeannine, Marianne, Héléna et Solange ainsi que les informaticiens Marc, Lau-

rence et Jacques. Merci à Pierre Bertrand de m'a v oir accueilli au sein du lss et à Daniel

Claude d'a v oir insisté auprès du rectorat p our que j'obtienne �nalemen t les six derniers

mois de �nancemen t sans lesquels ce tra v ail eût été amputé. En�n, je tiens à remercier

Andrew Adler de l'IGB de m'a v oir fourni les co des des maillages circulaires utilisés p our

cette étude.



A V ANT-PR OPOS

PRÉSENT A TION DU PR OBLÈME DE

TOMOGRAPHIE D'IMPÉD ANCE ÉLECTRIQUE

1 In tro duction

L

a tomographie d'impéd ance électrique (TIÉ) consiste, au mo y en d'électro-

des, à injecter des couran ts dans un corps et à recueillir les tensions résultan tes sur

son p ourtour, a�n de p ouv oir déterminer la distribution de conductivité de ce corps.

Bien qu'égalemen t utile en con trôle non destructif, la plupart des applications et des

rec herc hes concernan t ce mo y en d'in v estigation se trouv en t en imagerie biomédicale. En

e�et, il existe des con trastes de conductivité imp ortan ts à l'in térieur du corps h umain,

principalemen t dus à des di�érences de salinités en tre les liquides con ten us dans les organes

ainsi que ceux situés en tre ces derniers. On trouv e ainsi des applications p our l'imagerie

des p oumons telles que la détection d'épanc hemen ts de la plèvre, d'em b olies, d'÷dèmes

et la surv eillance respiratoire dans des unités de soins in tensifs. D'autres utilisations son t

aussi en visagées comme la détection de tissus cancéreux (en particulier p our les tissus

mammaires) ainsi que la surv eillance de c hangemen ts ph ysiologiques comme le cycle car-

diaque. Comparée à d'autres métho des d'imagerie telles que la tomographie à ra y on X,

l'imagerie par résonance magnétique (IRM), la TIÉ fait �gure de paren t pauvre car la réso-

lution qu'elle o�re est bien moindre. T outefois, sa mise en ÷uvre matérielle est plus aisée,

plus économique (et souv en t moins dangereuse p our le patien t). De plus, il faut noter que

la connaissance de la distribution de conductivité constitue un app ort de renseignemen t

complémen taire par rapp ort aux tec hniques d'imagerie plus traditionnelles.

La TIÉ est aussi utilisée en prosp ection géoph ysique. Les latér olo gues des compagnies

p étrolières con tiennen t en particulier des électro des destinées à l'analyse aquifère ou p é-

trolifère des milieux souterrains.

2 Con texte historique

Les asp ects et les orien tations de la rec herc he en TIÉ son t v ariés. De nom breuses études

s'attac hen t à améliorer les instrumen ts nécessaires à l'acquisition des observ ations : les

1
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générateurs de couran ts, les électro des et l'in terfaçage informatique. D'autres se consacren t

à l'étude théorique des propriétés des solutions des équations mo délisan t l'exp érience.

En�n, d'autres, s'appuy an t en particulier sur les résultats des précéden ts, � traiten t �

les signaux collectés lors de l'exp érience et prop osen t des métho des de reconstruction

de la distribution de conductivité rec herc hée. Cette sub division en trois domaines de la

rec herc he en TIÉ, (instrumen tation, mathématique et traitemen t des signaux) n'est pas

une simple vue de l'esprit. Certes, il est clair que celui qui e�ectue l'exp érience en visage

un estimateur de la conductivité, et que le théoricien ne manque pas de suggérer des

algorithmes de reconstruction ( cf. par exemple [Kohn et McKenney 1990 ]). Cep endan t, la

di�culté in trinsèque du sujet, la v ariété des appro c hes pratiques en visageables (injections

de couran t con tin us ou alternatifs, utilisation de couran ts induits...) n'on t pas p ermis, à

propremen t parler, la constitution d'une comm unauté � uni�ée � de TIÉ

1

.

Du côté exp érimen tal, les tra v aux fondateurs daten t des années 70 (a v ec par exemple

[T asto et Sc hom b erg 1978 ]). Les auteurs prop osen t principalemen t, p our obtenir leurs re-

constructions, d'utiliser des métho des de r étr opr oje ctions . Sur le plan théorique on p eut

remon ter b eaucoup plus tôt dans le temps puisque, nous le v errons, le problème revien t

à résoudre une équation aux dériv ées partielles elliptique. T outefois, les rec herc hes ma-

thématiques a v ancées, concernan t directemen t la TIÉ ne débutèren t que dans les années

80. Si ces tra v aux app orten t des résultats théoriques imp ortan ts sur le caractère mal-p osé

du problème ( cf. c hapitre I I), leur p ortée pratique en vue d'un traitemen t n umérique de-

meure limitée car elle ne prend pas en compte les instabilités n umériques résultan t de la

précision limitée des calculateurs. En 1987, Y ork ey et al. s'appuien t sur la minimisation

d'un critèr e des moindr e c arr és p our estimer la conductivité. L'a v ènemen t de mo y en de

calculs puissan ts p ermet en e�et de mettre en place un traitemen t présen té sous une forme

algébrique , en particulier grâce au dév elopp emen t des métho des d'éléments �nis (MÉF).

En 1990 apparaît l'ouvrage [W ebster 1990 ] qui constitue un premier et remarquable e�ort

de syn thèse p our les applications dans le domaine

2

. Dans [Hua et coll. 1991], les auteurs,

relev an t le caractère mal p osé du problème de TIÉ, in tro duisen t un terme de régularisation

dans leur métho de d'estimation. T outefois, cette régularisation, qui apparaît p our pallier

les instabilités n umériques, s'a v ère limitée car elle n'est pas emplo y ée explicitemen t en vue

d'in tro duire des informations a priori susceptibles d'améliorer la résolution du problème.

C'est au momen t où débute cette étude en 1994 qu'apparaissen t a v ec [Cohen-Bacrie 1994 ],

dans le cadre de l'appro ximation linéaire du problème, des métho des de régularisation

ba y ésiennes. Leur utilisation, désormais classique p our les problèmes linéaires d'estima-

tion, p ermet en e�et de satisfaire sim ultanémen t l'exigence de stabilité p our obtenir des

métho des robustes d'estimation d'une part et la p ossibilité d'in tro duire des informations

a priori p our améliorer la qualité de l'estimation d'autre part.

1 : Des e�orts dans ce sens on t été en trepris récemmen t a v ec la création d'un site internet sp éci�quemen t

dédié à la TIÉ : http://www.phys io l.u cl .ac .u k/ eit /i nd ex. ht ml

2 : Le lecteur p ourra en particulier s'y référer p our obtenir une première liste de group es actifs tra v aillan t

sur le sujet à cette date.
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3 Cadre scien ti�que et motiv ations de l'étude

La présen te étude s'inscrit dans l'activité du Group e Problème In v erse (GPI) du La-

b oratoire des Signaux et Systèmes (LSS). Cette activité p orte en particulier sur l'étude

de métho des de résolution de problèmes in v erses mal-p osés. En traitemen t de données

exp érimen tales, on disp ose de données n umériques témoignan t, de manière indirecte et

souv en t déformée et incertaine, d'un milieu que l'on c herc he à caractériser. En règle gé-

nérale, on est capable, à partir d'une mo délisation ph ysique du phénomène observ é, de

sim uler les observ ations à partir d'en trées conn ues et ce, souv en t a v ec une relativ emen t

b onne �abilité. C'est la résolution du pr oblème dir e ct . Nous nous y in téressons en vue de

résoudre le pr oblème inverse qui consiste à retrouv er l'en trée à partir de la sortie (et qui

est b eaucoup plus délicat à résoudre). Le p oin t de vue problème direct/problème in v erse

n'est pas particulier à des domaines d'applications sp éci�ques. Il p eut p ermettre d'appro-

c her de nom breux problèmes de traitemen t de signaux réels. Le caractère mal-p osé p eut

pro v enir, soit d'une insu�sance de données observ ées, soit d'une instabilité in trinsèque

caractérisée par le mo dèle. Les données ne p ermetten t pas, dès lors, de reconstruire l'ob-

jet initial. Une manière désormais répandue de résoudre ce t yp e de problème consiste à

r é gulariser : l'in tro duction d'une information a priori , dans le cadre d'une appro c he ba y é-

sienne par exemple, p ermet, sinon de trouv er la solution exacte de l'in v ersion, du moins de

prop oser des reconstructions situées à l'in térieur d'une classe de solutions admissibles . La

conception théorique de métho des d'in v ersion et leur mise en ÷uvre algorithmique son t

un des axes de rec herc he privilégiés au sein du GPI.

Nous nous in téressons ici à un cas particulier de TIÉ : la reconstruction bidimension-

nelle d'ob jets fermés, soumis à des couran ts con tin us (ou basse fréquence). Les motiv ations

de ce tra v ail son t les suiv an tes :

� Une analyse bibliographique succin te rév èle que la résolution des métho des de

reconstruction dév elopp ées en TIÉ jusqu'alors ne p ermettaien t pas, en pratique, de faire

mieux que déte cter des défauts d'homogénéité à l'in térieur du milieu analysé. De fait, le

problème commence seulemen t à être en visagé sous l'angle pr oblème inverse mal p osé .

Une analyse du caractère mal-p osé du problème, ainsi que l'in tro duction, dans le cadre

ba y ésien, d'une régularisation judicieuse, laissen t en trev oir une amélioration notable de la

résolution ;

� Ce problème s'inscrit dans un nouv el axe de rec herc he au sein du GPI, initié dès

1993 a v ec la présen te étude en TIÉ ainsi que celle d'Herv é Carfan tan en tomographie de

di�raction ([Carfan tan 1996 ]) : le dév elopp emen t de métho des de reconstruction asso ciées

à des problèmes directs non liné air es . En TIÉ, cette non linéarité est liée au caractère non

rectiligne des lignes de couran t p énétran t dans le milieu conducteur. En règle générale,

la prise en compte de phénomènes non linéaires est plus coûteuse en mo y en de calcul.

T outefois, l'augmen tation de la puissance des calculateurs ainsi que le c hoix de métho des

adaptées (telles que la MÉF en TIÉ) p ermet désormais d'en visager de telles études. En
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particulier, dans le milieu industriel, on observ e un in térêt croissan t p our des métho des

d'imagerie par couran t de F oucault ou de tomographie d'imp édance p our des domaines

in�nis.

� Dans [T aran tola et V alette 1982 ], l'auteur estime que, p our la résolution de pro-

blèmes in v erses, l'étap e de discrétisation doit apparaître le plus tard p ossible et ne doit

pas servir p our le dév elopp emen t des calculs. Ce p oin t de vue apparaît comme une rép onse

sensée aux argumen ts de Rutherford p our lequel : � qualitative is nothing but p o or quan-

titative . � Il apparaît en e�et que les asp ects analytiques de la mo délisation con tiennen t

des informations qualitatives imp ortan tes (en TIÉ, ce son t des informations de con tin uité,

di�éren tiabilité, ellipticité...) qui son t susceptibles de disparaître au cours d'une étap e de

quan ti�cation n umérique telle que la discrétisation. Nous adoptons cep endan t ici un p oin t

de vue di�éren t. En e�et, les données de l'exp érience son t d'ab ord des données quan ti�ées.

Ensuite, p our un problème in v erse non linéaire tel que la TIÉ, les traitemen ts e�ectués à

partir de considérations analytiques son t limités à quelques cas très simples. De plus, l'uti-

lisation de métho des de résolutions n umériques d'équations aux dériv ées partielles, telles

que la MÉF, limite les erreurs de discrétisation, tout en o�ran t une capacité d'adaptation

leur p ermettan t de � coller au plus près � à la réalité exp érimen tale. En�n, l'utilisation

de la régularisation p ermet, par l'in tro duction d'informations qualitativ es a priori , de

recti�er �nalemen t le dé�cit qualitatif dû à la discrétisation, tout en facilitan t la con v er-

gence des métho des d'estimation. Men tionnons toutefois ( cf. les études de Tikhono v ou

de Nashed) que la théorie de la régularisation n'est pas limitée à l'étude de problèmes

discrets. Néanmoins, le cadre algébrique discret p ermet d'éviter celui de la minimisation

fonctionnelle qui, s'il s'a v ère nécessaire à la construction du problème direct ( cf. c hapitre

I I), sem ble en rev anc he d'un emploi plus délicat p our la résolution du problème in v erse

pro v enan t d'une mo délisation directe non linéaire tel que la TIÉ.

4 Exp érience de tomographie d'imp édance électrique

Dans ce tra v ail, nous nous consacrons à l'étude de la TIÉ dans le cadre de l'h yp othèse

quasi-statique (les couran ts imp osés son t de très basse fréquence et son t mo délisés comme

des couran ts con tin us). La mo délisation est op érée sur un ob jet de taille �nie, en dimension

2, ce qui supp ose que le milieu étudié p ossède une certaine symétrie cylindrique. De plus,

la conductivité du milieu est supp osée isotrop e.

Nous nous limitons ici à une exp érience comp ortan t des relev és de tensions et de

couran ts sur la seule face externe de l'ob jet (même si où l'ob jet est creux, il n'y a pas

d'électro des à l'in térieur). En pratique, les exp ériences p euv en t être menées à partir d'une

cein ture d'électro des en touran t l'ob jet ( cf. Fig. .1) ou bien de quelques électro des seule-

men t, imp osan t les couran ts et mesuran t les p oten tiels, auquel cas leur déplacemen t autour

de l'ob jet et l'utilisation du théorème de sup erp osition p ermetten t de se ramener à des

distributions de couran t et de tension générées � con tin ûmen t � autour de l'ob jet. Nous
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rev enons sur ce p oin t au début du c hapitre I I I.

Électro des de mesure de p oten tiel

Électro des d'injection de couran t

Fig. .1 - L'exp érienc e de TIÉ c onsidér é e c onsiste à imp oser des c our ants et à mesur er

des tensions autour du milieu dont on cher che à r e c onstruir e la distribution de c onduc-

tivité. On p eut, p ar exemple, utiliser une c eintur e d'éle ctr o des (schématisé e p ar la ligne

tir eté e) c omp ortant alternativement des éle ctr o des d'inje ction de c our ant et des éle ctr o des

de mesur e de p otentiel.

5 Plan de l'étude

Nous présen tons ici notre étude en deux parties. Dans la première partie, nous nous

consacrons à la formalisation du problème en présen tan t les di�éren tes étap es de mo-

délisation du problème direct et du problème in v erse. P our construire le sim ulateur n u-

mérique du problème direct, nous utilisons la MÉF. Un des freins à l'utilisation de la

MÉF est qu'elle nécessite des outils informatiques adaptés p our être mis en ÷uvre ai-

sémen t par l'utilisateur. Ainsi, la décennie 80 a vu apparaître nom bre de logiciels tels

que Mo dulef , sp écialemen t dédiés à la résolution par la MÉF d'équations di�éren tielles

ou d'équations aux dériv ées partielles. L'incon v énien t de ces outils est qu'ils apparaissen t

comme des � b oîtes noires � , p eu souples p our être utilisées directemen t p our la résolution

de problèmes in v erses. La MÉF est un outil désormais courammen t utilisé en TIÉ. Notre

con tribution dans le présen t tra v ail, outre notre propre mise en ÷uvre de la MÉF en TIÉ,

réside essen tiellemen t dans les p oin ts suiv an ts :

� Mon trer, de manière quan titativ e et qualitativ e, que la MÉF fournit un mo dèle

direct (ou sim ulateur) du problème de TIÉ p ossédan t un excellen t rapp ort précision/coût

de calcul ;

� Donner une form ulation algébrique de ce mo dèle direct MÉF qui soit sp éci�que-

men t adapté à la résolution du problème in v erse. En particulier, nous mettons en a v an t
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la dép endance linéaire la matrice de rigidité du problème par rapp ort au v ecteur des

conductivités, ce qui s'a v ère primordial p our la seconde partie de notre tra v ail.

Ceci nous p ermet de mettre en ÷uvre simplemen t nos métho des sur un logiciel de calcul

algébrique couran t tel que Matlab . Récipro quemen t, nous mon trons commen t les princip es

généraux de résolution des problèmes in v erses, tels que l'analyse ba y ésienne, s'adapten t

parfaitemen t à l'utilisation d'un mo dèle direct construit par MÉF. En particulier, l'utilisa-

tion � traditionnelle � des c hamps de Mark o v sur des pa v ages cartésiens est ici transp osée

à la structure triangulaire des maillages adoptés p our la discrétisation MÉF.

Dans une seconde partie, nous commençons par mettre en ÷uvre une métho de d'es-

timation de t yp e maximum a p osteriori (MAP). Nous nous appuy ons sur la form ulation

du problème direct établie dans la première partie p our donner une form ule algébrique

simple du gradien t des observ ations par rapp ort à la conductivité. Disp osan t de ce gra-

dien t, nous construisons, p our déterminer le MAP , une métho de d'optimisation adaptativ e

e�cace app elée gr adient pseudo-c onjugué . Les résultats obten us par sim ulation attesten t

l'amélioration signi�cativ e des estimations obten ues, aussi bien du p oin t de vue de l'ef-

�cacité algorithmique que p our la qualité et la robustesse des reconstructions. Dans un

c hapitre plus prosp ectif, nous établissons une autre mo délisation du problème direct, ap-

p elée mo délisation jointe , p ermettan t de préciser la nature de la non-linéarité du mo dèle

direct : celui-ci apparaît alors comme un problème direct biliné air e sous c ontr ainte bi-

liné air e . Nous tirons dès lors parti de ces propriétés, ainsi que du caractère creux de

la matrice de rigidité du problème, p our construire une métho de d'estimation originale

en TIÉ app elée MP-EGP : estimation de la moyenne a p osteriori (MP) fondée sur une

métho de d'éc han tillonnage de Gibbs p ondéré (EGP).
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L

a résolution du problème in v erse de tomo gr aphie d'imp é danc e éle ctrique (TIÉ)

fait app el à un certain nom bre d'outils métho dologiques, analytiques et algébriques.

Ces outils son t habituellemen t dév elopp és et utilisés dans des comm unautés scien ti�ques

sp éci�ques et distinctes de sorte qu'il nous a sem blé imp ortan t d'en présen ter une syn thèse,

en trois c hapitres, sp éci�quemen t orien tée v ers la TIÉ.

Nous commençons, dans le c hapitre I, par présen ter le cadre métho dologique général

de traitemen t de données n umériques exp érimen tales dans lequel nous nous plaçons par

la suite. Nous présen tons d'ab ord les di�éren tes étap es in terv enan t dans la construction

du mo dèle n umérique des observ ations. Puis nous rapp elons les di�cultés propres à la

résolution des problèmes in v erses (en particulier dans le cas d'un mo dèle non linéaire

comme la TIÉ) et les métho des de régularisation utilisées dans les métho des d'estimation

de l'ob jet rec herc hé.

Les deux c hapitres qui suiv en t détaillen t la construction du mo dèle direct utilisé p our

l'in v ersion dans la seconde partie de cette étude. Dans le c hapitre I I, nous présen tons,

à partir des équations de la ph ysique, la mo délisation analytique courammen t utilisée

en TIÉ. Nous v o y ons en particulier qu'il n'existe pas d'expression explicite p ermettan t

de résoudre le problème direct. L'emploi d'une appro ximation algébrique de ce mo dèle

est donc nécessaire, d'autan t que nos tra v aux se situen t dans le cadre de traitemen t de

données n umériques. Dans le c hapitre I I I, nous détaillons donc la résolution algébrique

du problème direct de TIÉ par la métho de des éléments �nis (MÉF). Nous soulignons

les propriétés de cette mo délisation ainsi que sa très b onne capacité d'in tégration dans

le cadre des métho des algébriques de résolution de problèmes in v erses d'imagerie. En

particulier, nous mon trons que l'utilisation de l'appro ximation MÉF que nous préconisons

en TIÉ réalise un excellen t compromis en tre la précision n umérique et la facilité de calcul

p our être utilisable e�cacemen t dans les métho des d'in v ersion.

9
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Chapitre I

MÉTHODOLOGIE DE LA MODÉLISA TION ET

DE L'ESTIMA TION POUR LES PR OBLÈMES

INVERSES

1 In tro duction

D

ans ce chapitre , nous donnons le cadre métho dologique général dans lequel nous

nous plaçons p our résoudre le problème de tomo gr aphie d'imp é danc e éle ctrique

(TIÉ). La problématique des problèmes in v erses consiste à caractériser un milieu de ma-

nière indirecte (tomographie, con trôle non destructif...). Le but de ce traitemen t p eut être

sp é culatif : il s'agit alors de (mieux) connaître le milieu en question (astronomie, imagerie

satellitaire...). Le but du traitemen t p eut aussi être pr atique : dans ce cas, il s'agit p our

l'utilisateur de prendre une décision (p our un c hirurgien, op érer ou ne pas op érer, p our

une compagnie p étrolière, forer ou ne pas forer...).

L'utilisateur disp ose d'ab ord p our cela d'informations a priori (essen tiellemen t quali-

tativ es) traduisan t ses connaissances et son exp érience (en médecine, ce son t par exemple

des connaissances anatomiques, en géologie, ce p euv en t être, à partir de la nature des

ro c hes, des connaissances sur la strati�cation du milieu...).

L'utilisateur disp ose ensuite d'informations quan titativ es (ou n umériques) résultan t

d'un phénomène naturel propre au milieu (ra y onnemen t) ou d'un phénomène pro v o qué

arti�ciellemen t sur le milieu ( e.g., une exp érience de tomographie).

Certains de ces phénomènes fournissen t des données brutes directemen t in terpré-

tables dans l'optique de l'utilisateur (c'est souv en t le cas en photographie par exemple).

Dans de nom breux cas néanmoins, les données brutes témoignen t de manière dé gr adé e

[Demomen t 1989 ] du milieu que l'on c herc he à caractériser. C'est particulièremen t le cas

en TIÉ où la mesure de couran ts et de tensions à la surface d'un ob jet n'est pas directe-

men t in terprétable p our caractériser son comp ortemen t résistif in terne. Un traitemen t est

alors souhaitable faisan t in terv enir un mo dèle n umérique de cette dégradation ph ysique.

La mise en ÷uvre de ce mo dèle est app elée r ésolution du pr oblème dir e ct . T outefois, le but

du traitemen t est de � remon ter � des données observ ées à la grandeur caractéristique : il

s'agit de la r ésolution du pr oblème inverse .

11



12 CHAPITRE I. MÉTHODOLOGIE DE MODÉLISA TION ET D'ESTIMA TION

En�n, dans un certain nom bre de situations exp érimen tales, l'utilisateur a la p ossibilité

d'in�uer sur le disp ositif exp érimen tal de façon à améliorer le traitemen t des données : on

parle alors de plani�c ation ou d' optimisation d'exp érience. Dans l'étude présen te, nous

nous situons dans le cadre d'un traitemen t de données a p osteriori , i.e., sans p ossibilité

d'in�uer sur les en trées en cours d'exp érience.

Dans le paragraphe 2, nous rapp elons la terminologie et la métho dologie dans lesquelles

nous construisons le problème direct aux c hapitres I I et I I I. Dans le paragraphe 3, nous

présen tons le cadre théorique ba y ésien dans lequel nous op érons la résolution du problème

in v erse en TIÉ.

2 Mo délisation du problème direct

Nous présen tons dans ce paragraphe le cadre de mo délisation dans lequel nous construi-

sons le problème direct de TIÉ, ou tout problème direct similaire. En e�et, des di�cultés

supplémen taires apparaissen t à cause du caractère non liné air e de la mo délisation al-

gébrique du problème direct. Ainsi, nous remarquons que des erreurs de discrétisations

in terviennen t systématiquemen t et que les observ ations se répartissen t en tre des entr é es et

des sorties . Nous nous con ten tons ici de situer les quelques rep ères qui nous p ermetten t de

v alider la construction du problème direct de TIÉ ou de tout autre problème similaire. Le

lecteur désireux d'approfondir ces asp ects p ourra se rep orter à [Kardestuncer et coll. 1987 ]

ou à d'autres ouvrages de référence concernan t la mo délisation n umérique de phénomènes

ph ysiques.

En traitemen t n umérique de données exp érimen tales, la mo délisation du problème di-

rect consiste à construire un simulateur numérique de l'exp érience. Le traitemen t étan t

e�ectué à partir de données brutes n umériques, il est imp ortan t, p our que la mo dé-

lisation soit la plus �ne p ossible, de mo déliser complètemen t l'ensem ble du disp ositif

à partir du v ecteur con tenan t les en trées e

obs

jusqu'au v ecteur de sortie s

obs

. Dans

[W alter et Pronzato 1994 ], les auteurs app ellen t entr é es les grandeurs par lesquelles l'uti-

lisateur agit sur le disp ositif exp érimen tal (app elé par eux système ) tandis que les sorties

son t les autres grandeurs observables caractéristiques du système. Dans un premier temps,

il sem ble que cette distinction en trée/sortie re�ète une appro c he sup er�cielle du phéno-

mène puisqu'elle ne corresp ond pas forcémen t à un lien de causalité ph ysique. Certes, en

TIÉ, une description sommaire de l'exp érience consiste à v oir dans l'en trée des couran ts

imp osés par un op érateur extérieur et dans la sortie des tensions résultan tes relev ées sur

l'ob jet. T outefois, les in teractions en tre le générateur de couran ts, le milieu et les élec-

tro des de mesure on t p our conséquence que les mesures son t ici les conséquences d'un

équilibre ou d'un état de fait don t elles ne son t que le re�et n umérique, et non d'une réelle

causalité ph ysique. Aussi, a v an t de donner un sens plus rigoureux aux mots en trées et

sorties, et év en tuellemen t mieux situer ces relations de causalité, nous établissons d'ab ord

un mo dèle, que l'on élab ore à partir des lois de la ph ysique.
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2.1 Les di�éren ts étages de la mo délisation

P our résoudre le problème in v erse de TIÉ, nous partons du mo dèle direct analytique

directemen t construit à partir des équations de la ph ysique ( cf. c hapitre I I). Il revien t à

résoudre une équation aux dériv ées partielles non linéaire ne p ossédan t pas de solution

analytique explicite. Dès lors, l'étap e de discrétisation constitue aussi une appro ximation

qui fait apparaître une err eur dans la mo délisation. De manière générale, la construction

d'un sim ulateur n umérique passe généralemen t par un étagemen t de plusieurs mo dèles,

construits par étap es, c hacune d'en tre elles faisan t in terv enir ces err eurs de mo délisation

( cf. Fig. I.2). Il s'agit, p our construire ce sim ulateur n umérique, de parv enir à un b on

compromis en tre la �délité aux données observ ées d'une part et la souplesse d'emploi

en vue de l'in v ersion d'autre part. Nous prop osons donc ici trois étap es de mo délisa-

tion p our construire le sim ulateur de TIÉ ou d'un problème direct non linéaire analogue.

Ces étap es, dé�nies à partir de la terminologie couran te des err eurs men tionnées dans

[Kardestuncer et coll. 1987 ], nous p ermetten t de bien situer qualitativ emen t et quan tita-

tiv emen t les di�éren tes erreurs qui in terviennen t dans la construction du problème direct

de TIÉ aux c hapitres I I et I I I.

analytique

Mo dèle

e

de sortie

s

e s

x , inconn ue

Mo dèle

de

mesure

d'en trée

Mo dèle

de

mesure

Fig. I.1 - L e mo dèle mathématique c ompr end, outr e une description pur ement analytique

du pr oblème ( s = A ( e; x ) ), des étages de mo délisation des mesur es numériques d'entr é e et

de sortie c ontenues dans les ve cteurs e et s . L es entr é es numériques e sont � sortantes �

p our c e mo dèle c ar el les c onstituent une p articularisation de la distribution e .

� La première étap e consiste à construire un mo dèle mathématique . Les lois de la

ph ysique auxquelles on fait app el fon t in terv enir (la plupart du temps) des grandeurs

con tin ues. (En TIÉ, ce son t les équations de Maxw ell et la loi d'Ohm, a v ec des grandeurs

prenan t des v aleurs dans R p our le couran t et la tension, dans R

�

+

p our la conductivité). Le
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lien en tre ces di�éren tes grandeurs est alors obten u en résolv an t une équation (équation

di�éren tielle, équation aux dériv ées partielles...) relian t une distribution de sortie s à une

distribution d'en trée e et à la grandeur caractéristique inconn ue x :

s = A ( e; x ) ; (I.1)

ce qui constitue un mo dèle puremen t analytique . T outefois, les en trées et sorties observ ées

étan t n umériques, cela implique qu'elles son t en nom bre �ni N

e

et N

s

et que c haque

comp osan te (réelle) est co dée a v ec un nom bre �ni p d'en tiers. Notons D

p

l'ensem ble des

nom bres décimaux signés co dables sur p en tiers (comprenan t man tisse et exp osan t). (La

plupart du temps, les calculs son t e�ectués en double précision, i.e., 16 c hi�res signi�catifs

p our la man tisse). Le mo dèle mathématique doit s'attac her à relier, par des étages de

mo délisation de mesure des en trées et des sorties n umériques ( cf. Fig. I.1) de sorte que le

mo dèle utile s'écrit :

s = A

math

( e ; x ) ;

où e 2 D

N

e

p

et s 2 D

N

s

p

son t les v ecteurs con tenan t ces en trées et sorties n umériques. P our

la TIÉ au c hapitre I I I Ÿ 2, nous c hoisissons p our ce mo dèle de mesure des p oin ts de e et s

éc han tillonnés le long de leur supp ort. En�n, il apparaît nécessaire, p our faire coïncider le

mo dèle mathématique a v ec les résultats exp érimen taux, d'in tro duire une incertitude n u-

mérique b

math

2 D

N

s

p

, app elée err eur de mo délisation mathématique , com blan t les dé�cits

du mo dèle mathématique de sorte que l'on p eut écrire

s

obs

= A

math

( e

obs

; x ) + b

math

: (I.2)

Les dé�cits de ce mo dèle p euv en t pro v enir de limitations propres aux lois de la ph y-

sique mais aussi d'appro ximations ou d'h yp othèses restrictiv es supplémen taires destinées

à simpli�er la mo délisation.

� L'étap e suiv an te dans la construction du sim ulateur consiste à discrétiser le mo dèle

mathématique de façon à ce que l'inconn ue x , appro c hée par une distribution x

disc

, soit

caractérisée par un nom bre �ni de v ariables réelles con ten ues dans un v ecteur x

disc

. Dans

le cas général où l'équation (I.2) n'est pas linéaire en x (ce qui corresp ond à la situation

naturelle en TIÉ), l'équation (I.7) se réecrit :

s

obs

= a

disc

( e

obs

; x

disc

) + b

disc

+ b

math

; (I.3)

où a

disc

( e

obs

; x

disc

) 2 R

N

s

est un v ecteur dép endan t non linéairemen t du v ecteur x

disc

. La

métho de des éléments �nis (MÉF), p our laquelle nous optons dans la suite en TIÉ ( cf.

c hap. I I I), est une des métho des de discrétisation en visageables dans ce cas.

� La troisième étap e de la construction du sim ulateur consiste à implan ter le mo dèle

discrétisé complet sur ordinateur. Si x 2 D

N

x

p

(resp. a 2 D

N

s

p

) désigne l'appro ximation de

x

disc

(resp. a

disc

) sur les calculateurs, la mo délisation comprenan t le sim ulateur n umérique

s'écrit :

s

obs

= a ( e

obs

; x ) + b (I.4a)

a v ec b := b

arr

+ b

disc

+ b

math

; (I.4b)
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b

arr

e

obs

s

obs

En trée

Sortie

Disp ositif exp érimen tal

Mo dèle mathématique

Mo dèle discretisé

Mo dèle n umérique

x

x

disc

$ x

disc

x , inconn ue

b

math

b

disc

Fig. I.2 - Étagement des di�ér ents mo dèles dans la c onstruction du pr oblème dir e ct en

vue de l'inversion. L es di�ér entes étap es de la mo délisation c onsistent à c onstruir e un

ve cteur numérique x c ar actérisant l'inc onnue x (inc onnue au sens du pr oblème inverse).

b

math

désigne l'é c art entr e la sortie du mo dèle mathématique et les observations, b

disc

est

l'err eur c ommise lors de l'étap e de discr étisation et b

arr

est l'err eur d'arr ondi intervenant

lors de la mise en ÷uvr e numérique sur c alculateur. L'err eur d'arr ondi b

arr

étant souvent

minime, on op èr e, lors de la mise en ÷uvr e de l'inversion, une identi�c ation (indiqué e

en p ointil lés) du simulateur et du mo dèle discr étisé. L a mo délisation est donc d'autant

plus pr é cise que b

math

+ b

disc

est p etit devant s

obs

. On r emar quer a que le ve cteur e

obs

est

schématisé p ar une �è che � sortant � du mo dèle mathématique et disp ositif exp érimental

(toute mesur e étant vue a priori c omme une sortie d'un disp ositif ). En r evanche, e

obs

app ar aît � en entr é e � p our les mo dèles discr étisés et numériques en tant que ve cteur de

donné es né c essair e au c alcul du pr oblème dir e ct.
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où b

arr

2 D

N

s

p

désigne les err eurs d'arr ondi in terv enan t lors de cette mise en ÷uvre.

Remarque I.1 (En trées et sorties).

Comme décrit sur la �gure I.2, c'est la mo délisation du problème direct qui p ermet de

donner à certaines observ ations l'app ellation d' entr é es (celles qui son t argumen ts de a )

et de sorties (celles qui son t résultats de a ). Cette distinction est donc parfois puremen t

fonctionnelle. Ainsi, en TIÉ, la mo délisation analytique et l'utilisation de la MÉF p our

la résolution du problème direct p ermetten t de construire deux mo dèles directs di�éren ts

dits adjoints a y an t, p our le premier, en en trée les couran ts imp osés et en sortie les tensions

relev ées tandis que c'est l'in v erse p our le second. Dès lors, au regard de l'inconn ue qui est

la conductivité, les couran ts et les tensions jouen t un rôle symétrique. Cette symétrie n'est

rompue que par la nécessité de c hoisir un sens p our construire le mo dèle direct. En outre,

il est imp ortan t de souligner que le mo dèle direct constitue un mo dèle de dé gr adation non

pas dans le sens e

obs

! s

obs

(en trée-sortie) mais dans le sens x ! ( e

obs

; s

obs

) (inconn ue-

observ ations).

2.2 P ondération des erreurs de mo délisation

P our év aluer la précision du sim ulateur n umérique, on utilise souv en t le r app ort signal

à bruit (RSB) en sortie dé�ni comme le rapp ort des puissances en tre la grandeur utile et

l'erreur de mo délisation :

RSB :=

k s

obs

k

2

2

k b k

2

2

; (I.5)

où b représen te donc la prise en compte des trois erreurs (app elées encore bruits ) men-

tionnées précédemmen t. Un mo dèle est donc précis si son RSB est élev é. L'imprécision du

mo dèle p eut toutefois être di�éremmen t répartie sur les erreurs.

En premier lieu en e�et, dans la plupart des traitemen ts, le sim ulateur est v olon taire-

men t confondu a v ec le mo dèle discrétisé. Deux raisons ma jeures justi�en t cette iden ti�-

cation :

� La première est que, grâce à la puissance des calculateurs, les erreurs d'arrondi b

arr

son t souv en t négligeables, non seulemen t dev an t la sortie s

obs

mais aussi dev an t les autres

erreurs b

disc

et b

math

. Dans le c hapitre I I I, nous mon trons que, lors de la mo délisation

MÉF en TIÉ, les erreurs d'arrondi son t négligeables dev an t les erreurs de discrétisation ;

� La seconde raison justi�an t cette iden ti�cation est qu'il est plus simple, p our le

traitemen t, de raisonner a v ec un x à v aleur dans un espace con tin u ( � � R

N

x

) que dans

D

N

x

p

, a�n de b éné�cier d'év en tuelles propriétés liées à une top ologie du con tin u : con v exité,

di�éren tiabilité... De plus, même si les résultats obten us son t dans D

N

x

p

, ils son t souv en t

destinés à être in terprétés dans un � con tin uum � .
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Dans la suite, nous op érons cette même iden ti�cation en écriv an t :

s

obs

= a ( e

obs

; x ) + b (I.6)

a v ec x 2 � et b = b

disc

+ b

math

. Or, p our e�ectuer ces traitemen ts, nous v o y ons au

paragraphe suiv an t que nous raisonnons sur des napp es con tin ues (critères, densité de

probabilités). La n umérisation de x

disc

en x revien t donc à appro c her ces napp es par un

ensem ble virtuel de p oin ts situés sur une � grille � extrêmemen t �ne. Si cette appro ximation

ne p ose pas de problèmes lors de la mise en ÷uvre du problème direct, elle p eut être source

d'instabilité lors de la résolution du problème in v erse à cause du caractère mal p osé de ce

dernier ( cf. Ÿ 3.2).

Il est plus fréquen t qu'une b onne part de l'imprécision de la mo délisation pro vienne

d'erreurs de discrétisation. T outefois, mo y ennan t quelques précautions, celle-ci p eut s'a v é-

rer minime dev an t l'erreur de mo délisation mathématique. Ceci est v alable en particulier

lorque le mo dèle analytique est linéaire. Le mo dèle analytique se présen te alors souv en t

sous une forme réduite ne comprenan t pas d'en trée propremen t dite :

s = A x:

La discrétisation est souv en t op érée à partir d'un éc han tillonnage à pas régulier de x sur

son supp ort T :

x

disc

( t

i

) =

Z

T

x ( t

i

) � ( t � t

i

) dt;

où les t

i

2 T , ( i = 1 ::N

x

), son t les N

x

p ositions d'éc han tillonnage sur le supp ort et �

désigne la distribution de Dirac sur T . La distribution appro c hée x

disc

est alors caractérisée

par le v ecteur x 2 R

N

x

con tenan t les v aleurs x ( t

i

) de sorte que la mo délisation des

observ ations s'écrit :

s = A x : (I.7)

L'utilisation sous certaines conditions du théorème de Shannon su�t alors à garan tir la

caractérisation exacte de x par x de sorte que b

disc

= 0 . En TIÉ, l'utilisation d'un mo dèle

analytique linéarisé p eut p ermettre ainsi une réduction de l'erreur de discrétisation. Ce-

p endan t, cette réduction d'erreur se rep orte sur l'erreur de mo délisation mathématique

b

math

si bien que, le phénomène mo délisé étan t fortemen t non linéaire, l'erreur résultan te

b demeure élev ée. Dans le c hapitre I I I, nous mon trons que l'emploi de la MÉF p our la ré-

solution du problème direct p ermet de garder le mo dèle analytique non linéaire pro v enan t

des équations de la ph ysique en o�ran t une erreur de discrétisation su�sammen t p etite

dev an t s

obs

.

Remarque I.2 (P osition et signi�cation du bruit dans le mo dèle).

Dans la mo délisation du problème direct, nous a v ons c hoisi ( cf. Fig. I.2) de placer

additivement les erreurs de mo délisation (souv en t app elées bruit ) b

arr

, b

disc

et b

math

dev an t
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la sortie s

obs

. Une justi�cation classique de ce c hoix consiste à a�rmer que les mesures en

sortie son t plus bruité es que les mesures en en trée. La p ortée de ce genre de raisonnemen t

demeure toutefois assez limitée car il rep ose sur les h yp othèses suiv an tes :

� L'utilisateur disp ose d'une mo délisation numérique a

0

plus précise que celle qu'il

utilise p our l'in v ersion ( a ),

s

obs

= a

0

( e

obs

; x ) + b

0

comprenan t en particulier des mo dèles lo caux d'incertitude sur les mesures d'en trée f

0

e

mes

et de sortie f

0

s

mes

de sorte que

a

0

( e

obs

; x ) = a ( e

obs

+ f

0
e

mes

; x ) + f

0
s

mes

:

Cette mo délisation plus élab orée p ermet de prendre en compte les e�ets d'év en tuels c om-

p osants génér ateurs de bruits inclus dans le disp ositif exp érimen tal ( cf. [W ebster 1990 ]

en TIÉ). Il p eut donc arriv er que ces nouv eaux étages soien t des mo dèles probabilistes,

éta y és par une étude statistique ;

� Négliger le mo dèle lo cal de mesure d'en trée f

0

e

mes

a p eu d'incidence sur la v alidité

du mo dèle élab oré, ce qui revien t à :

a ( e

obs

+ f

0

e

mes

; x ) � a ( e

obs

; x ) ;

� En rev anc he, négliger le mo dèle lo cal de mesure de sortie f

0

s

mes

n'est pas une ap-

pro ximation v alable, i.e.,

a

0

( e

obs

; x ) 6� a ( e

obs

+ f

0

e

mes

; x ) ;

� Dans le cas du mo dèle élab oré, l'amplitude b

0

= b

0

arr

+ b

0

disc

+ b

0

math

est négligeable

dev an t f

0

s

mes

, ce qui signi�e que les erreurs d'appro ximation du mo dèle élab oré son t né-

gligeables dev an t le bruit de mesure en sortie.

L'ensem ble de ces h yp othèses n'est pas toujours v éri�é. En particulier en TIÉ, nous éta-

blissons au c hapitre I I I que l' err eur de r ésolution dé�nie par b

arr

+ b

disc

( � b

disc

) se situe

en tre 50 et 70 dB au dessous du signal de sortie tandis que la précision des mesures, selon

[W ebster 1990], se situe autour de 65 dB au-dessous du signal de sortie. Plus souv en t, le

c hoix de placer l'erreur de mo délisation en sortie se justi�e dans la mesure où il est plus

simple, lors d'une mo délisation, de faire in terv enir � en b out de c haîne� la di�érence en tre

les observ ations et les sim ulations. Ce c hoix se justi�e aussi a p osteriori dans la mesure où

la plupart des estimations en problèmes in v erses s'e�ectuen t plus simplemen t a v ec un mo-

dèle direct bruité additiv emen t en sortie. Il est imp ortan t de v oir que, dans de nom breux

cas, le bruit représen te a v an t tout une incertitude, i.e., un dé�cit de connaissance. Aussi

est-il non seulemen t p ossible mais souhaitable de p ositionner cette � méconnaissance � de

façon à faciliter les traitemen ts qui suiv en t. Dès lors, on p eut en visager des mo délisations

faisan t in terv enir l'incertitude de manière m ultiplicativ e, ou de la placer en en trée, v oire

de scinder le mo dèle n umérique en deux blo cs et de la p ositionner en tre les deux. Ainsi,

dans la seconde partie de notre tra v ail, nous prop osons deux p ositionnemen ts di�éren ts

des incertitudes p our l'estimation de la conductivité en TIÉ.
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3 Résolution du problème in v erse

De même que p our le problème direct, la résolution du problème in v erse de TIÉ pré-

sen te des di�cultés sp éci�ques supplémen taires par rapp ort aux problèmes in v erses dans

lesquels le mo dèle direct est linéaire. Dans ce dernier cas, le cadre des métho des de mini-

misation de critères ou le cadre probabiliste ba y ésien fournit déjà, p our la résolution de

ces derniers, un certain nom bre de métho des d'estimation générales, lesquelles ne son t pas

obligatoiremen t linéaires.

Dans ce paragraphe, nous reprenons ces deux cadres théoriques p our la résolution

d'un problème in v erse non linéaire tel que la TIÉ. Après une in tro duction en Ÿ 3.1 sur les

métho des non régularisées, nous mon trons dans le Ÿ 3.2 que la caractérisation analytique

du caractère mal p osé d'un problème in v erse tel que la TIÉ est insu�san te dans le cadre de

métho des d'estimation n umériques. En distinguan t d'une part les métho des d'estimations

(théoriques) et d'autre part, les algorithmes (n umériques) destinés à leur mise en ÷uvre, il

apparaît que la régularisation, si elle est souhaitable lorsqu'on v eut améliorer la résolution,

demeure de toute façon nécessaire p our fournir des estimateurs robustes. Le c hapitre

Ÿ 3.3 présen te les métho des de régularisation qui p ermetten t de rester dans le cadre des

métho des de minimisation de critères ou le cadre probabiliste. Le lecteur familier a v ec

ces métho des d'estimation régularisées p our les problèmes in v erses p ourra se rep orter

directemen t au Ÿ 3.4, en particulier au Ÿ 3.4.1 dans lequel nous étudions l'in�uence d'une

reparamétrisation sur les métho des d'estimation et au Ÿ 3.4.2 dans lequel nous présen tons

l'utilisation de lois a priori mark o viennes sur des pa v ages irréguliers, tels que les maillages

triangulaires construits a v ec la MÉF. Étan t donné la di�culté du problème in v erse de TIÉ,

nous nous con ten tons ici de prop oser des métho des d'estimation b as nive au .

3.1 Métho des d'estimation non régularisées

Nous partons donc d'un mo dèle n umérique des observ ations,

s

obs

= a ( e

obs

; x ) + b

où s

obs

et e

obs

son t les observ ations, la résolution n umérique du problème in v erse consiste

à � remon ter � à x . Le premier obstacle p our cela réside dans l'incertitude b qui caractérise

le mo dèle. Il apparaît que la détermination exacte de x n'est pas réaliste. C'est la raison

p our laquelle on parle d' estimation de x plutôt que de détermination de x .

P our les métho des d'estimation non régularisées, on p eut trouv er (en tre autres) deux

t yp es de justi�cation théorique :

� Une justi�cation par l' adé quation aux observations . Les métho des d'adéquation aux

observ ations essaien t de caractériser l'inconn ue x par une norme J

obs

( x ) mesuran t la di�é-

rence en tre les observ ations et les sim ulations. On trouv e en particulier dans [Nashed 1981 ]
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et [Demomen t 1989 ] la dé�nition d'une classe de solutions admissibles X donnée par :

X = f x : k s

obs

� a ( e

obs

; x ) k � k b kg : (I.8)

� Une justi�cation pr ob abiliste . Les métho des probabilistes visen t à caractériser l'in-

conn ue à partir de lois de probabilités qui re�èten t des connaissances de l'utilisateur sur

l'incertitude b (en particulier, son amplitude par rapp ort aux grandeurs de sortie).

Ces deux t yp es d'appro c hes ab outissen t à des métho des très pro c hes les unes des autres

puisqu'il s'agit de caractériser la grandeur par une napp e m ultiv ariée, dans le premier cas

à v aleur dans R

+

, dans le second à v aleur dans [0 ; 1] . Dans c hacune de ces appro c hes,

des estimateurs p onctuels p euv en t fournir une estimée de x . Historiquemen t, parmi les

métho des d'adéquation aux observ ations, ce son t les métho des de moindr es c arr és qui

son t apparues en premier. L'estimée x

est

y est dé�nie comme minimisan t une norme (ou

critère) quadratique :

x

est

= arg min

x

J

obs

( x ) (I.9)

où J

obs

( x ) = k s

obs

� a ( e

obs

; x ) k

2

: (I.10)

L'énorme a v an tage de la métho de des moindres carrés est de fournir un estimateur linéaire

dans le cas où le mo dèle d'estimation est lui-même linéaire. Dans le cadre probabiliste,

c'est la loi gaussienne qui a fourni les premiers mo dèles probabilistes d'incertitude :

f

B

( b ; � ) = (

p

2 � � )

� n

exp

n

�

k b k

2

2 �

2

o

(I.11)

où f

B

( b ; � ) que nous abrègeons dans la suite p ( b ; � ) , désigne la densité de probabilité

(gaussienne) de la v ariable aléatoire B en sa réalisation b . Compte ten u de cette h yp o-

thèse gaussienne sur l'incertitude, on p eut aisémen t construire la vr aisemblanc e qui est la

distribution donnée par

l ( x ) := p ( s

obs

j x ; � ) = (

p

2 � � )

� n

exp

n

�

k s

obs

� a ( e

obs

; x ) k

2

2 �

2

o

(I.12)

i.e., la probabilité de la sortie observ ée s

obs

conditionnellemen t à l'inconn ue x , � désignan t

les autres paramètres supp osés conn us (ici, � , e

obs

et a ). L'estimation du maximum de

vr aisemblanc e qui s'écrit

x

est

= arg max

x

l ( x ) (I.13)

est donc équiv alen t, a v ec une incertitude gaussienne, à l'estimation des moindres carrés

(I.10). Dans ce cas particulier, l'app ort de l'appro c he probabiliste dans la construction

de l'estimateur ne sem ble pas signi�catif par rapp ort aux métho des de minimisation de

critères puisque la connaissance de l'écart t yp e � n'in tervien t pas dans l'estimation. Cette

remarque s'étend de fait à toutes les métho des de maximisation de vraisem blances ou de
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probabilités qui ne nécessiten t pas d'h yp othèse sur la puissance de la loi de bruit p our

être mises en ÷uvre.

Les métho des non régularisées présen ten t toutefois deux incon v énien ts ma jeurs :

� Elles ne fon t pas in terv enir les connaissances a priori (sur l'ob jet x ) don t disp ose

l'utilisateur et qui son t susceptibles de rendre plus précis les estimateurs ;

� Elles p euv en t être délicates à mettre en ÷uvre n umériquemen t en fournissan t des

résultats instables.

Ceci nous amène à parler du caractère mal p osé des problèmes in v erses puis de la résolution

de cette di�culté par la r é gularisation .

3.2 Caractère mal p osé du problème in v erse

3.2.1 F ondemen ts mathématiques

Les problèmes de stabilité inhéren ts aux problèmes in v erses on t d'ab ord été étudiés

dans le cadre du mo dèle analytique tel que nous l'a v ons présen té précédemmen t a v ec

l'équation (I.1) :

s = A ( e; x ) :

Puisque A représen te un pro cessus de dégradation en tre x et ( e; s ) , il faut s'attendre à

ce que cette p erte d'information remette en cause au moins l'une des trois conditions

suiv an tes qui dé�nissen t le caractère bien p osé du problème in v erse au sens de Hadamard

( cf. [Demomen t 1989 ]) :

Dé�nition I.1 (Problème in v erse bien p osé au sens de Hadamard).

Le problème in v erse dé�ni à partir du mo dèle direct (I.1) est bien p osé si les trois

conditions suiv an tes son t remplies :

� Existenc e : 8 ( e; s ) , il existe un x tel que s = A ( e; x ) ;

� Unicité : 8 ( e; s ) , si s = A ( e; x

1

) et s = A ( e; x

2

) , alors x

1

= x

2

;

� Stabilité de x , i.e., con tin uité de la solution x par rapp ort aux données ( e; s ) .

Dans [Nashed 1981 ], l'auteur met en particulier en évidence le caractère mal-p osé (par

défaut de stabilité) du problème in v erse lorsque le problème direct s'écrit linéairemen t,

s = A x (I.14)

où A (dép endan t év en tuellemen t d'en trées e ) représen te un op érateur de con v olution de

carré in tégrable. La condition de stabilité sem ble parfois discutable dans le sens où l'on

p eut souhaiter, par exemple lorsque l'on c herc he à reconstruire d'év en tuelles discon tin ui-

tés, que l'estimation puisse autoriser des v ariations discon tin ues des solutions par rapp ort

aux données (on p ourrait, par exemple, essa y er d'in tro duire à la place une condition de
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c ontinuité pr esque p artout ). Une étude dans cette direction p eut être en visagée a v ec la

dé�nition suiv an te du caractère mal p osé [Hofmann et Sc herzer 1994 ] :

Dé�nition I.2 (Problème in v erse lo calemen t mal-p osé).

Le problème in v erse dé�ni à partir du mo dèle direct (I.1) est mal p osé en x

0

si, p our

toute en trée e , p our tout r

2

> 0 , il existe un réel r

1

> 0 et une suite x

n

dans l'anneau

B

r

2

r

1

:= f x : 0 < r

1

< k x � x

0

k < r

2

� 1g (I.15)

tel que lim

n !1

kA ( e; x

n

) � A ( e; x

0

) k = 0 .

Cette dé�nition revien t donc à caractériser d'év en tuelles non in v ersibilités lo cales de

l'op érateur A ( � ; x ) . Elle a été in tro duite dans [Hofmann et Sc herzer 1994 ] dans le but

d'essa y er de caractériser un � degré � dans le caractère mal p osé des problèmes in v erses

non-linéaires. T outefois, en TIÉ, on p eut mon trer ( cf. c hapitre I I p our plus de précision)

que la form ulation du problème in v erse est bien p osée au sens de Hadamard ( i.e., qu'il est

partout lo calemen t bien p osé). Or, l'analyse de la stabilité ( cf. c hapitre I I théorème I I.4)

rév èle que la con tin uité par rapp ort aux données est obten ue a v ec une p en te in�nie autour

du p oin t de v ariation, ce qui laisse présager une grande instabilité lors de la résolution

n umérique du problème in v erse de TIÉ. Le caractère lo calemen t bien p osé ou globalemen t

bien p osé au sens de Hadamard n'est donc pas une garan tie de stabilité pratique p our

l'in v ersion. Dans [Nashed 1981 ], l'auteur essaie de donner une dé�nition plus pratique du

caractère mal p osé en faisan t apparaître implicitemen t une incertitude b sur le mo dèle

analytique

s = A ( e; x ) + b (I.16)

et en in tro duisan t à partir de là une dé�nition du caractère mal-p osé au sens des moindr es

c arr és a�n d'in tégrer K jeux de données bruitées di�éren ts ( s

i

; e

i

) i = 1 ; ::; K . T outefois,

même dans cette p ersp ectiv e, la notion de stabilité demeure dé�nie de façon binair e alors

que, lors de la résolution n umérique, les vitesses de con v ergence extrêmemen t faibles des

algorithmes s'apparen ten t à des degrés d'instabilité. Il sem ble donc préférable d'essa y er

de caractériser le caractère mal p osé du problème à partir du mo dèle n umérique (I.4).

3.2.2 Algorithmes utilisés lors de la mise en ÷uvre de l'estimation

P our cela, il est imp ortan t de souligner qu'une grande partie des métho des n umériques

d'estimation son t mises en ÷uvre a v ec des algorithmes itér atifs , i.e., qui v on t � parcourir�

la napp e

1

par une suite de p oin ts dé�nis séquen tiellemen t par :

x

n +1

= g ( x

n

) : (I.17)

1 : le mot napp e désigne ici indi�éremmen t le critère ou la densité de probabilité.
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On p eut regroup er ces algorithmes en trois catégories.

� Les algorithmes déterministes . Ils son t souv en t décrits dans le cadre de minimi-

sation de critères. Ils parcouren t la napp e de façon déterministe en vue de con v erger

v ers un p oin t particulier de la napp e (en général, un optim um). P ar conséquen t, seul le

dernier p oin t obten u par l'algorithme est reten u comme résultat. P armi ces algorithmes,

on trouv e ( cf. [Press et coll. 1986 ], [Lascaux et Theo dor 1987 ], [Bertsek as 1995 ]) les mé-

tho des de descen te co ordonnée par co ordonnée ( e.g., Jacobi, Gauss-Seidel qui son t aussi

utilisées p our résoudre les systèmes linéaires), les métho des du premier ordre (métho de de

gradien t, gradien t conjugué) et du second ordre (métho de de Newton), les métho des de

p oin t �xe... Ce son t des métho des d'optimisation lo c ale : elles con v ergen t v ers un optim um

lo cal (ou un p oin t selle) de la napp e.

� Les algorithmes sto chastiques . Si les algorithmes déterministes son t plus naturel-

lemen t construits à partir d'un critère, les algorithmes sto c hastiques requièren t le cadre

probabiliste p our être construites rigoureusemen t. Ces métho des dites d' é chantil lonnage

sto chastique visen t à décrire la densité de probabilité à partir de p oin ts éc han tillonnés par

tirage pseudo-aléatoire selon cette densité. P armi ces métho des, celles qui fonctionnen t

itérativ emen t selon (I.17) son t app elées � Mark o v c hain Mon te Carlo � (MCMC). Des gé-

nérateurs pseudo-aléatoires son t donc nécessaires comme outil supplémen taire par rapp ort

aux métho des déterministes. En rev anc he, con trairemen t à celles-ci, le résultat p eut ne pas

se limiter au dernier p oin t obten u mais consister en un n uage de p oin ts caractérisan t l'état

stationnaire de la c haîne de Mark o v con v ergean t v ers la loi à éc han tillonner. En particulier,

à partir de ce n uage, on p eut estimer des grandeurs statistiques de cette loi (mo y enne, v a-

riance,...). On trouv e parmi ces métho des l'algorithme de Metrop olis-Hastings (in tro duit

dans [Metrop olis et coll. 1953 ] et p erfectionné dans [Hastings 1970 ]) et l'éc han tillonneur

de Gibbs don t les fondemen ts son t rapp elés dans [Geman et Geman 1984 ].

� Les métho des de r elaxation . Ces métho des fon t app el, p our leur mise en ÷uvre,

soit aux algorithmes déterministes soit aux algorithmes sto c hastiques. Ces son t des mé-

tho des qui c herc hen t à optimiser la napp e de manière globale à partir de déformations

successiv es de celle-ci (dans le cas où elle p ossède des optima lo caux). On trouv e le r e cuit

simulé (sim ulated annealing SA) qui est une métho de de relaxation sto c hastique : l'opti-

m um est attein t par des éc han tillonnages successifs de la loi relaxée par un paramètre de

temp érature T ( cf. [Geman et Geman 1984 ]). On trouv e aussi des métho des de relaxation

déterministe comme la non c onvexité gr aduel le (GNC) qui c herc he à minimiser un critère

non con v exe en minimisan t lo calemen t une suite de critères déformés � con tin ûmen t �

don t le premier est con v exe et don t le dernier est le critère à minimiser. Cette métho de a

été dév eloppp ée dans [Blak e et Zisserman 1987 ] en segmen tation d'image et adaptée aux

problèmes in v erses dans [Nik olo v a 1995 ] et [Carfan tan et Mohammad-Djafari 1995 ]

2

. Si

2 : La con v ergence théorique systématique du GNC v ers l'optim um global de la napp e est exclue.

Néanmoins, la pratique mon tre qu'elle p ermet, soit de l'atteindre, soit de s'en rappro c her grandemen t en

ab outissan t à un optim um lo cal pro c he de l'optim um global, de manière souv en t plus e�cace que le SA.
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ces métho des rev êten t un caractère global quand au t yp e d'optimisation en visagée, elles

garden t un caractère lo cal en ne retenan t comme résultat que le dernier p oin t obten u.

3.2.3 Causes d'instabilité algorithmique

Dans ces catégories d'algorithmes, le calcul d'un nouv eau p oin t x

n +1

= g ( x

n

) s'e�ectue

à partir des propriétés de la napp e au p oin t x

n

(gradien t, hessien,...). Indép endammen t

de la p ertinence de l'estimateur, c'est la capacité de la napp e à être optimisée a v ec pré-

cision (p our les métho des de descen te) ou visitée dans sa globalité (p our les métho des

d'éc han tillonnage) en un temps �ni qui v a caractériser la stabilité n umérique du problème

in v erse.

Le cas le plus simple p our étudier l'instabilité n umérique est celui où le mo dèle n umé-

rique est linéaire ( s

obs

= Ax + b ) et où l'on utilise le critère des moindres carrés. L'in-

stabilité du problème est alors en tièremen t caractérisée par la décomp osition en v aleurs

propre du hessien du critère, i.e., la décomp osition en v aleurs singulières de l'op érateur

A ([Andrews et Hun t 1977 ], [Demomen t 1989 ]). Si l'op érateur est singulier, il n'y a pas

unicité de la solution du système linéaire s

obs

= A x , ce qui corresp ond à des h yp erplans

de minima (resp. de maxima) p our le critère (resp. p our la vraisem blance) dans les di-

rections des élémen ts du no y au de A ; si l'op érateur est régulier mais mal conditionné,

les h yp erplans son t remplacés par un p oin t minim um mais le critère autour de ce p oin t

prend une forme d'ellipsoïde très allongé dans les directions des v ecteurs propres corres-

p ondan t aux v aleurs propres les plus faibles, ce qui se traduit par une len te con v ergence

des algorithmes. S'il y a une rupture en tre le cas singulier et le cas mal conditionné au

regard de l'unicité de la solution, il y a en rev anc he une con tin uité du p oin t de vue al-

gorithmique : l'instabilité des algorithmes due aux erreurs d'arrondi ( cf. Ÿ 2.2) dans le

premier cas est comparable à la len te con v ergence oscillan te du second cas. Lorsque A est

bien conditionné, la propriété de c onvexité de ce critère quadratique rend les algorithmes

déterministes particulièremen t e�caces puisqu'ils son t les plus simples d'utilisation et ils

con v ergen t ici v ers le minim um global du critère. Dans le cadre probabiliste, le hessien

A

t

A s'in terprète (à un facteur près) comme l'in v erse de la matrice de co v ariance. Les

p etites v aleurs propres du hessien caractérisen t donc des directions dans lesquelles il y a

une grande incertitude, ou dans lesquelles les données app orten t p eu d'informations.

Dans l'h yp othèse où le mo dèle n umérique n'est plus linéaire, et surtout lorsque le

critère n'est plus con v exe, il devien t b eaucoup plus délicat d'a v oir une caractérisation

simple du caractère n umériquemen t mal p osé du problème. On p eut néanmoins essa y er

d'étendre à des conditions non plus nécessaires mais su�san tes les deux caractérisations

n umériques obten ues dans le cas linéaire :

� Identi�abilité . Dans le cas linéaire, l'existence d'une unique solution x de taille

N

x

lors de la résolution du système s

obs

= A x est garan tie par le fait que la solution

corresp ond à l'in tersection de N

x

h yp erplans linéairemen t indép endan ts, disp onibles à

partir de N

s

observ ations (a v ec N

s

� N

x

). Si le mo dèle direct est non linéaire, à défaut
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de disp oser de relations explicites p our in v erser, il demeure di�cile de concev oir si ce

raisonnemen t s'étend, par exemple, à une in tersection d'h yp erv ariétés � indép endan tes

selon un sens à déterminer. Néanmoins, une précaution susceptible de réduire le caractère

mal p osé consiste à v éri�er que N

s

� N

x

ou bien, si le mo dèle ne le p ermet pas (ce qui

est le cas en TIÉ), de disp oser de K jeux d'observ ations di�éren ts de sorte que K �

N

s

� N

x

. Cette condition est utilisée en particulier p our les in v ersions mettan t en ÷uvre

des métho des de rétropro jection rep osan t sur des linéarisations successiv es. Remarquons

toutefois que la v éri�cation de cette condition d'iden ti�abilité n'est plus nécessaire dans

le cadre des métho des régularisées ( cf. Ÿ 3.3) puisque l'app ort d'information a priori est

susceptible de comp enser l'absence de données observ ées. Ainsi, il est admis et fréquen t

de résoudre de façon � �able � des problèmes d'imagerie ( e.g., en syn thèse de F ourier)

en disp osan t d'un nom bre d'observ ations bien inférieur au nom bre d'inconn ues. En TIÉ

cep endan t, la non linéarité du problème et son asp ect tomographique (les données ne

son t observ ées que sur la fron tière) con tribuen t à le rendre plus di�cile. Aussi, dans les

métho des d'estimation que nous prop osons aux c hapitres IV et V, nous faisons l'h yp othèse

que la condition d'iden ti�abilité est v éri�ée.

� Stabilité . Le critère p ouv an t faire apparaître des minima lo caux, l'emploi d'algo-

rithmes déterministes engendre une forme d'instabilité puisque la solution obten ue est

alors un minim um lo cal dép endan t du p oin t initial de l'algorithme. Néanmoins, ce t yp e

d'instabilité rév èle plus une forme de complexité du problème qu'une stabilité in trinsèque

puisqu'il p eut être lev é a v ec les algorithmes sto c hastiques ou les métho des de relaxation.

La stabilité in trinsèque se manifeste a v an t tout par l'existence de zones lo c alement in-

stables au sens où nous l'a v ons dé�ni ci-dessus p our le cas quadratique, telles que des

v allées lo calemen t très allongées à cause d'un dé�cit lo c al de c ourbur e dans certaines

directions. Rapp elons que les algorithmes déterministes rep osen t (en tre autres) sur l'ex-

ploitation de caractéristiques d'ordre 1 et 2 de la napp e au p oin t couran t x

n

. Ils son t

alors susceptibles de rester � coincés � dans ces zones, qui se caractérisen t par un mauv ais

conditionnemen t du hessien en x

n

.

En règle générale, le pro cessus de dégradation a p our conséquence quasi-systématique

d'engendrer des instabilités n umériques à cause de la réduction informationnelle qu'il

op ère. De plus, si le nom ble d'inconn ues N

x

est sup érieur au nom bre de relations disp o-

nibles N

s

, ce caractère instable de la napp e est renforcé. T outes ces raisons renden t les

algorithmes d'estimation in utilisables sans régularisation.

3.3 Régularisation du problème in v erse

P armi les métho des visan t à stabiliser le calcul des estimateurs, on trouv e les mé-

tho des de dé c omp osition tr onqué e en valeurs singulièr es TSVD ([Andrews et Hun t 1977 ]

et [Nashed 1981 ]) utilisées dans le cadre de l'estimation linéaire. La stabilisation est obte-

n ue en suppriman t de l'espace image les directions corresp ondan t aux v aleurs propres les

plus p etites, sources d'instabilité. T outefois, ces métho des ne son t pas facilemen t généra-
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lisables au cadre de l'estimation non linéaire (on p eut trouv er cep endan t des ten tativ es

dans ce sens dans [Eriksson 1996 ] à partir de linéarisations puis troncatures itérativ es). De

plus, elles ne visen t que la stabilisation de la métho de d'estimation et ne constituen t pas

un app ort d'information a priori susceptible d'augmen ter la résolution de l'estimation.

La satisfaction de ces deux desider ata (stabilité et app ort p ossible d'une information

a priori ) est rendue p ossible dans le cadre des métho des de critères ( cf. [Phillips 1962 ],

[Tw omey 1962 ], [Tikhono v et Arsenin 1977 ], [Demomen t 1989 ]) en a joutan t de manière

p ondérée au terme de �délité aux données observ ées J

obs

( x ) un terme de p énalisation dit

de r é gularisation ou d' a priori J

apr

de sorte que l'expression générale du critère devien t :

J ( x ) = J

obs

( x ) + J

apr

( x ) (I.18)

a v ec J

apr

( x ) = � U ( x ) : (I.19)

Le réel � � 0 , app elé paramètre de régularisation, p ermet d'établir de manière con tin ue

un compromis en tre la con�ance que l'on p orte, d'une part à la �délité aux données via le

mo dèle n umérique du problème direct et d'autre part à l'information a priori via le terme

de p énalisation c hoisi U ( x ) . Au regard du problème de stabilité, il n'est pas nécessaire

que le terme de régularisation corresp onde à un mo dèle a priori bien p osé. Il su�t que

l'information qu'il app orte p ermette une stabilisation de l'algorithme d'estimation sur

le critère J . T outefois, si l'utilisateur a une grande con�ance dans ses connaissances a

priori , ce terme de régularisation p eut (notammen t par un � élev é) autoriser d'aller bien

au-delà d'une simple stabilisation de l'algorithme p our rendre plus précise la métho de

d'estimation. Remarquons en outre que si J

apr

( x ) est quadratique en même temps que

J

obs

( x ) , J ( x ) l'est de même si bien que le cadre de l'estimation linéaire est conserv é lors

de la régularisation.

Au regard des métho des d'estimation probabilistes, la p énalisation de critère s'in ter-

prète dans le cadre ba y ésien ( cf. [Hun t 1977 ], [Demomen t 1989 ]) par l'in tro duction d'une

loi a priori sur l'inconn ue x , loi que nous notons p ( x ; �

apr

) où �

apr

désigne l'ensem ble des

paramètres p ermettan t de caractériser cette loi. On p eut d'ab ord remarquer que, puisque

le mo dèle direct s

obs

= a ( e

obs

; x ) + b comp orte deux grandeurs non observ ées b et x , il n'y

a pas de raison de s'in terdire d'in tro duire une loi a priori sur x alors qu'on en in tro duit

une sur b . C'est l'utilisation de la règle de Ba y es qui p ermet de com biner les deux de façon

à faire disparaître b des équations :

p ( x j s

obs

; � ) =

p ( s

obs

j x ; �

obs

) p ( x ; �

apr

)

p ( s

obs

; � )

; (I.20)

où � = ( �

obs

; �

apr

) et

p ( s

obs

; � ) =

Z

�

p ( s

obs

j x ; �

obs

) p ( x ; �

apr

) d x ;

indép endan t de x , joue simplemen t le rôle de co e�cien t de normalisation. La loi a p os-

teriori p ( x j s

obs

; � ) est une densité de probabilité de x alors que la vraisem blance l ( x )
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ne s'in terprête pas directemen t comme telle (puisque c'est une densité de probabilité de

s

obs

). Le cadre ainsi dé�ni est donc plus rigoureux p our la mise en ÷uvre des métho des

probabilistes. En outre, il est p ossible d'écrire la loi a priori sous la forme

p ( x ; �

apr

) / exp

n

�

J

apr

( x )

2 �

2

o

(I.21)

de sorte que la métho de du maximum a p osteriori (MAP), qui consiste à calculer

x

MAP

= arg max

x

p ( x j s

obs

; � ) (I.22)

revien t à minimiser J ( x ) . Après régularisation, les métho des de maximisation de lois

son t donc toujours in terprétables dans le cadre des métho des de critère. Un autre t yp e

d'estimateur consiste à calculer la moyenne a p osteriori (MP) dé�ni par

x

MP

=

Z

�

x p ( x j s

obs

; � ) d x ; (I.23)

i.e., l'esp érance a p osteriori de la loi p ( x j s

obs

; � ) . Dans le cas particulier où p ( x j s

obs

; � )

est gaussienne, cet estimateur se confond a v ec le MAP mais, de manière générale, les deux

estimateurs son t distincts. Comme p our le MAP , hormis dans le cas gaussien, il est rare-

men t p ossible de calculer explicitemen t la MP . Cep endan t, les propriétés de con v ergence

des algorithmes d'éc han tillonnage év o qués précédemmen t p ermetten t d'utiliser ces mé-

tho des p our calculer la MP par mo y ennage d'éc han tillons calculés sur un nom bre su�sam-

men t grand de tirages consécutifs ( cf. [T anner et W ong 1987 ], [Gelfand et Smith 1990 ],

ainsi que [Besag et Green 1993 ]).

La construction des estimateurs MAP et MP p eut s'in terpréter comme le résultat de

la minimisation de l'esp érance d'une fonction de coût C ( x ;
^

x ) prise par rapp ort à la loi a

p osteriori .

x

est

= arg min

^
x

Z

�

C ( x ;
^

x ) p ( x j s

obs

; � ) d x ; (I.24)

Cette fonction de côut C ( x ;
^

x ) représen te la manière de p énaliser le c hoix de
^

x comme

estimateur lorsque l'on considère (sous l'in tégrale) la p ossibilité p our x d'être la solution.

Le MAP est alors obten u p our C ( x ;
^

x ) = 1 � � ( x ;
^

x ) tandis que la MP est obten ue a v ec

C ( x ;
^

x ) = k x �
^

x k

2

.

En�n, lorsque le coût est donné par C ( x ;
^

x ) =

P

N

x

p =1

[1 � � ( x

p

; ^x

p

)] , où x

p

désigne la

p -ième comp osan te de x , l'estimateur asso cié est alors le maxim um a p osteriori sur la

marginale (MAPM) dé�ni comp osan te par comp osan te par :

( x

MAPM

)

p

= arg max

x

p

p ( x

p

j s

obs

; � ) ; p = 1 : : : N

x

où p ( x

p

j s

obs

; � ) est la densité marginale a p osteriori de la p -ième comp osan te de x donnée

par :

p ( x

p

j s

obs

; � ) =

Z

�

p ( x j s

obs

; � ) d x

1

: : : d x

p � 1

d x

p +1

: : : d x

N

x

:
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Du p oin t du vue de la robustesse [Marro quin et coll. 1987 ], le MAPM sem ble préférable

puisqu'il revien t à e�ectuer séparémen t N

x

estimations marginales plutôt qu'une estima-

tion globale. T outefois, ces considérations qui concernen t surtout les propriétés statistiques

asymptotiques des estimateurs, p euv en t être démen ties à p etit nom bre d'observ ations.

En pratique, ce son t souv en t les capacités de calculs qui imp osen t un c hoix d'estima-

teur, de sorte que la comparaison en tre celles-ci n'est pas toujours p ossible. Le c hoix se

p orte alors sur l'estimateur le plus simple (souv en t le MAP), don t la mise en ÷uvre n'est

pas toujours aisée. Ceci conduit parfois les auteurs à adopter des stratégies sous opti-

males � p ouv an t s'a v érer néanmoins robustes � qui reviennen t à se con ten ter de minima

lo caux lors de la minimisation comme dans [Idier 1991 ] (décon v olution MBG m ulticanal

en sismique) ou dans [Carfan tan et coll. 1997 ] (dans le cadre du problème in v erse de to-

mographie de di�raction a v ec un mo dèle direct non linéaire). Dans notre étude en TIÉ,

nous utilisons comme estimateurs la MP et le MAP . P our ce dernier, nous adoptons aussi

une appro c he sous-optimale dans le sens où nous emplo y ons une métho de de descen te

déterministe p our minimiser un critère non con v exe. P ar souci d'unité de présen tation,

nous présen tons ces deux métho des ( cf. c hapitres IV et V) dans le cadre ba y ésien, bien

que le MAP se ramène à la minimisation d'un critère dans � � R

N

x

.

Remarque I.3 (Prise en compte de plusieurs jeux d'observ ations).

Dans le cadre ba y ésien, il est p ossible de faire in terv enir plusieurs jeux d'observ ations

di�éren ts mo délisés par :

s

k

obs

= a ( e

k

obs

; x ) + b

k

ou k = 1 ::K désigne l'indice d'un des K jeux de données. Cette p ossibilité est imp ortan te

car elle nous p ermet de remplir la condition souhaitable énoncée ci-dessus p our l'iden ti-

�abilité qui consiste à utiliser p our l'in v ersion au moins autan t de relations d'observ ations

que d'inconn ues. Nous l'utilisons systématiquemen t par la suite lors de la résolution de

l'in v ersion en TIÉ. Si nous notons

s

t

obs

=

�

s

1

obs

t

; : : : ; s

K

obs

t

�

la concaténation des sorties observ ées et si nous e�ectuons l'h yp othèse (par défaut) d'in-

dép endance des incertitudes b

k

, la vraisem blance des sorties observ ées s'écrit

p ( s

obs

j x ; �

obs

) =

K

Y

k =1

p ( s

k

obs

j x ; �

k

obs

)

de sorte que la loi a p osteriori devien t :

p ( x j s

obs

; �

obs

) =

K

Y

k =1

p ( s

k

obs

j x ; �

k

obs

)

p ( x ; �

apr

)

p ( s

obs

; � )

: (I.25)
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Si en outre la loi des b

k

est c hoisie gaussienne N (0 ; �

2

k

) , le critère obten u à partir de la

densité a p osteriori s'écrit :

J ( x ) =

K

X

k =1







s

k

obs

� a ( e

k

obs

; x )







2

2 �

2

k

+ J

apr

( x ) : (I.26)

3.4 Choix de la loi a priori p our l'estimation

De nom breuses considérations in terviennen t lors du c hoix d'une loi a priori . Nous

relev ons ici les principaux p oin ts utilisés lors des métho des d'in v ersion susceptibles d'être

utilisés en TIÉ.

3.4.1 Détermination d'une paramétrisation p ertinente

La construction du mo dèle direct s

obs

= a ( e

obs

; x ) + b fait souv en t apparaître de

manière � naturelle � l'inconn ue sous une paramétrisation particulière notée ici x . Ainsi

en TIÉ, c'est la conductivité � qui apparaît naturellemen t parce qu'elle est dé�nie comme

le co e�cien t de prop ortionnalité qui relie la densité de couran t et le c hamp électrique et

c'est a v ec cette paramétrisation que l'on construit le plus simplemen t le mo dèle direct ( cf.

c hap. I I).

T outefois, cette paramétrisation n'est pas toujours la plus p ertinen te au regard de

l'in v ersion. C'est particulièremen t le cas dans notre étude où la distribution de conduc-

tivité rec herc hée est souv en t très constrastée de sorte que la reparamétrisation 
 = ln �

corresp ond plus à l'atten te de l'utilisateur. Des reparamétrisations bije ctives telles que

y = ln x où x > 0 s'a v èren t souv en t particulièremen t adaptées en vue de l'in v ersion

puisque le comp ortemen t qualitatif des grandeurs p ositiv es p erçues par l'utilisateur est

dans de nom breux cas mieux re�été a v ec une éc helle de progression logarithmique qu'a v ec

une éc helle linéaire. Ainsi en ce qui concerne l'audition, les éc helles p ertinen tes de p er-

ception de l'amplitude sonore (dB) et des fréquences son t logarithmiques, de même que

p our la luminosité p our la p erception visuelle, v oire � l'appât du gain � ( cf. le c hapitre 13

de [Ja ynes draft ]).

Nous prenons p our la reparamétrisation la notation suiv an te

g : � ! �

x 7! y (I.27)

et nous faisons de plus l'h yp othèse que

dg

dx

ne s'ann ule pas sur � et que l'application

récipro que g

� 1

est de classe C

1

de � sur � (donc g est bijectiv e). Alors, il est imp ortan t

de remarquer que cette reparamétrisation p eut être p erçue et mise en ÷uvre de deux

façons distinctes (au moins) p our l'estimation.
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3.4.1.1 Changemen t de variable alé atoir e La première façon de v oir consiste à

rép ercuter ce c hangemen t de v ariable sur la v ariable aléatoire elle-même en p osan t :

Y = g ( X ) : (I.28)

Ainsi, d'après la form ule de c hangemen t de v ariable p our une densité, on passe de la

densité f

X

( x ) à la densité f

Y

( y ) en écriv an t

f

Y

( y ) = f

X

�

g

� 1

( y )

�

�

�

det [ J

g

� 1

( y )]

�

�

; (I.29)

où J

g

� 1

( y ) désigne la matrice jacobienne de g

� 1

(de terme général

@ g

� 1

i

@ y

j

). Notons que cette

matrice jacobienne est diagonale puisque le c hangemen t de v ariable est dé�ni à partir d'une

fonction analytique. Ainsi, à partir de la densité loi a p osteriori f

X j S

obs

( x j s

obs

; � ) =

p ( x j s

obs

; � ) , la nouv elle densité f

Y j S

obs

( y j s

obs

; � ) s'écrit :

f

Y j S

obs

�

y j s

obs

; �

�

= f

X j S

obs

�

g

� 1

( y ) j s

obs

; �

�

�

�

det [ J

g

� 1

( y )]

�

�

: (I.30)

Cette forme de c hangemen t de v ariable est particulièremen t adaptée à l'utilisation d'al-

gorithmes sto c hastiques puisque, d'après l'équation (I.28), l'image par g d'un n uage de

p oin ts éc han tillonnés selon la loi f

X j S

obs

( x j s

obs

; � ) est un n uage de p oin ts éc han tillonnés

selon la loi f

Y j S

obs

( y j s

obs

; � ) . Nous rev enons sur cette propriété dans le c hapitre V. En

rev anc he, en raison de l'apparition du déterminan t jacobien dans (I.29), l'estimée MAP

en y donnée par

y

MAP

= arg max

y

p ( y j s

obs

; � )

est (en général) di�éren te de g ( x

MAP

) . A�n de garder la propriété y

MAP

= g ( x

MAP

) , nous

prop osons une autre forme de c hangemen t de v ariable.

3.4.1.2 Changemen t de paramètre dans la densité P our préserv er le MAP par

c hangemen t de v ariable, il su�t de ne pas faire apparaître le jacobien dans la nouv elle

densité de probabilité. On construit ainsi une densité a p osteriori

f

Y j S

obs

�

y j s

obs

; �

�

:=

1

Z

f

X j S

obs

�

g

� 1

( y ) j s

obs

; �

�

(I.31)

où Z est une constan te de normalisation. Cela revien t donc à e�ectuer un c hangemen t de

paramètre dans la densité a v ec y = g ( x ) ainsi qu'un c hangemen t de v ariable X 7! Y mais

tel que Y 6= g ( X ) . Or g est bijectiv e de � sur � . Donc, si x est l'argumen t du maxim um

global (unique) de f

X j S

obs

�

x j s

obs

; �

�

, y = g ( x ) est l'argumen t du seul maxim um global

de f

Y j S

obs

�

y j s

obs

; �

�

et récipro quemen t. P ar conséquen t, on a bien :

y

MAP

= g ( x

MAP

) : (I.32)
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Ce c hangemen t de paramètre sert donc surtout lorsqu'on c herc he à év aluer le MAP . Il v a

p ermettre en particulier d'in tro duire des lois a priori directemen t sur la grandeur p erti-

nen te Y . Il est vrai cep endan t que cette op ération p eut s'e�ectuer directemen t sur g ( X )

et qu'une reparamétrisation n'est pas nécessaire p our l'e�ectuer. L'in térêt de cette repa-

ramétrisation réside surtout dans ses conséquences algorithmiques. Ainsi, dans l'exemple

men tionné précédemmen t ( y = ln x où x > 0 ), le nouv eau v ecteur y n'a pas à être

con train t dans R

� N

x

+

comme c'est le cas p our x . Ceci p eut donc faciliter de manière signi-

�cativ e la mise en ÷uvre algorithmique de la métho de.

On p eut remarquer que ce c hangemen t de v ariable p eut o ccasionner une p erte de la

con v exité du critère. On a cep endan t la propriété suiv an te :

Propriété I.1 (Conserv ation de l'unimo dalité).

Si f

X

( x ) est une densité de probabilité unimo dale , alors la densité de probabilité f

Y

( y )

obten ue par la reparamétrisation (I.31) l'est aussi.

P our le v oir, supp osons que f

X

( x ) soit unimo dale. Alors, si y est un mo de de f

Y

( y ) ,

on a

grad

y

f

Y

( y ) = 0 =

1

Z

J

g

� 1

( y )

grad

g

� 1

( y )

f

X

�

g

� 1

( y )

�

:

Or, par h yp othèse,

dg

� 1

dy

6= 0 sur � donc aucune des comp osan tes de J

g

� 1

( y ) (diagonale)

ne s'ann ule. Il est donc nécessaire que

grad

g

� 1

( y )

f

X

�

g

� 1

( y )

�

= grad

x

f

X

( x ) = 0 :

Aussi, puisque f

X

( x ) est unimo dale, x = x

MAP

, donc y = g ( x

MAP

) = y

MAP

ce qui

signi�e que f

Y

( y ) est de même unimo dale. Cette propriété p ermet de con tin uer à utiliser

des algorithmes déterministes p our optimiser la nouv elle densité.

En rev anc he, si le mo dèle direct est linéaire en x et si x est le paramètre � naturel � de

construction de ce mo dèle ( s

obs

= A x + b ), une év en tuelle reparamétrisation o ccasionnera

une p erte de la propriété de linéarité. Si l'utilisateur ne désire pas utiliser cette propriété

lors de l'in v ersion, ce qui p eut être le cas lors de métho des d'estimations non linéaires, la

p erte de la linéarité n'est pas gênan te. T outefois, la propriété de linéarité p ermet parfois

des mises en ÷uvre r apides des métho des d'in v ersion ( cf. [Demomen t 1987 ]) sans lesquelles

des estimateurs son t in utilisables en pratique. Ces situations arriv en t bien sûr lors des

traitemen ts en temps réel mais aussi lors des métho des d'estimations en temps di�éré

p our lesquels un gain de temps d'un facteur 10 ou plus n'est jamais négligeable.

C'est donc dans le cadre du changement de p ar amètr e dans la densité que nous utili-

sons, p our la TIÉ, le c hangemen t de v ariable 
 = ln � ( cf. c hapitre IV). P our l'estimation

MAP de la conductivité, l'in tro duction d'une loi a priori en 
 s'a v ère particulièremen t

a v an tageuse, d'autan t plus que le comp ortemen t du problème direct sem ble qualitativ e-

men t � plus pro c he de la linéarité � a v ec 
 qu'a v ec � .
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3.4.2 Utilisation de loi a priori mark o viennes

P ar souci de simplicité, les premières lois a priori auxquelles on p ense son t les mo dèles

à loi sép ar able dans lesquelles toutes les comp osan tes de l'ob jet à reconstruire x son t

indép endan tes et iden tiquemen t distribuées de sorte que la densité a priori s'écrit :

p ( x ; �

apr

) =

N

x

Y

p =1

p ( x

p

; �

apr

) :

P armi les lois séparables généralemen t emplo y ées, on trouv e les lois gaussiennes de r app el

à une valeur moyenne dé�nies par :

p ( x ; ( m; � )) / exp �

( x � m )

2

2 �

2

;

qui p énalisen t les écarts de x par rapp ort à une v aleur mo y enne m . On trouv e par ailleurs,

lorsque l'ob jet est p ositif , les lois

p ( x ; ( � ; � )) / exp f� � x ln x + � x g ;

utilisées lorsque l'histogramme de l'image est pro c he de zéro � ce qui est le cas p our les

images astronomiques. Il existe p our justi�er le c hoix de ces lois des raisonnemen ts du

t yp e � maxim um d'en tropie � ( cf. [Mohammad-Djafari et Demomen t 1988 ]) pro v enan t de

la théorie de l'information.

Le principal incon v énien t des mo dèles à loi séparable est qu'ils ne p ermetten t pas de

prendre en compte des dép endances en tre les x

p

. T rès souv en t en e�et, les élémen ts du

v ecteur x représen ten t les pixels d'un signal (mono- ou m ulti-dimensionnel) sur lequel

l'utilisateur s'attend a priori à observ er des dép endances spatiales lo cales en tre pixels

( e.g., une con tin uité lo cale qui se manifeste par un faible écart en tre les v aleurs des

pixels situés sur des sites adjacen ts). En TIÉ (notammen t en imagerie biomédicale), les

distributions de conductivité à estimer corresp onden t souv en t à des zones homogènes

séparées par des discon tin uités. Il est donc souhaitable de p ouv oir in tro duire une loi

a priori fa v orisan t lo calemen t une certaine douceur en même temps qu'une capacité à

accepter des discon tin uités.

Une manière désormais très répandue d'in tro duire ces dép endances lo cales de manière

probabiliste consiste à utiliser un c hamp de Mark o v p our la loi a priori . Nous en fournis-

sons ici une brèv e présen tation destinée à rapp eler les dé�nitions et à �xer les notations.

Le lecteur désireux d'approfondir ces notions p eut se rep orter aux références que nous

men tionnons, en particulier [Geman 1990 ] et [Winkler 1995 ] qui constituen t des ouvrages

de syn thèse. Nous nous attac hons ici à particulariser les propriétés des c hamps de Mark o v

p our un supp ort 2D où le domaine est discrétisé a v ec des élémen ts (ou mailles) triangu-

laires puisque ce t yp e de pa v age résulte de la mo délisation MÉF que nous adoptons p our

résoudre le problème direct de TIÉ ( cf. c hapitre I I I).
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Dé�nition I.3 (Sites, v oisinages, graphe, cliques [Winkler 1995 ]).

Nous app elons sites les pixels de l'image � p our la MÉF, ce son t les élémen ts. Nous

app elons � := f s

1

; : : : ; s

N

x

g l'ensem ble des N

x

sites considérés sur l'image. Alors, nous

a v ons les trois dé�nitions suiv an tes :

� � := f �

s

; s 2 � g est un système de voisinage p our � si c'est un ensem ble de

sous-ensem bles de � et si :

1. s 62 �

s

;

2. s 2 �

r

, r 2 �

s

.

Un élémen t �

s

de � regroup e les sites voisins du site s ;

� l'ensem ble f � ; � g est app elé gr aphe ;

� � , sous-ensem ble de � , est une clique si c'est un singleton ou si tous les élémen ts

de � son t v oisins deux à deux. L' or dr e d'une clique est le nom bre de ses sites. On note C

l'ensem ble des cliques du graphe f � ; � g .

Dans la littérature, une grande ma jorité des c hamps de Mark o v 2D son t construits

sur des sites dé�nis à partir de pa v ages réguliers, souv en t cartésiens. Dans [Mead 1967 ],

l'auteur utilise un maillage régulier hexagonal p our mo déliser des accroissemen ts de v é-

gétaux dans une plan tation. Dans [Besag 1974 ], l'auteur suggère néanmoins l'utilisation

de pa v ages irréguliers app elés non-lattic e systems . Ainsi dans [Besag et coll. 1991 ], p our

mo déliser les risques de cancer de la th yroïde, l'auteur dé�nit un système de v oisinage sur

le territoire de F rance métrop olitaine en s'appuy an t sur une relation de con tiguïté en tre

départemen ts p ossédan t une fron tière comm une. Dans la présen te étude, puisque nous

discrétisons le domaine spatial en triangles par la métho de des élémen ts �nis ( cf. c hapitre

I I I), nous adoptons une structure de v oisinage adaptée à ce t yp e de pa v age.

Fig. I.3 - À gauche, système de voisinage d'or dr e 1 p our un mail lage triangulair e. À

dr oite, c até gories de cliques asso cié es : ici seuls les singletons et les p air es de mail les

adjac entes forment une clique.

Lorsque le pa v age est régulier, une manière simple de dé�nir le système de v oisinage

consiste à s'appuy er sur une métrique fournie par la top ologie du milieu. Ainsi, quand

le maillage est cartésien, si d désigne la distance en tre deux sites adjacen ts placés sur la

même ligne, le v oisinage d'or dr e 1 du site i est donné par l'ensem ble des sites j 6= i tels

que dist( i; j ) � d , où dist désigne la distance L

2

classique. P our le v oisinage d'ordre 2, il

faut prendre dist( i; j ) �

p

2 d , ... ( cf. par exemple [Besag 1974 ]).
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Fig. I.4 - À gauche, système de voisinage d'or dr e 2 p our un mail lage triangulair e. À

dr oite, c até gories de cliques asso cié es : l'or dr e des cliques p eut atteindr e le nombr e d'élé-

ments c ommuns à un sommet, qui c orr esp ond à 6 en moyenne si les triangles sont pr o ches

de l'é quilatér alité c omme l'il lustr e la �gur e de gauche.

Puisque nous adoptons ici une structure irrégulière, l'utilisation d'une métrique n'est

plus en visageable p our dé�nir une structure de v oisinage. Néanmoins, le maillage en élé-

men ts comp orte une certaine régularité puisque l'espace est discrétisé en triangles somme

toute � plus ou moins pro c hes � dans le plan. Ainsi, un voisinage d'or dr e 1 se dé�nit na-

turellemen t à partir des élémen ts j p ossédan t une arête comm une a v ec un élémen t i 6= j

( cf. Fig. I.3). De même, on p ourra en visager un voisinage d'or dr e 2 à partir des élémen ts j

p ossédan t non seulemen t une arête comm une a v ec un élémen t i 6= j mais aussi un sommet

comm un ( cf. Fig. I.4).

C'est bien sûr cette notion de v oisinage qui p ermet d'in tro duire les dép endances lo cales

qui nous in téressen t. Ceci corresp ond exactemen t à la dé�nition d'un c hamp de Mark o v

( cf. [Besag 1974 ]).

Dé�nition I.4 (Champ de Mark o v [Besag 1974]).

Soit X = fX

s

1

; : : : ; X

s

N

x

g un pro cessus aléatoire indexé par � et à v aleur dans � . X

est un champ de Markov relativ emen t au graphe f � ; � g si et seulemen t si :

� p ( x ) = f

X

( X = x ) > 0 , 8 x 2 � ;

� f

X

s

j X

r

( X

s

= x

s

j X

r

= x

r

; r 6= s ) = f

X

s

j X

r

( X

s

= x

s

j X

r

= x

r

; r 2 �

s

) , 8 s 2 � ,

condition que l'on p eut abréger p ( x

p

j x

q

; p 6= q ) = p ( x

p

j x

q

; q 2 �

s

p

) .

La seconde condition, décrite sous forme de probabilité conditionnelle lo cale (encore

app elée c ar actéristique lo c ale ), dé�nit une forme de dép endance spatiale des pixels de x
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vis-à-vis de leurs v oisins. T outefois, cette dé�nition ne p ermet pas en pratique de construire

aisémen t des c hamps de Mark o v. En e�et, on ne sait pas construire facilemen t une loi join te

p ( x ) à partir de la donnée de caractéristiques lo cales. De plus, l'existence et l'unicité de

cette dernière ne son t pas garan tis. Cette di�culté est résolue par l'in tro duction des

c hamps de Gibbs ([Winkler 1995]).

Dé�nition I.5 (Champ de Gibbs [Winkler 1995]).

Si X = fX

s

1

; ::; X

s

N

x

g est un pro cessus aléatoire indexé par � et à v aleur dans � , X

est un champ de Gibbs relativ emen t au graphe f � ; � g si p ( x ) = f

X

( X = x ) se met sous

la forme :

p ( x ) =

1

Z

exp � � U ( x ) ; � � 0

où

� U ( x ) =

X

� 2C

V

�

( x ) est app elée fonction d'énergie ;

� p our toute clique � , la fonction V

�

( x ) , app elée fonction de p oten tiel, ne dép end

que des comp osan tes x

p

de x p our les sites s

p

appartenan t à � ;

� Z est une constan te app elée fonction de partition ;

� � =

1

T

, où T , par analogie a v ec la thermo dynamique, est comm unémen t app elé

temp ér atur e .

Le lien en tre les c hamps de Gibbs et les c hamps de Mark o v est donné par le théorème

de Hammersley-Cli�ord ( cf. [Hammersley et Cli�ord 1968 ], [Besag 1974 ], [Geman 1990 ]),

que nous énonçons main tenan t.

Théorème I.1 (théorème d'équiv alence d'Hammersley Cli�ord).

X est un champ de Markov r elativement au gr aphe f � ; � g si et seulement si c'est un

champ de Gibbs.

Une conséquence de ce théorème réside dans le lien pratique très fort qui existe en tre

les métho des de minimisation de critères et les métho des probabilistes puisque le c hoix

d'une loi a priori mark o vienne se ramène à c hoisir une fonction d'énergie U ( x ) qui est

dans sa dé�nition prop ortionnelle au terme de p énalisation J

apr

tel que nous l'a v ons dé�ni

dans l'équation (I.19).

Remarque I.4 (Rôle des cliques et de l'ordre du v oisinage).

Les cliques in terviennen t essen tiellemen t dans la construction des fonctions de p o-

ten tiel. P ar exemple, celles-ci son t souv en t des fonctions de p énalisation des di�érences

(premières) en tre élémen ts adjacen ts. Dès lors, si N

2

C

désigne le nom bre total de cliques

d'ordre 2 du graphe, les fonctions d'énergie s'écriv en t

U ( x ) = �( D x ) ; � > 0



36 CHAPITRE I. MÉTHODOLOGIE DE MODÉLISA TION ET D'ESTIMA TION

où D , op érateur de di�érence de taille N

2

C

� N

x

, est dé�ni ligne par ligne (c haque ligne

étan t indexée par son n uméro de clique i ) par l'op érateur de di�érence sur les deux sites

de la clique i . D est donc en particulier une matrice creuse. En rev anc he, c'est l' or dr e du

v oisinage qui dé�nit le supp ort de la caractéristique lo cale, (et par conséquen t le nom bre

de cliques). Le rôle de ce supp ort est imp ortan t car il in tervien t dans le supp ort de la

caractéristique lo cale a p osteriori et, plus ce dernier est imp ortan t, plus le coût de mise

en ÷uvre d'une mise à jour d'un pixel dans un algorithme d'éc han tillonnage est élev é ( cf.

[Idier 1991 ] et [Nik olo v a 1995 ]).

P ar souci de simplicité, nous c hoisissons p our les métho des d'in v ersion en TIÉ de

faire in terv enir les dép endances lo cales en tre élémen ts exclusiv emen t par des di�érences

premières sur des v oisinages d'ordre 1. P our construire une loi a priori , il reste donc à

c hoisir la fonction � .

3.4.3 Choix d'une fonction de p oten tiel

3.4.3.1 Homogénéité Puisque nous a v ons c hoisi de n'utiliser p our la régularisation

que des di�érences premières, la fonction d'énergie U ( x ) p eut se réécrire :

U ( x ) = �( D x ) =

N

2

C

X

i =1

�

i

( t

i

)

où i désigne l'indice de la clique couran te et t

i

= x

p

� x

q

est la di�érence première en tre

les deux pixels ( p; q ) asso ciés à la i -ème clique. Le maillage triangulaire que nous utilisons

étan t irrégulier, il sem ble naturel de c hoisir p our c haque fonction de p oten tiel

�

i

( t

i

) =

c

i

�c

� ( t

i

) (I.33)

où c

i

désigne la longueur de l'arête comm une aux deux élémen ts adjacen ts de la clique i

et

�c =

1

N

2

C

N

2

C

X

i =1

c

i

est la mo y enne arithmétique de ces cotés. On p énalise ainsi c haque di�érence prop or-

tionnellemen t à la longueur de l'arête comm une. Dans la suite, comme nous utilisons des

maillages pro c hes de l'équilatéralité, nous c hoisissons un c hamp de Gibbs homo gène en

p osan t :

8 i 2 [1 ::N

2

C

] ; �

i

( t

i

) = � ( t

i

) :

3.4.3.2 Con v exité Les algorithmes les plus fréquemmen t utilisés étan t des algorith-

mes de descen te, la c onvexité est une qualité très rec herc hée des fonctions de p oten tiel.

P armi les plus fréquemmen t utilisées ( cf. Fig. I.5), on trouv e les fonctions de p oten tiel

suiv an tes :
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� � ( t ) = t

2

. Le p oten tiel quadratique corresp ond à une régularisation L

2

, i.e., un a

priori gaussien. Cette fonction, (appliquée aux di�érences d'ordre 1) fa v orise la con tin uité

lo cale de l'ob jet en p énalisan t fortemen t les discon tin uités ;

� � ( t ) = j t j . Ce p oten tiel corresp ond à une régularisation L

1

, i.e., un a priori la-

placien. T out en fa v orisan t une certaine con tin uité lo cale, sa croissance moins rapide à

l'in�ni que le L

2

p ermet à ce p oten tiel de préserv er les fortes discon tin uités. T outefois,

ce p oten tiel n'est pas strictemen t con v exe et son utilisation a v ec nom bre de métho des de

descen te est fortemen t con trariée par sa non dériv abilité en t = 0 ;

� �

p

( t ) = j t j

p

; 1 < p � 2 . Cette fonction de p oten tiel corresp ondan t à une régu-

larisation L

p

a été in tro duite dans [Bouman et Sauer 1993 ] sous l'app ellation de mo dèle

de Gauss-Mark o v généralisé. Elle est utile en particulier p our les p pro c hes de 1 p our

fa v oriser des discon tin uités dans les reconstructions tout en étan t dériv able en t = 0 ;

� �

�

( t ) =

n

t

2

�

2

si j t j < � , 2

j t j

�

� 1 sinon . Ce p oten tiel L

1

= L

2

est conn u sous le nom

de fonction de Hub er ( cf. [Hub er 1981 ], [Künsc h 1994 ]). P our � pro c he de 0, il p ossède

un comp ortemen t L

1

tout en restan t dériv able à l'origine. Il o�re en plus l'a v an tage de

n'utiliser que des fonctions de puissances en tières (1 et 2) ce qui est moins c her en coût de

calcul algorithmique que des fonctions L

p

. Nous utilisons ce p oten tiel p our l'estimation

en TIÉ par le MAP ;

� �

�

( t ) = ln c h

j t j

�

, utilisée dans [Green 1990 ] ;

� �

�

( t ) =

j t j

�

� ln (1 +

j t j

�

) , utilisée dans [Li et Huang 1995 ].

-t  0  t 

Fig. I.5 - F onctions de p otentiel c onvexes : L

2

(:) , L

1

et Hub er ( � ) , L

p

( � ) , ln c h

j t j

�

( �� )

et

j t j

�

� ln (1 +

j t j

�

) ( �� ) .

T outefois, l'e�cacité des fonctions de p oten tiel con v exe p our reconstruire des discon-

tin uités demeure limitée car elles p énalisen t très fortemen t les grands écarts en tre pixels
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v oisins. P armi les fonctions non con v exes en visageables, on trouv e les fonctions unimo dales

suiv an tes :

� �

�

( t ) = min (

t

2

�

2

; 1) . Cette fonction app elée quadr atique tr onqué e a été in tro duite

par [Blak e et Zisserman 1987 ] p our la segmen tation d'images. Appliquée sur les di�é-

rences en tre pixels adjacen ts, elle fa v orise une douceur en tre pixels v oisins grâce à sa zône

quadratique. Elle p ermet néanmoins de reconstruire les discon tin uités en ne p énalisan t

pas da v an tage les écarts dépassan t le seuil � . L'utilisation de cette fonction p our estimer

le MAP de manière optimale a été rendue p ossible grâce à l'utilisation de la non-con v exité

graduelle (GNC) [Blak e et Zisserman 1987 ]. Cette fonction a égalemen t été utilisée a v ec

succès en problèmes in v erses (don t le mo dèle direct est linéaire) par [Nik olo v a 1995 ] et

[Martin 1993], grâce à un a�nemen t dans la mise en ÷uvre du GNC ;

� �

�

( t ) = �

1

1+

t

2

�

2

in tro duite par [Geman et McClure 1987 ] ;

� �

�

( t ) = ln(1 +

t

2

�

2

) in tro duite dans [Heb ert et Leah y 1989 ] ;

� �

�

( t ) = �

1

1+

j t j

�

in tro duite dans [Geman et Reynolds 1992].

Une autre manière d'in tro duire des fonctions de p oten tiel non con v exe consiste à in-

tro duire dans celles-ci des v ariables auxiliaires de sorte que

� ( t ) = min

l

 ( t; l ) :

Dans certains cas, la v ariable auxiliaire l s'in terprète comme une variable de ligne . Ainsi,

la quadratique tronquée p eut se réécrire :

�

�

( t ) = min

l

h

t

2

�

2

(1 � l ) +

l

�

2

i

; l 2 f 0 ; 1 g

où l s'in terprète ici comme une v ariable de ligne binaire : si l = 1 , il existe une discon-

tin uité en tre les deux sites concernés par la di�érence t , si l = 0 , il n'y en a pas. De

même, le cadre théorique de la dualité, construit à partir des propriétés de la tr ansfor-

mé e de L e gendr e F enschel , p ermet de construire des fonctions  ( t; l ) où l est alors une

v ariable de ligne à v aleur con tin ue ( cf. [Luen b erger 1969 ], [Geman et Reynolds 1992 ] et

[Geman et Y ang 1995 ]). L'utilisation de la dualité p eut s'in terpréter explicitemen t sous la

forme d'une fonction d'énergie U ( x ; l ) de sorte que le nouv eau critère global s'écrit :

J

0

( x ; l ) = J

obs

( x ) + � U ( x ; l ) :

Que ce soit p our les métho des déterministes ou p our les métho des sto c hastiques, l'in térêt

algorithmique de la dualité réside donc � en dépit de l'augmen tation du nom bre de v a-

riables � dans la séparabilité des v ariables de lignes (au sens ou aucune clique ne con tien t

plus d'une v ariable de ligne) ainsi que dans une év en tuelle simpli�cation de J

0

( x ; � ) par

rapp ort à J ( x ) .
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3.5 Choix des h yp erparamètres

L'utilisation d'une loi de probabilité a priori p our le bruit b et p our l'ob jet x fait

in terv enir des paramètres p ermettan t de con trôler la forme de ces loi, �

obs

et �

apr

, encore

app elés hyp erp ar amètr es . La détermination d'estimées p onctuelles a v ec les métho des que

nous v enons de men tionner supp ose que nous �xions les h yp erparamètres p our les in tégrer

aux algorithmes. Or, nous v enons de v oir que le c hoix de ces lois est aussi bien régi

par des considérations a v an t tout qualitativ es re�étan t une information a priori que par

des considérations pratiques re�étan t la capacité de mise en ÷uvre algorithmique de

l'estimateur. La rec herc he de la � vraie v aleur � des h yp erparamètres n'a donc pas plus de

sens, au regard du compromis que nous v enons de men tionner, que la rec herc he du � vrai�

x . T outefois, l'emploi de certaines v aleurs d'h yp erparamètres conduit à des estimations

� inacceptables � alors qu'a v ec d'autres v aleurs, la même métho de donnera des estimations

� remarquables � i.e., conformes à l'atten te de l'utilisateur. On est donc facilemen t conduit

à rec herc her, à l'in térieur même de la métho de d'estimation, une v aleur optimale de � =

( �

obs

; �

apr

) , dans un sens qui reste à dé�nir.

On trouv e dans la littérature div erses métho des visan t à formaliser et à automatiser

un c hoix optimal des h yp erparamètres. On p eut men tionner en particulier les métho des de

maximum de vr aisemblanc e (MV) et de maximum de vr aisemblanc e génér alisé (MV G) qui

p ossèden t des fondemen ts probabilistes. T outefois, ces métho des son t raremen t utilisées en

pratique car elles fon t app el, comme � brique élémen taire � de l'algorithme, aux métho des

d'estimation à h yp erparamètres �xés. Or, si les métho des d'estimation d'h yp erparamètres

p euv en t être relativ emen t rapides et p eu coûteuses p our des problèmes de débruitage, ce

n'est déjà plus le cas p our les problèmes de restauration où le voisinage a p osteriori d'un

pixel s'étend sur quelques pixels. C'est a fortiori encore moins le cas p our un problème

non linéaire de reconstruction tel que la TIÉ où le v oisinage a p osteriori d'un élémen t

s'étend à tout le domaine. La question de l'estimation des h yp erparamètres en TIÉ se

situe donc au delà du présen t tra v ail. L'utilisation de métho des d'in v ersion sto c hastiques

p our la TIÉ, tel que nous l'en visageons au c hapitre V, constitue toutefois un p oin t de

départ in téressan t p our ab order cette question.

Nous prop osons donc ici des métho des d'estimation TIÉ sup ervisé es , i.e., mettan t en

÷uvre les algorithmes a v ec des h yp erparamètres déterminés. Deux remarques p euv en t

nous aider à �xer ces paramètres p ertinemmen t :

� La première remarque que l'on p eut faire au sujet des h yp erparamètres est qu'ils

corresp onden t souv en t, dans l'esprit de l'utilisateur, à des éc helles de v aleur relativ emen t

précises. Ainsi, l'ordre de grandeur de la puissance de l'incertitude b est-elle souv en t

conn ue, de même que l'ordre de grandeur des discon tin uités susceptibles d'apparaître

dans l'ob jet x . De même, il est di�cile d'imaginer, p our le paramètre � � con trôlan t

la p ondération en tre la �délité aux observ ations et l' a priori � des v ariations p ouv an t

dépasser quelques ordres de grandeur ;

� Le second p oin t consiste à v oir qu'en pratique, si le problème est bien régularisé et
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que l'utilisateur � n'en exige pas trop � des observ ations, la qualité des estimations n'est

sensible aux v ariations des h yp erparamètres que lorsque ces v ariations son t grandes, i.e.,

de l'ordre d'un facteur d'éc helle.

C'est p ourquoi, dans un grand nom bre de cas, l'estimation des h yp erparamètres est

e�ectuée � au jugé �. L'utilisateur commence par utiliser sa pro cédure d'estimation su-

p ervisée a v ec des h yp erparamètres qu'il juge a priori plausibles. Puis, au vu des résultats

obten us, il a�ne son estimation en mo di�an t les h yp erparamètres dans le sens qu'il p erçoit

comme étan t susceptible d'améliorer l'estimation. En règle générale, un très p etit nom bre

d'app els de la pro cédure (moins d'une dizaine s'il y a moins de 3 h yp erparamètres) est

nécessaire p our déterminer un � � con v enable � . C'est cette métho de que nous utilisons

p our l'in v ersion en TIÉ.



Chapitre I I

MODÈLE ANAL YTIQUE DU PR OBLÈME DE

TOMOGRAPHIE D'IMPÉD ANCE ÉLECTRIQUE

1 In tro duction

N

ous présentons ici la mo délisation par les lois de la ph ysique de l'exp érience

de tomo gr aphie d'imp é danc e éle ctrique (TIÉ), puis les form ulations analytiques

résultan tes du problème de TIÉ. Plus précisémen t, nous nous in téressons ici au mo dèle

analytique au sens où nous l'a v ons dé�ni au c hapitre I, p ermettan t d'en visager le com-

p ortemen t à la fois du problème direct et du problème in v erse de TIÉ (dé�nis ci-après).

Rapp elons que nous étudions la TIÉ d'ob jets conducteurs fermés isotrop es a priori inho-

mogènes et bidimensionnels, soumis à des couran ts con tin us. P ar conséquen t, nous nous

consacrons seulemen t à l'analyse de conductivités réelles.

Hormis l'originalité de la présen tation, ce c hapitre ne présen te pas de nouv eauté scien-

ti�que. Il a p our but, dans un premier temps, de mon trer simplemen t les propriétés analy-

tiques et les liens qualitatifs qui existen t en tre les distributions de couran t et de p oten tiel

d'une part, et la distribution de conductivité du milieu d'autre part, p our le problème

direct comme p our le problème in v erse. Nous présen tons p our cela deux form ulations

analytiques di�éren tes du problème : d'ab ord la formulation di�ér entiel le puis la formu-

lation variationnel le . Dans le cas général, ces équations n'admetten t pas de solutions se

présen tan t sous la forme de fonctions analytiques conn ues. Aussi, ce c hapitre constitue

égalemen t une in tro duction, par le biais de la form ulation v ariationnelle, à la résolution

n umérique du problème direct par la métho de des élémen ts �nis, que nous présen tons

dans le c hapitre I I I.

2 Con v en tions

Nous notons 
 ( Fig. II.1 ) le domaine 2D en question et

�


 son con tour

1

. Un p oin t M

de 
 est rep éré par ses co ordonnées ( x; y ) . Dans la suite, toutes les grandeurs dé�nies

1 : Habituellemen t, la notation

�


 désigne la fermeture de 
 et non sa fron tière. Ici, toutefois, comme


 est fermé, sa fermeture est égale à 
 . Il n'y a donc pas d'am biguïté.

41
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sur 
 (en particulier leurs restrictions sur

�


 ) son t implicitemen t des distributions. Nous

précisons leur espace de dé�nition seulemen t si cela s'a v ère nécessaire à la compréhension

de la ph ysique du problème.

Le milieu considéré, de conductivité � , est non dégénéré : il n'y a ni zones supracon-

ductrices ( � = 1 ) ni � trous � ( � = 0 ). Il n'est pas nécessaire de supp oser � con tin u.




�




0

y

x

Fig. I I.1 - L e domaine 
 est un fermé c onnexe, non né c essair ement c onvexe.

Nous notons ~ | la densité de couran t,

~

E le c hamp électrique, I et V les distributions

resp ectiv es du �ux de couran t et du p oten tiel électrique sur 
 et

�

I ,

�

V leurs restrictions

sur

�


 . Il est alors utile de distinguer deux t yp es de problèmes directs di�éren ts. Nous

app elons pr oblème dir e ct r estr eint la détermination de

�

V à partir de � et

�

I . C'est cette

détermination qui est, à propremen t parler, utilisable en pratique puisque l'exp érience

ne nous fournit que la restriction de V sur

�


 (les mesures). D'autre part, nous app elons

pr oblème dir e ct v oire pr oblème dir e ct étendu le calcul de V connaissan t

�

I et � . Quan t au

pr oblème inverse , que nous c herc hons à résoudre, il consiste à déterminer � à partir de

�

I

et

�

V .

3 Équations de la ph ysique du problème

La ph ysique de l'exp érience, mo délisée à partir des équations de Maxw ell, est assez

simple. Étan t donné les h yp othèses que nous a v ons c hoisies (couran t statique et con tin u),

seules deux de ces équations in terviennen t. La première résulte du princip e de conserv ation

de la matière. En tout élémen t de surface de notre ob jet, le couran t ren tran t est égal au

couran t sortan t. Autremen t dit, la div ergence de celui-ci, en c haque p oin t M de l'ob jet
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est n ulle, ce qui s'écrit :

div ~ | = 0 : (I I.1)

a v ec ~ | ( M ) dé�ni ci-a v an t. La seconde de ces équations résulte du princip e de conserv ation

de l'énergie d'une part, et d'autre part du fait qu'une c harge exerce une force radiale

sur les autres c harges. L'énergie fournie à une particule c hargée p our partir et rev enir au

même endroit, sous l'in�uence d'un élémen t de c harge, est n ulle. Autremen t dit, le tra v ail

total de la force électrique exercée par cet élémen t, ou encore la circulation de son c hamp

électrique

~

E sur une courb e fermée est n ulle, ce qui revien t à :

� !

rot

~

E =

~

0 : (I I.2)

En�n, en régime stationnaire, la loi d'Ohm stipule qu'il s'établit un équilibre en tre le

c hamp électrique et le couran t électrique. Cela se traduit par la colinéarité de

~

E et de ~ | .

Le co e�cien t de prop ortionnalité étan t la conductivité � ( M ) , on a :

~ | = �

~

E : (I I.3)

Remarque I I.1 (Unités).

En raison de la mo délisation 2D du problème il p eut apparaître une am biguïté sur les

unités de mesure utilisées. Deux p oin ts de vue son t en visageables p our l'in terprétation.

� Soit l'exp érience 2D considérée est une c oup e particulière d'une exp érience 3D

(uniforme sur la cote). Alors les couran ts imp osés � vus � par le milieu 2D son t des

couran ts linéiques (A.m

� 1

) et les unités des grandeurs son t les suiv an tes :

V � V ;

~

E � V : m

� 1

; ~ | � A : m

� 2

; I � A : m

� 1

; � � S : m

� 1

;

ce qui ne c hange rien aux unités habituelles dé�nies en 3D.

� Soit l'exp érience 2D considérée est la � sommation pro jetée � de l'exp érience 3D.

Cela revien t alors à imp oser des couran ts (A) sur une courb e et non sur une surface. Les

unités deviennen t :

V � V ;

~

E � V : m

� 1

; ~ | � A : m

� 1

; I � A ; � � S ;

En particulier, ~ | devien t une densité linéique de couran t et � devien t une conductance.

Remarque I I.2 (Bilinéarité de (I I.3)).

Les grandeurs ci-dessus (v ectorielles ou scalaires) son t des distributions sur 
 . Ainsi,

si (II.1) et (II.2) son t linéaires au sens où

� !

rot et div son t des op érateurs linéaires sur 
 ,

il est imp ortan t de v oir que (II.3) n'établit pas une simple dép endance linéaire en tre ~ | et

~

E . En e�et, l'application :

( � ;

~

E ) 7! ~ | = �

~

E (I I.4)

est biliné air e , i.e. linéaire en

~

E à � �xé et récipro quemen t.
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Les équations (I I.1), (I I.2) et (I I.3) con tiennen t toute la mathématique in terne du

problème. Leur com binaison, grâce à l'app ort de conditions aux limites ainsi que le c hoix

de v ariables adéquates, ab outit à une form ulation explicite du problème. Dans la littéra-

ture, on trouv e plusieurs form ulations di�éren tes (équiv alen tes) p our le problème direct.

Présen tons tout d'ab ord la form ulation di�éren tielle.

4 Mo dèle électrique di�éren tiel du problème direct

Une ma jorité d'auteurs utilise cette form ulation. On p ourra se référer en particulier

à [Alessandrini 1988 ], [Sylv ester et Uhlmann 1987] , [Kohn et McKenney 1990 ] ainsi qu'à

[W ebster 1990], qui constitue le premier ouvrage de syn thèse en TIÉ. P artons de l'équation

(I I.2) qui implique que le c hamp

~

E dériv e d'un p oten tiel scalaire :

~

E = �

� � !

grad V ; (I I.5)

où le signe � , puremen t con v en tionnel, exprime que le couran t descend le p oten tiel élec-

trique V . Désignons par

�




j

la p ortion de p érimètre de l'ob jet où l'on imp ose le couran t

et

�




V

la p ortion de p érimètre où l'on imp ose le p oten tiel. Nous considérons les cas où

�


 =

�




V

[

�




j

constitue une partition de la fron tière. Si

�




V

6= ? ou

�




j

6= ? , le problème

est dit mixte . Le mo dèle mathématique de l'exp érience tien t tout en tier dans les trois

équations qui suiv en t. La première est l'équation de P oisson prise dans le cas particulier

où le second mem bre est n ul � équation elliptique [Da vies 1980 , Renardy et Rogers 1993 ]

de P oisson-Laplace �, i.e. :

div ( �

� � !

grad V ) = 0 (I I.6)

a v ec sur

�




V

une condition aux limites de t yp e Diric hlet :

V = V

�




V

( s ) ; s 2

�




V

(I I.7)

et sur

�




j

une condition aux limites de t yp e Neumann :

�

@

@ ~ n

V = j

�




j

( s ) ; s 2

�




j

(I I.8)

où

@

@ ~ n

op ère une dériv ée normale extérieure (à la fron tière) et s est une mesure linéique de

distance sur cette même fron tière. En deux dimensions, l'équation (I I.8) p eut s'exprimer

sous la forme de conditions aux limites de t yp e Diric hlet. En e�et, dans ce cas, tout

v ecteur de div ergence n ulle dériv e orthogonalemen t d'une fonction �ux :

div ~ | = 0 , ~ | = (

� � !

grad I )

?

; (I I.9)

sac han t que ( x; y )

?

= ( � y ; x ) . I est app elé le �ux de couran t (courammen t le couran t).

En particulier, la comp osan te normale j

p

sur

�




j

détermine les v aleurs du couran t sur le

p érimètre :

I

�




j

( s ) =

Z

j

�




j

ds

0

:
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Ce scalaire s'in terprète comme suit. Si s

2

> s

1

, alors I

�




j

( s

2

) � I

�




j

( s

1

) est le couran t sortant

du domaine en tre les p oin ts d'abscisse curviligne s

1

et s

2

. La condition aux limites (I I.8)

se traduit alors sur

�




j

=:

�




I

par :

I = I

�




I

( s ) ; (I I.10)

où I

�




I

( s ) , comme V

�




V

( s ) , est donné à une constan te près.

La résolution de cette EDP n'ab outit pas, en règle générale, à des solutions analy-

tiques explicites. Nous men tionnons néanmoins dans l'annexe de ce c hapitre deux cas très

particuliers où de telles solutions existen t ( i.e., où 
 et

�

I on t des formes très simples).

P ar ailleurs, on p eut rencon trer une autre présen tation de la form ulation di�éren tielle.

Quelques auteurs comme [Barb er et Bro wn 1986 ] ou [Goussard 1992 ] on t opté p our une

écriture di�éren te de (I I.6) (v alable si � est strictemen t p ositif ). On utilise p our cela la

form ule suiv an te :

div ( a

� � !

grad U ) = a � U + h

� � !

grad a;

� � !

grad U i ;

ce qui donne, en in tro duisan t dans (I I.6) la log-conductivité 
 := log � :

� V + h

� � !

grad 
 ;

� � !

grad V i = 0 : (I I.11)

Bien que la manipulation d'une telle form ulation soit plus délicate analytiquemen t, l'em-

ploi de la log-conductivité (ou de son opp osé, la log-résistivité) p ermet de tra v ailler dans

R et non plus dans R

+ �

. De plus, ainsi que nous l'a v ons men tionné au c hapitre I Ÿ 3.4.1,

cette v ariable, qui apparaît comme une paramétrisation plus p ertinen te de la grandeur

à estimer, p ermet, lors de la reconstruction, de moins p énaliser les hautes conductivi-

tés (ce qui v a dans le sens d'une meilleure estimation des distributions de conductivités

con trastées) et de mieux p énaliser les très basses conductivités.

Remarque I I.3 (Lien en tre les conditions aux limites).

Il est imp ortan t de remarquer que l'app ort des conditions aux limites ne p eut se faire

indép endammen t p our

�

V et

�

I . Si cette remarque sem ble trivialemen t v alable p our un �

donné, il faut aussi noter que cela reste vrai p our une conductivité � que l'on rec herc he.

En particulier, si on se donne indép endammen t

�

V et

�

I dans R , il n'existe pas en règle

générale, loin s'en faut, de � corresp ondan t v éri�an t ces conditions aux limites. On p eut

mon trer que

�

V et

�

I appartiennen t en fait à des espaces relian t leur régularité : les esp ac es

de Sob olev . C'est la raison p our laquelle, on ne p eut se donner � d'en trée � des données de

sortie. On est obligé de les construire en résolv an t le problème direct car l'espace image de

l'application (ici I m [ V ( � )] ) dép end de

�

I , in terv enan t ici comme paramètre. T outefois, les

espaces de Sob olev ne p euv en t apparaître que dans le cadre des form ulations in tégrales

du problème direct.
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5 Mo dèle électrique v ariationnel ou in tégral

Le cas le plus général qui nous in téresse, où 
 , � et les conditions aux limites son t

quelconques, ne p ermet pas d'obtenir l'expression de V sous forme analytique, même sous

la forme d'un dév elopp emen t en série. P armi les familles de métho des d'appro ximation

qui con v ergen t, deux son t souv en t utilisées : les métho des de di�ér enc es �nies , qui se

construisen t naturellemen t à partir du mo dèle di�éren tiel présen té précédemmen t, ou

bien les métho des d'éléments �nis , qui pro viennen t plus directemen t de la discrétisation

des form ulations in tégrales du même mo dèle.

On distingue égalemen t deux form ulations in tégrales. La première pro vien t simplemen t

de l'in tégration de l'équation (I I.6) sous les con train tes (I I.7) et (I I.8). C'est elle qu'on

app elle courammen t formulation inté gr ale ( cf. [Zienkiewicz et T a ylor 1989 ]). Elle p ermet

d'utiliser la métho de des momen ts p our la résolution par élémen ts �nis. Nous lui préfé-

rons la form ulation variationnel le qui p ermet d'utiliser la métho de de Ra yleigh p our la

résolution par élémen ts �nis ( cf. c hapitre I I I). Elle di�ère de p eu sous sa présen tation de

la précéden te mais elle p ossède une in terprétation ph ysique en terme de bilan énergétique

sur le domaine que ne p ossède pas la première. C'est donc celle-ci que nous présen tons

main tenan t.

5.1 Princip e de la form ulation v ariationnelle

Comme nous l'a v ons men tionné ci-dessus, l'appro c he v ariationnelle n'est pas, du p oin t

de vue du mathématicien, rigoureusemen t équiv alen te à l'appro c he di�éren tielle. Celle-ci

p ossède en e�et l'incon v énien t de p ouv oir faire in terv enir des fonctions non dériv ables en

certains p oin ts. Ceci a p our conséquence d'emp êc her jusqu'à l'existence de solution p our

le problème direct, alors que la di�culté n'apparaît qu'en un p etit nom bre de p oin ts. En

particulier, la form ule d'éc hange de dériv ation de Green,

Z

u

@ v

@ s

ds = �

Z

v

@ u

@ s

ds; (I I.12)

n'a de sens que si

@ u

@ s

est dé�nie partout. Cette di�culté est surmon tée grâce à l'in tro-

duction de la dériv ation au sens faible, dans le cadre des distributions. Dans ce dernier

en e�et, l'éc hange de dériv ation (I I.12) est licite, ce qui p ermet de mon trer l'existence de

solutions dans des espaces de Sob olev . P our plus de détails à ce sujet, on p ourra se référer

à la bibliographie concernan t les distributions et la résolution des équations aux dériv ées

partielles, par exemple [Renardy et Rogers 1993 ] ou encore [Kardestuncer et coll. 1987 ].

Dans la suite, sauf en cas de nécessité, nous omettons de détailler les espaces d'apparte-

nance des distributions considérées, notre but étan t de faire comprendre � ph ysiquemen t �

le princip e de cette form ulation, utilisée en particulier dans [Kohn et McKenney 1990 ].

Nous détaillons ici cette form ulation.
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P our cela, partons de l'équation de colinéarité (I I.3). Comme on ne considère que des

conductivités strictemen t p ositiv es, on p eut dé�nir le v ecteur

~

� c := �

1 = 2

~ | � �

� 1 = 2

~

E = 0 ;

v ecteur homogène à la racine d'une puissance. Cette relation étan t v alable p our tout

M 2 
 , elle est équiv alen te à :

� :=

1

2

Z Z




h

~

� c;

~

� c i dx dy = 0

soit

�(

~

E ; ~ | ; � ) =

1

2

Z Z




j �

1 = 2

~

E � �

� 1 = 2

~ | j

2

dx dy = 0 :

Cette in tégrale signi�e l'équilibre global sur le domaine, à régime stationnaire, en tre la

puissance � p oten tielle � fournie par le c hamp électrique et la puissance � cinétique �

consommée par les c harges tra v ersan t le milieu. On p eut déjà remarquer que, p our ann uler

cette in tégrale, il � su�t � de la minimiser. C'est en ce sens que cette form ulation est

quali�ée de variationnel le . C'est bien sûr cette propriété que nous utilisons lors de la

résolution n umérique présen tée au c hapitre I I I. Nous p ouv ons main tenan t faire apparaître

très simplemen t les h yp othèses (I I.1) et (I I.2), grâce à leurs équiv alen ts (I I.9) et (I I.5) :

�( V ; I ; � ) =

1

2

Z Z




j �

1 = 2

� � !

grad V + �

� 1 = 2

(

� � !

grad I )

?

j

2

dx dy : (I I.13)

Dév elopp ons le carré sous l'in tégrale :

�( V ; I ; � ) =

1

2

Z Z




h

� j

� � !

grad V j

2

+ �

� 1

j

� � !

grad I j

2

+ 2 h

� � !

grad V ; (

� � !

grad I )

?

i

i

dx dy :

Le troisième terme de ce bilan d'énergie ne fait pas in terv enir la conductivité � . Il cor-

resp ond donc à l'énergie v enan t de l'extérieur p our comp enser la consommation d'énergie

(strictemen t p ositiv e) par e�et Joule à laquelle son t asso ciés les deux premiers termes.

La div ergence globale du troisième terme sous l'in tégrale est donc n ulle, ce que traduit la

form ule de Green [Da vies 1980 ] :

Z Z




h

� � !

grad V ; (

� � !

grad I )

?

i dx dy =

Z

�




j

V

@ I

�




I

@

~

t

ds �

Z

�




V

I

@ V

�




V

@

~

t

ds; (I I.14)

où

@

@

~

t

représen te la dériv ée tangen tielle orien tée dans le sens trigonométrique in v erse sur

�


 , ce qui fait apparaître, par la même o ccasion, les conditions aux limites. Il vien t donc :

�( V ; I ; � ) =

1

2

Z Z




� j

� � !

grad V j

2

dx dy (I I.15a)

+

1

2

Z Z




�

� 1

j

� � !

grad I j

2

dx dy (I I.15b)

+

Z

�




j

V

@ I

�




I

@

~

t

ds (I I.15c)

�

Z

�




V

I

@ V

�




V

@

~

t

ds; (I I.15d)
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ce qui donne, compte ten u de la form ule d'éc hange de dériv ation de Green (I I.12) sur

�


 ,

�( V ; I ; � ) =

1

2

Z Z




h

� j

� � !

grad V j

2

+ �

� 1

j

� � !

grad I j

2

i

dx dy +

Z

�




V

@ I

�




@

~

t

ds; (I I.16)

ce qui constitue la form ulation v ariationnelle du problème, à minimiser p our résoudre le

problème direct. Examinons main tenan t les propriétés analytiques, déduites à partir de

cette form ulation, de la solution du problème direct d'une part, puis de celle du problème

in v erse.

5.2 Propriétés de la solution du problème direct

Remarquons tout d'ab ord qu'il existe une in�nité d'écritures di�éren tes du t yp e

�


 =

�




V

[

�




I

, traduisan t une in�nité de form ulations v ariationnelles équiv alen tes p our (I I.15),

(I I.16) étan t le cas particulier de (I I.15) dans lequel les conditions aux limites sur

�


 ne

son t que des couran ts. Cette propriété, qui caractérise la stationnarité du régime en trée-

sortie en couran t, se traduit par l'� oubli � des conditions initiales d'excitation, donc, en

particulier, par l'indiscernabilité en tre les électro des qui � imp osen t � le couran t et celles

qui le � recueillen t � .

En pratique néanmoins, on p eut remarquer que, p our la résolution du problème direct,

on a in térêt à se placer dans un des deux cas où on imp ose des en trées de même nature :

soit � tout couran t � � comme (I I.16), soit � tout tension �. En e�et, sans p our autan t être

capable de trouv er une solution analytique au système, on s'ap erçoit que la résolution du

système se découple. Dans le cas tout c our ant ( [ I ; � ] ! V ) par exemple, où on minimise

(I I.16) en dériv an t � par rapp ort à V , il apparaît que la solution V

�

ne dép end pas de

I tout en tier mais du seul I

�




et récipro quemen t dans le cas tout tension . De plus, nous

p ouv ons noter ( cf. Fig. I I.2) que dans ce cas, la résolution du problème en I , si elle est

p ossible, p eut s'e�ectuer a v ec le même système que la résolution en V , en remplaçan t �

par �

� 1

et

�

I par �

�

V dans (I I.16).Cette symétrie s'a v ère en particulier très utile lors de

la v éri�cation de la métho de de résolution par élémen ts �nis.

V n I

�

I n �

�

V

� n �

� 1

Fig. I I.2 - Symétrie de la r ésolution du pr oblème dir e ct ave c la formulation inté gr ale.

L a r ésolution du pr oblème V ; � ! I s'e�e ctue ave c le même op ér ateur que le pr oblème

I ; � ! V , en p ermutant les entr é es à un signe pr ès et en inversant la c onductivité.

Nous présen tons main tenan t trois théorèmes p ermettan t de souligner certaines proprié-

tés imp ortan tes de la solution du problème direct. Les deux premiers théorèmes son t un
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rapp el des résultats classiques des solutions des EDP . P our plus d'informations, on p ourra

consulter des ouvrages tels que [Kardestuncer et coll. 1987 ] ou [Renardy et Rogers 1993 ].

Théorème I I.1 (Existence et unicité).

Dans le c adr e de l'hyp othèse tout couran t , si

�


 est un c ontour top olo giquement C

1

,

alors, moyennant une r é gularité su�sante de

�

I � i.e., tel le que l'é quation (II.16) ait un

sens, on a :

i. il existe une solution faible V minimisant (II.16) ;

ii. c ette solution est unique, à une c onstante additive pr ès ;

iii. el le a la même r é gularité que

�

I (i.e., app artient à un esp ac e de Sob olev de mêmes

de gr és que

�

I ).

Ce théorème app elle quelques commen taires. D'ab ord, d'après ii , on v oit que les condi-

tions aux limites dites natur el les sur

�

I ne su�sen t pas p our assurer l'unicité de la solution.

La condition de Diric hlet sur V , dite c ondition aux limites essentiel le , doit en fait être

fournie au minim um sur un p oin t (qui p eut tout à fait appartenir à l'in térieur

�


 de 
 ).

La form ulation di�éren tielle p ermet aussi de mon trer cette propriété puisque l'op érateur

laplacien � �ltre la mo y enne. Ensuite, d'après i , l'existence d'une solution faible signi�e

une solution au sens des distributions. Il faut souligner que les conditions de v alidité de

ce théorème demeuren t très générales. En e�et, dans la plupart des cas rencon trés en

pratique, la solution existe, non seulemen t au sens des distributions mais aussi au sens

des fonctions. C'est le cas en particulier lorsque

�


 est p olygonal ( cf. l'exemple de l'annexe

où

�


 est un carré),

Une autre propriété in téressan te caractérise la solution :

Théorème I I.2 (Princip e des extrema).

Comme p our de nombr eux pr oblèmes dont la formulation s'é crit sous la forme d'une

é quation aux dérivé es p artiel les el liptique du typ e � u = 0 , les distributions solutions V et

I , dites harmoniques , p ossè dent les pr opriétés suivantes :

� V et I sont b ornés ;

� leurs extr ema sont atteints sur la fr ontièr e

�


 .

Ce théorème est la traduction à deux dimensions (et plus) de la propriété selon laquelle

tout p oten tiel mesuré à l'in térieur d'un dip ôle passif tra v ersé par un couran t est compris

en tre les p oten tiels d'en trée et de sortie.

Le troisième théorème résulte d'une étude déjà plus sp éci�que réalisée en vue du

problème in v erse.
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Théorème I I.3 (Stabilité [Calderon 1980]).

L a fonctionnel le donné e p ar � 7!

�

V

�

I

est analytique, donc c ontinue.

Les théorèmes I I.1 et I I.3 attesten t donc que le problème direct, dans son expression

analytique, est bien p osé au sens de Hadamard, i.e., la solution existe, est unique (à une

constan te près) et con tin ue par rapp ort aux v ariables d'en trée � ici,

�

I (I I.1) et � (I I.3).

V o y ons main tenan t ce qu'il en est p our le problème in v erse.

5.3 Propriétés de la solution du problème in v erse

L'article [Calderon 1980 ] d'où est tiré le théorème I I.3 est à l'origine de nom breuses

études visan t à prouv er le caractère � bien p osé � du problème in v erse. La décennie 80

a vu successiv emen t paraître des articles tels que ceux de [Kohn et V ogelius 1984 ] et de

[Sylv ester et Uhlmann 1987 ] mon tran t, dans le cas m ultidimensionnel ( n > 3 ) et p our des

distributions de conductivité su�sammen t � douces � , que le problème in v erse est bien

p osé. Le cas le plus général a été démon tré dans [Alessandrini 1988 ] don t nous donnons

un énoncé simpli�é dans le théorème suiv an t :

Théorème I I.4 (Détermination stable de la conductivité).

Soient �

1

et �

2

deux distributions de c onductivité non dé génér é es. A lors, dans le c as

multidimensionnel ( n > 3 ), il existe C > 0 et � 2 ]0 ; 1[ tels que :

k �

1

� �

2

k 6 C

�

�

log[





 �

V

�

I

( �

1

) �

�

V

�

I

( �

2

)







]

�

�

� �

; (I I.17)

p ourvu que

�

V

�

I

( �

1

) et

�

V

�

I

( �

2

) soient su�samment pr o ches (cf. Fig. II.4).

Les normes utilisées son t les normes d'appartenance des grandeurs aux espaces de

Sob olev. Ce théorème fournit donc une ma joration établissan t l'unicité et la dép endance

con tin ue lian t la conductivité aux observ ations : le problème in v erse est donc lui aussi,

� bien p osé �. T outefois, on p eut remarquer que la fonction j log t j

� �

admet une dériv ée

in�nie en t = 0 , ce qui signi�e, si la ma joration est faite � au plus juste �, que l'on se

situe, parmi les cas � bien p osés �, à la limite de l'instabilité.

Nous n'a v ons pas relev é à ce jour, hormis p our une conductivité quasi constan te

([Sylv ester et Uhlmann 1987 ]), de démonstration équiv alen te p our le cas bidimensionnel.

Remarque I I.4 (Signi�cation pratique du théorème I I.4).

La p ortée pratique de ce résultat est limitée. En e�et,

�

V et

�

I ne son t pas parfaitemen t

accessibles, d'une part à cause du nom bre �ni d'électro des utilisées et d'autre part parce

que les grandeurs relev ées son t en tâc hées de bruit. De plus, on devine qu'il sera nécessaire,

p our p ouv oir fournir une estimation de b onne qualité de la conductivité, d'in tro duire plu-

sieurs jeux d'observ ations indép endan tes dans les métho des de reconstruction. Ce résultat

est néanmoins in téressan t car il donne, à l'a v ance, une idée de la di�culté et de la haute

instabilité n umérique des métho des d'in v ersion non régularisées en TIÉ.
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Fig. I I.3 - Thé or ème II.4 : c omp ortement qualitatif ( � = 0 : 2 ) du major ant de l'é c art r elevé

sur deux p otentiels observés en fonction de la distanc e sép ar ant les deux distributions de

c onductivité qui les ont génér é es. L e c our ant imp osé est le même p our les deux distribu-

tions de c onductivité. On observe bien une c ontinuité en 0 , ave c c ep endant une dérivé e

in�nie, r évélant la forte � c ontr ainte � exer c é e sur la fr ontièr e

�


 , laquel le doit ac cumuler

su�samment d'informations p our c ar actériser l'intérieur du domaine 
 .

6 Annexe : exemples de solutions analytiques

Nous présen tons ici deux des rares exemples où il existe des expressions analytiques

de la solution. Ces résultats p ermetten t de se donner, p our le cas général quelconque, des

rep ères sur le comp ortemen t qualitatif des grandeurs in v o quées.

6.1 Domaine 
 carré et conductivité � uniforme

P our ce calcul, partons des équations aux dériv ées partielles. Dans notre exemple

[Da vies 1980 ], on n'imp ose que des tensions de sorte que seules les équations (I I.6) et

(I I.7) son t nécessaires. Dans le cas où la conductivité est c hoisie uniformémen t égale à 1,

l'équation (I I.6) p eut être réécrite comme suit :

@

2

V

@ x

2

+

@

2

V

@ y

2

= 0 : (I I.18)

Les conditions aux limites c hoisies dans notre exemple son t les suiv an tes :

V (0 ; y ) = 0 ; (I I.19a)

V (1 ; y ) = 0 ; (I I.19b)

V ( x; 0) = 0 ; (I I.19c)

V ( x; 1) = sin � x; (I I.19d)
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a v ec ( x; y ) 2 [0 ; 1]

2

. La solution de cette EDP est calculable en séparan t les v ariables, i.e.,

en p osan t :

V ( x; y ) = U

1

( x ) U

2

( y ) :

Dès lors, (I I.18) s'écrit a v ec des dériv ées droites de U

1

et U

2

:

d

2

U

1

dx

2

( x ) U

2

( y ) +

d

2

U

2

dy

2

( y ) U

1

( x ) = 0 ;

ce qui équiv aut, p our tout p oin t où U

1

et U

2

son t non n uls, à :

U

0 0

1

( x )

U

1

( x )

= �

U

0 0

2

( y )

U

2

( y )

;

ce qui, étan t donnée l'indép endance des deux mem bres, implique que c hacun d'en tre eux

est une constan te :

U

0 0

1

( x )

U

1

( x )

= �

U

0 0

2

( y )

U

2

( y )

= �:

Nous a v ons donc deux systèmes séparés qui donnen t :

d

2

U

1

dx

( x

2

) = �U

1

( x ) ; (I I.20)

d

2

U

2

dy

( y

2

) = � �U

2

( y ) : (I I.21)

0

1

x1

y




Fig. I I.4 - Domaine c arr é ave c une distribution de c onductivité uniforme. Une solution

analytique est alors c alculable. Dans notr e exemple, où c'est la tension qui est imp osé e sur

�


 , c el le-ci est nul le sur tout le p érimètr e, sauf sur le c ôté sup érieur où el le est sinusoïdale.
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La résolution classique de ces équations di�éren tielles conduit à l'expression générale

suiv an te :

V ( x; y ) = A [exp (

p

�x ) + B exp ( �

p

�x )][exp (

p

� � y ) + C exp ( �

p

� � y ) ] : (I I.22)

Imp oser les trois premières conditions aux limites réduit la famille (I I.22) à la collection

dénom brable de solutions qui suiv en t :

V ( x; y ) = A sin n� x sh n� y ; n = 1 ; 2 ; 3 ; : : :

Dans le cas où n = 1 et y = 1 , cette expression s'écrit

V ( x; y ) = A sh � sin � x;

ce qui est v éri�é par la quatrième condition aux limites si

A =

1

sh �

:

L'expression analytique de l'unique solution est donc :

V ( x; y ) =

sin � x sh � y

sh �

: (I I.23)

On notera que si la quatrième condition aux limites n'est pas sin usoïdale mais quelconque,

une solution analytique est toujours en visageable par décomp osition de l'expression de

cette condition en série de F ourier [Renardy et Rogers 1993 ].

6.2 
 circulaire, � en chap e au

Ici, nous considérons, sur un domaine 
 circulaire paramétré par 0 6 r 6 1 et

� 2 [0 ; 2 � ] , une inhomogénéité circulaire en chap e au cen trée dé�nie par :

�

1

= �

1

( r ; � ) =

8

<

:

� si 0 6 r 6 R

1 si R < r 6 1 :

(I I.24)

Si la densité de couran t à la fron tière est décomp osable en série de F ourier :

j ( � ) =

1

X

n =1

C

n

cos n� + S

n

sin n� (I I.25)

alors, en p osan t

� =

� � 1

� + 1

; (I I.26)



54 CHAPITRE I I. MODÈLE ANAL YTIQUE DU PR OBLÈME DE TIÉ

la solution de � V = 0 , don t la démonstration rep ose sur la même métho de de séparation

des v ariables, est donnée par :

�

V ( � ; �

1

; j ) =

1

X

n =1

1

n

1 � �R

2 n

1 + �R

2 n

( C

n

cos n� + S

n

sin n� ) : (I I.27)

Cette expression est particulièremen t in téressan te ( cf. [Isaacson 1986] et [W ebster 1990 ])

car elle p ermet de déterminer le � p ouv oir séparateur� de l'exp érience de TIÉ, c'est-à-dire

la capacité, en fonction du RSB en sortie, de faire la distinction en tre une zone circulaire

de diamètre R de conductivité � et une zone de conductivité uniforme v alan t 1 .

R0 1 x

y




Fig. I I.5 - Domaine cir culair e 
 . L a distribution de c onductivité est en forme de chap e au :

� c onstante sur un disque c entr é de r ayon R , et valant 1 sur le r este du disque unité.

De plus, l'équation (I I.27) s'a v ère particulièremen t utile p our mesurer les erreurs de

discrétisation in tro duites lors de la résolution du problème par la métho de des élémen ts

�nis ( cf. c hap. I I I Ÿ 6.2).



Chapitre I I I

RÉSOLUTION DU PR OBLÈME DIRECT DE

TOMOGRAPHIE D'IMPÉD ANCE ÉLECTRIQUE

P AR LA MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINIS

1 In tro duction

N

ous a v ons vu dans le c hapitre I I qu'il n'existe pas, dans le cas général, de solution

explicite p our résoudre la form ulation analytique du problème direct de TIÉ. Il

faut donc utiliser une solution appro c hée n umériquemen t. Nous a v ons aussi remarqué que

la résolution du problème direct s'obtien t simplemen t par dériv ation de la form ulation

v ariationnelle (I I.16). En�n, dans le c hapitre I, nous a v ons vu que le mo dèle mathématique

complet comp orte, en amon t et en a v al du mo dèle analytique , des étages de mo délisation

des mesures p ermettan t d'in tégrer les observ ations (n umériques) que son t en TIÉ les

mesures de couran ts et de tension.

Dans le présen t c hapitre, nous commençons par présen ter le mo dèle de mesure n umé-

rique des distributions de couran t et de tension que nous adoptons. Ensuite, après une

brèv e description des mo dèles appro c hés en visageables, nous prop osons une appro xima-

tion de la form ulation v ariationnelle de TIÉ par la métho de des élémen ts �nis (MÉF).

Puis, à partir de cette appro ximation et du mo dèle de mesure, nous construisons le mo dèle

discr étisé de résolution du problème direct que nous utilisons dans la suite p our l'in v er-

sion. En�n, nous mon trons, aussi bien par des résultats quan titatifs que qualitatifs, que

la qualité d'appro ximation ainsi obten ue par la MÉF est su�san te en vue de la résolution

du problème in v erse.

La littérature générale sur la MÉF est ab ondan te. On trouv e nom bre d'ouvrages

de syn thèse tels que [Strang et Fix 1973 ], [Da vies 1980 ], [Marc houk et Ago c hk o v 1981 ],

[Kardestuncer et coll. 1987 ], [Zienkiewicz et T a ylor 1989], [Nedelec 1991 ]... La résolution

du problème TIÉ est un cas relativ emen t simple de mise en ÷uvre de la MÉF. Aussi, en

particulier dans [Da vies 1980 ], la résolution MÉF du problème TIÉ, est parfois donnée

en illustration, sans toutefois être grandemen t détaillée. Dans la littérature sp éci�que à

la TIÉ, lorsque les auteurs utilisen t la MÉF p our résoudre le problème direct, p eu de

détails, hormis dans [W ebster 1990], son t accordés à la présen tation de la résolution MÉF

55
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du problème direct. La MÉF est désormais considérée comme un outil conn u qui vien t

s'insérer dans la métho de d'in v ersion prop osée par l'auteur.

C'est p ourquoi nous c hoisissons de donner ici une présen tation détaillée de l'appro xi-

mation de (I I.16). Il nous a paru en e�et imp ortan t de dév elopp er les p oin ts suiv an ts :

� Nous op érons ici une discrétisation de la form ulation v ariationnelle (I I.16) par

la MÉF. Certaines propriétés son t conserv ées lors de cette appro ximation telles que la

dé�nie-p ositivité et le découplage couran t/tension. D'autres son t p erdues. En particulier,

on ne p eut plus ann uler exactemen t l'in tégrale (I I.16) dé�nie précédemmen t, ce qui v a

induire plusieurs mo dèles di�éren ts, quoique comparables, p our les observ ations.

� Ces mo dèles p ossèden t la propriété théorique de con v ergence v ers la solution exacte

lorsqu'on dimin ue la taille des élémen ts : l' err eur de discr étisation tend v ers zéro. Aussi,

p ourvu qu'on n'a joute pas d'appro ximation supplémen taire à celles e�ectuées lors de la

discrétisation, ces mo dèles d'observ ations préserv en t � naturellemen t � la dép endance non

linéaire des observ ations vis-à-vis de la conductivité.

� En pratique, cette propriété théorique de con v ergence est à temp érer par l'insta-

bilité n umérique due à la limitation des calculateurs : p our des hautes précisions, le mo-

dèle des observ ations p eut s'a v érer n umériquemen t instable par ampli�cation des err eurs

d'arr ondi . T outefois, nous mon trons que les métho des d'in v ersion ne requièren t pas une

précision telle qu'on ab outisse à des instabilités n umériques sur des calculateurs double-

précision. P ar conséquen t, l'iden ti�cation op érée au c hapitre I en tre le mo dèle discr étisé

et le simulateur numérique est v alable, si bien que le problème direct ne nécessite pas de

régularisation. De plus, sans utiliser une discrétisation excessiv emen t �ne, la MÉF fournit

des résultats d'une précision su�san te p our un coût de calcul très p eu élev é.

2 Mo délisation n umérique des mesures de couran t et

de tension

Nous optons ici p our la mo délisation n umérique des mesures la plus simple p ossible. Si

nous notons
�

v et
�

{ les v ecteurs con tenan t les

�

N mesures, nous considérons que ces v ecteurs

con tiennen t exactemen t les v aleurs éc han tillonnées resp ectiv es de

�

V et

�

I sur

�

N p oin ts de

la fron tière

�


 (p oin ts que l'on supp ose répartis de manière su�sammen t régulière p our

que les mesures aien t un sens). Cela revien t à c hoisir un � mo dèle parfait � d'électro de, i.e.,

d'une part des électro des de mesure de tension p onctuel les situés exactemen t aux p oin ts

de mesures a v ec une imp édance de sortie in�nie et d'autre part une cein ture d'électro des

con tin ue presque partout imp osan t le couran t en tre les p oin ts de mesure des couran ts a v ec

une imp édance d'en trée n ulle.

Hormis sa simplicité, cette mo délisation n umérique des mesures p ossède l'a v an tage

d'être directemen t discrétisable a v ec la MÉF si les n÷uds du domaine discrétisé son t

situés aux emplacemen ts des électro des de mesure des tensions tandis que les facettes

extérieures des mailles triangulaires ( cf. un p eu plus loin la �gure I I I.3) situées sur la
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fron tière corresp onden t exactemen t aux emplacemen ts d'imp osition con tin ue du couran t.

Cette mo délisation sous forme de c eintur e d'éle ctr o des est très pro c he de celle utilisée

dans [W ebster 1990 ] et [Hua et coll. 1991 ], à partir de laquelle les auteurs on t traité des

données réelles.

Le principal incon v énien t de cette mo délisation des mesures réside dans le fait qu'une

grande partie des métho des exp érimen tales se con ten te d'app oser des électro des sur 10 à

30 p ourcen ts de la fron tière. Le tra v ail présen t re�ète donc moins e�cacemen t les capa-

cités de traitemen t en visageables à partir de données obten ues a v ec ces métho des. T ou-

tefois, comme l'indiquen t (en tre autres) les tra v aux de [Cohen-Bacrie 1994 ] ou ceux de

[F o x et Nic holls 1997 ], la MÉF ou la métho de des di�érences �nies demeuren t encore dans

ce cas très adaptées à la construction du mo dèle direct de TIÉ.

Dans la suite de cette étude, nous nous plaçons donc dans ce cadre exp érimen tal

optimal que constitue la cein ture d'électro de de façon à p ouv oir étudier les meilleures

résolutions en visageables a v ec la TIÉ.

3 Mo dèles appro c hés existan ts en TIÉ

On trouv e dans la littérature une grande v ariété d'appro ximations p our la résolution

d'équations aux dériv ées partielles qui son t susceptibles d'être utilisées en TIÉ. Nous

p ouv ons les regroup er en trois catégories.

3.1 Les métho des analytiques

Les métho des analytiques consisten t à appro c her le mo dèle par des fonctions analy-

tiques tabulées (sin usoïdes, fonctions de Bessel ou de Green : : : ) su�sammen t complexes

p our décrire a v ec �délité la rép onse du système. Néanmoins, p our être v alables, elles

nécessiten t souv en t des h yp othèses particulières très fortes sur la forme du domaine et

sur la conductivité ( e.g., le domaine doit être circulaire ainsi que les inhomogénéïtés

[Isaacson 1986 ]). L'a v an tage, si ces h yp othèses son t v éri�ées, est que la résolution de l'in-

v ersion p eut se ramener à l'estimation d'un p etit nom bre de v ariables que l'on app elle

p ar amètr es en raison de la div ersité d'unités qui les caractérise : t ypiquemen t en TIÉ, le

ra y on (en m) et l'amplitude (en 
 .m) d'une inhomogénéité circulaire. C'est la raison p our

laquelle les métho des d'in v ersion construites à partir des mo dèles directs analytiques son t

quali�ées de p ar amétriques [W alter et Pronzato 1994 ]. T outefois, il arriv e que ces fonc-

tions soien t di�ciles à tabuler a v ec précision, surtout dans le cas où la tabulation ne p eut

être mise en o euvre qu'après les observ ations (si elle en dép end). Dès lors, un compro-

mis pr é cision / temps de c alcul in tervien t qui p eut faire p erdre en précision la qualité

que l'on tenait à garder a v ec des fonctions relativ emen t complexes. En TIÉ, on trouv era

des exemples d'appro ximations analytiques dans [Inman et coll. 1973 ] (domaines in�nis),

[Goussard 1992 ], [Dobson et San tosa 1994 ], [Somersalo et coll. 1991 ].
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3.2 Les métho des discr ètes

Au con traire des métho des précéden tes, les métho des discrètes appro c hen t le mo dèle

par pro jection sur une base de fonctions p olynômiales très simples (constan tes, d'ordre

1 ou 2) sur des morceaux du domaine lui-même discrétisé, app elés éléments don t les

sommets son t app elés n÷uds . Dans les métho des de di�ér enc es �nies (MDF), ce son t les

op érateurs di�éren tiels que l'on essaie d'appro c her tandis que dans les métho des d'éléments

�nis (MÉF), c'est directemen t la fonctionnelle qui est appro c hée par une fonction de base

don t le supp ort est l' élément . On p eut réin terpréter les MDF comme une MÉF don t

les fonctions de base s'apparen ten t à des dirac sur les n÷uds. Les MÉF et les MDF

con v ergen t v ers la solution exacte du système lorsque le nom bre d'élémen ts augmen te

mais aussi, p our les MÉF, lorsque l'ordre des fonctions de base augmen te. Ces métho des

se déclinen t donc sous de nom breuses formes. Nous désignons dans la suite par MÉF,

aussi bien les métho des d'élémen ts �nis prises dans leur ensem ble qu'une métho de MÉF

particulière. La relativ e simplicité de la MDF et de la MÉF les rend immédiatemen t

adaptées aux métho des d'imagerie, le pixel étan t alors dé�ni soit comme un élémen t soit

comme un n÷ud. L'incon v énien t de ces métho des réside bien sûr dans une plus grande

imprécision de l'appro ximation par rapp ort aux métho des analytiques. T outefois, ce défaut

ne se fait sen tir en pratique que p our un très faible nom bre d'élémen ts. En e�et, même

à faible nom bre d'élémen ts, un domaine quelconque est souv en t mieux représen té par un

mo dèle discret mais souple que par un mo dèle analytique puissan t mais rigide. En TIÉ,

c'est surtout la MÉF qui a été utilisée : [Murai et Kaga w a 1985 ], [W exler et coll. 1985 ],

[Y ork ey et coll. 1987 ], [W ebster 1990 ], [Kohn et McKenney 1990 ], [W o o et coll. 1992 ], : : :

Une autre métho de discrète a aussi été utilisée : la mo délisation par r ése au de r ésistanc es

é quivalentes . La construction de cette mo délisation à partir des loi de Kirc ho� est plus aisée

que la mise en ÷uvre de la MÉF. T outefois, la représen tation géométrique en résistances

et en circuits équiv alen ts (qui son t des élémen ts 1D) sem ble moins adaptée à l'imagerie

que la MÉF qui in tègre complètemen t les caractéristiques 2D du problème. P our plus de

détails sur ce t yp e de métho de, on p ourra se référer à [Price 1979 ] et [Dines et Lytle 1981 ].

Remarque I I I.1 (Deux grandes familles de MÉF).

Av an t de dév elopp er, soulignons qu'il existe deux grandes familles de métho des p our

construire des appro ximations par élémen ts �nis [Zienkiewicz et T a ylor 1989 ].

� On trouv e d'une part la métho de des r ésidus ou métho de des moments . Elle consiste

à décomp oser les équations sur des fonctions de base en les pro jetan t sur une famille de

fonctions de test [Harrington 1987 ]. Elle revien t algébriquemen t à essa y er d'ann uler un

pro duit scalaire, en résolv an t un système linéaire Ax = b . Dans le cas particulier de la

métho de de P etro v-Galerkin qui est la plus répandue, les fonctions de test son t sem blables

aux fonctions de base. Ces métho des son t surtout utilisées dans le cas où il n'existe pas

de form ulation v ariationnelle.

� On trouv e d'autre part les métho des variationnel les . Elles nécessiten t l'existence

d'une form ulation in tégrale don t la solution coïncide a v ec un p oin t stationnaire. Ces cas
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son t assez répandus : Ra yleigh a établi que ce princip e de stationnarité caractérise de

nom breux phénomènes de la ph ysique. La décomp osition sur des fonctions de base est

obten ue en ann ulan t un gradien t (métho de de Ritz), ce qui ab outit aussi à résoudre

un système linéaire. Ces métho des p ossèden t l'a v an tage, lorsque l'équation in tégrale est

p ositiv e (ce qui est le cas en TIÉ), de conduire systématiquemen t à une matrice A dé�nie

p ositiv e. Ceci p ermet de construire directemen t, non pas une appro ximation du mo dèle

direct mais une appro ximation de la form ulation v ariationnelle elle-même, laquelle induit

� naturellemen t � deux mo dèles discrets di�éren ts : un p ermettan t de calculer les tensions à

partir des couran ts au b ord (
�

{ ! v ), l'autre de calculer les couran ts à partir des tensions

au b ord (
�

v ! i ). L'utilisation conjoin te de ces deux appro ximations (duales) p ermet

d'év aluer, en discret, l'in tégrale p ositiv e � résiduelle � de la form ulation v ariationnelle,

ce qui o�re l'a v an tage de p ouv oir quan ti�er simplemen t la qualité d'appro ximation par

la MÉF. Dans la suite, nous présen tons donc de manière distincte l'appro ximation de la

form ulation v ariationnelle et les mo dèles discrets du problème direct qui en résulten t. P ar

ailleurs, p our la TIÉ, on p eut mon trer ([Zienkiewicz et T a ylor 1989 ]) que la métho de de

Galerkin construite à partir de l'EDP (I I.6) ne conduit qu'à un seul mo dèle discret
�

{ ! v ,

qui est exactemen t celui obten u à partir de la form ulation v ariationnelle.

3.3 Les métho des mixtes

Nous app elons métho de mixte tout compromis en tre les deux appro c hes précéden tes :

pallier la relativ e dé�cience de précision des métho des discrètes à faibles nom bre d'élé-

men ts tout en gardan t une souplesse d'adaptation au domaine 
 . On trouv e d'ab ord les

métho des de moments qui englob en t les métho des MÉF et MDF mais don t les fonctions

de base p euv en t être c hoisies a v ec un supp ort plus large allan t jusqu'au domaine discrétisé

tout en tier. Ces métho des son t souv en t utilisées conjoin temen t a v ec des fonctions (pré- ou

p ost-) tabulées comme les fonctions de Green iden ti�ées, par exemple, p our des applica-

tions en géoph ysique comme la tomographie de di�raction [Ho w ard et Kretzsc hmar 1986 ].

Ces métho des, qui son t algorithmiquemen t plus lourdes d'utilisation car elles n'engendren t

pas de matrices creuses comme la MDF ou la MÉF, son t p eu utilisées en TIÉ. On trouv e

en rev anc he en TIÉ, en tre autres, la métho de des éléments fr ontièr es (MÉF r), qui utilise

les propriétés analytiques de solutions calculées dans le cas où 
 est circulaire p our ap-

pro c her la conductivité par un ensem ble de p etites zones conductrices circulaires app elées

élémen ts fron tières ( cf. [Marsili et coll. 1992 ], [Mirab el et Marsili 1996 ]).
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4 Appro ximation discrète de la form ulation v aria-

tionnelle par la MÉF

Nous optons ici p our la MÉF, en raison de sa souplesse, de sa simplicité et de sa facilité

d'emploi en imagerie. De plus, dans la plupart des cas, sur des domaines discrétisés a v ec

quelques cen taines d'élémen ts, nous constatons que la précision de la métho de que nous

dév elopp ons se ramène à un rapp ort signal / bruit de mo dèle compris en tre (au pire) 40 et

70 dB, ce qui est non seulemen t amplemen t su�san t, mais qui constitue aussi une nette

amélioration (di�cilemen t quan ti�able) par rapp ort aux métho des analytiques, dans le

cas (réaliste) où les géométries du domaine et de la conductivité son t quelconques. En�n

et surtout, cette métho de conserv e la dép endance non linéaire des observ ations vis-à-vis

de la conductivité, ce qui doit p ermettre d'estimer des conductivités fort con trastées, p our

lesquelles les appro ximations linéaires ne son t plus v alables.

Ce paragraphe présen te la discrétisation de la form ulation v ariationnelle qui constitue

la première étap e en vue du calcul de l'appro ximation MÉF en TIÉ. Dans le paragraphe

Ÿ 4.1, nous c hoisissons p our la MÉF une appro ximation p olynômiale (d'ordre 1 p our V

et I et 0 p our � ) a v ec un maillage rep osan t sur une triangularisation du domaine. Ceci

nous p ermet, en Ÿ 4.4, de prop oser une écriture originale de la discrétisation MÉF de la

form ulation v ariationnelle destinée à :

� donner une écriture algébrique de la form ulation v ariationnelle � de l'équation

(I I.16) alors qu'habituellemen t, ce caractère algébrique n'in tervien t qu'à l'étap e suiv an te

qui est celle de la résolution ;

� mon trer, de manière simple, la dé�nie p ositivité de cette form ulation. Or, si �

est p ositif, il constitue un critère et c'est ce critère que l'on essaie, p our résoudre le

problème direct, d'ann uler en le minimisan t. La v aleur résiduelle (très pro c he de zéro) que

� prend après résolution p eut donc servir à donner une estimation simple de l'erreur de

discrétisation ( cf. Ÿ 6).

� donner à cette form ulation discrète une forme compacte a�n de faciliter l'étap e de

résolution et de mettre en évidence le rôle de la conductivité en vue du problème in v erse.

4.1 Choix de la structure MÉF

Les notations que nous adoptons ici son t pro c hes de celles adoptées dans [Da vies 1980 ].

Dans la MÉF une distribution f : 
 ! R est appro c hée par une somme de fonctions

p olynômiales don t le supp ort se limite à un élémen t. Comme ces élémen ts rev êten t souv en t

une forme simple (des triangles ou des rectangles en 2D), le domaine 
 est lui-même

appro c hé sous la forme d'un partitionnemen t p olygonal :




h

=

[

p




p
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où les 


p

, p = 1 ::P , son t les P élémen ts en question et l'indice h désigne, en notation MÉF

standard, le diamètre du plus grand élémen t sur 
 . Dès lors, la fonction f appro c hée par

f

h

s'écrit :

f

h

( x; y ) =

X

p j 


p

� 


h

f

p

( x; y ) ; (I I I.1)

où le supp ort de f

p

est 


p

. Cette écriture est encore puremen t formelle. P our rev êtir un

sens de décomp osition sur une base et p our que la MÉF con v erge, certaines conditions

son t nécessaires quan t à l'ordre des fonctions p olynômiales et à la forme du maillage

[Kardestuncer et coll. 1987 ]. Dans notre cas, retenons simplemen t que :

� Les appro ximations V

h

et I

h

doiv en t appartenir à C

0

(


h

) (ensem ble des fonctions

con tin ues sur 


h

) p our p ouv oir être dériv ées ;

� Les seules in tersections en tre élémen ts doiv en t être, soit des sommets, soit des côtés

adjac ents , i.e., comm un à l'élémen t en vis-à-vis sur toute leur longueur ( cf. Fig. I I I.1). Si

les élémen ts c hoisis son t des triangles, cette con train te p ermet de dé�nir une triangulation .

Fig. I I I.1 - Pour la métho de des éléments �nis à éléments quadr angulair es, le nombr e de

n÷uds doit êtr e de quatr e p ar mail le, c e qui inter dit la c on�gur ation ci-dessus c ar les deux

c ôtés ne sont p as c ommuns sur toute leur longueur.

P our appro c her les distributions I , V , et � , par des fonctions p olynômiales, il nous

faut donc c hoisir l'ordre des p olynômes et la forme de discrétisation du supp ort 
 .

4.2 Choix de l'ordre des fonctions de base et du t yp e de maillage

P our déterminer une appro ximation de la solution, nous minimisons donc le critère

�( V

h

) a v ec, p our expression de la fonction test V

h

appro ximation de V , une décomp osition

sur une base de fonctions de supp ort élémen taire :

V

h

( x; y ) =

X

p j 


p

� 


h

V

p

( x; y )

où p désigne une maille du domaine. Cette écriture est bien sûr repro duite p our I

h

( x; y )

et �

h

( x; y ) , appro ximations resp ectiv es de I et � .

La con tin uité est un élémen t essen tiel de notre problème. En e�et, en ce qui concerne

les couran ts, la ph ysique in terdit des discon tin uités le long des lignes d'écoulemen t. Aussi,
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l'ordre des fonctions I

h

et V

h

doit être au moins égal à 1 . Dans le cas où il v aut précisémen t

1, les fonctions V

h

et I

h

son t appro c hées par des p etits morceaux de plan : les v aleurs en

trois p oin ts su�sen t donc à dé�nir la fonction sur un élémen t, ce qui incite plutôt à mailler

par des triangles. L'ordre 2 nécessite 6 p oin ts par élémen t, l'ordre 3 en requiert 10 , : : :

On observ e en général que la complexité de calcul croît bien plus rapidemen t quand on

augmen te l'ordre que quand on augmen te la �nesse du maillage, à nom bre de p oin ts égal

([Nedelec 1991 ], [Da vies 1980 ]). Aussi apparaît-il préférable de c hoisir l'ordre 1 p our V

h

et I

h

, ce qui p ermet de resp ecter la con train te de con tin uité de ces fonctions.

En ce qui concerne la conductivité, plusieurs argumen ts inciten t au c hoix de l'ordre 0 .

La première est ph ysique : �

p

est ici le rapp ort des p en tes en tre I

p

et V

p

� normalemen t, il

est matriciel ( 2 � 2 ) mais dans le cas présen t isotrop e, il se ramène à un scalaire. Les p en tes

étan t appro c hées à l'ordre 1 , le plus simple est d'appro c her leur rapp ort à l'ordre 0 , c'est-à-

dire constan t par morceaux. Ceci s'a v ère d'un emploi plus simple p our les représen tations

graphiques, sans gêner la ph ysique puisqu'une conductivité p eut être discon tin ue. En�n,

des raisons de symétrie in terviennen t puisque �

� 1

, qui in tervien t aussi dans l'équation

(I I.16) et qui joue un rôle similaire à � , ne p eut être appro c hé par le même ordre que �

que si �

p

est pris constan t sur l'élémen t 


p

.

Fig. I I I.2 - appr oximation d'une r é gion p ar des éléments r e ctangulair es.

P our le c hoix du maillage, on p ense d'ab ord à tirer parti du système habituel de

co ordonnées cartésiennes en utilisan t des élémen ts rectangulaires. Un maillage rectangu-

laire sur un ob jet quelconque est représen té �gure I I I.2. On constate qu'a v ec ce t yp e de

maillage, naturel en MDF, la fron tière de notre maillage n'a pas du tout l'allure de la

fron tière réelle de l'ob jet, et qu'un découpage plus �n est préférable.

Si on est limité en nom bre d'élémen ts, la solution du maillage triangulaire, sc hémati-

sée �gure I I I.3, sans être b eaucoup plus délicate à mettre en ÷uvre, est nettemen t plus

satisfaisan te, d'autan t plus qu'elle est naturelle a v ec le c hoix de fonctions d'ordre 1 p our

I

h

et V

h

(puisque leur v aleur aux 3 sommets distincts d'un élémen t v on t su�r à dé�nir

l'appro ximation par un p etit morceau de plan). Nous c hoisissons donc de discrétiser 


a v ec un maillage triangulaire. Nous ne détaillons pas dans ce tra v ail les asp ects relev an t

de la construction de ces maillages à partir de la donnée du domaine 
 . Le lecteur souhai-
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Fig. I I I.3 - appr oximation d'une r é gion p ar des éléments triangulair es.

tan t approfondir cette question, (et désireux de dév elopp er des algorithmes de maillages

rapides et e�caces) p ourra se référer à l'ouvrage de syn thèse [George 1991 ].

Remarque I I I.2 (Décomp osition des fonctions I

h

, V

h

et �

h

sur une base).

P our la conductivité, on a l'écriture :

�

h

( x; y ) =

P

X

p =1

�

p

( x; y ) :

Ay an t c hoisi une appro ximation d'ordre 0, on p eut la réécrire sous la forme

�

h

( x; y ) =

P

X

p =1

�

p

1

p

( x; y )

où 1

p

( x; y ) est la fonction caractéristique sur 


p

. Les fonctions 1

p

constituen t donc une

base de l'ensem ble des fonctions constan tes par morceaux K

0

h

de 


h

. Les scalaires �

p

,

v aleurs de la conductivité sur les élémen ts 


p

, son t donc les co e�cien ts de la décomp osition

de �

h

sur K

0

h

.

En rev anc he, p our I

h

et V

h

, les écritures

I

h

( x; y ) =

P

X

p =1

I

p

( x; y )

et V

h

( x; y ) =

P

X

p =1

V

p

( x; y )

ne son t pas des décomp ositions sur l'ensem ble des fonctions a�nes par morceaux K

1

h

de 


h

. T outefois, la con train te d'adjacence men tionnée précédemmen t p ermet de trouv er

facilemen t une base de K

1

h

en les fonctions pyr amides �

n

, a�nes par morceaux, qui v alen t

1 au n÷ud n , 0 sur l'arête opp osée au sommet n (p our c haque élémen t a y an t n p our
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sommet), et n ulle en dehors de ces élémen ts. Alors, la décomp osition devien t :

I

h

( x; y ) =

N

X

n =1

i

n

�

n

( x; y )

et V

h

( x; y ) =

N

X

n =1

v

n

�

n

( x; y ) ;

où N désigne le nom bre de n÷uds et les scalaires i

n

et v

n

son t les v aleurs de I

h

et V

h

au

n÷ud n .

Ainsi, p our les fonctions d'ordre 0, la structure élémen taire p ertinen te est l' élément tan-

dis que p our les fonctions d'ordre 1, c'est le n÷ud qui constitue l'unité p ertinen te p our les

sommations. La di�culté réside donc dans l'utilisation sim ultanée des deux t yp es de fonc-

tions lors de l'appro ximation de (I I.16). P our résoudre cette di�culté, c'est l'in tro duction

d'un troisième outil, les co ordonnées triangulaires, qui facilite le plus les dév elopp emen ts.

4.3 In tro duction de co ordonnées triangulaires

Puisque nous c hoisissons de mailler 


h

a v ec des triangles, donnons quelques propriétés

des co ordonnées triangulaires, particulièremen t pratiques dans notre étude. Nous nous

con ten tons ici de repro duire les propriétés qui nous in téressen t. P our de plus amples

détails, on p eut se référer à [Da vies 1980 ].

Un p oin t M du plan p eut être rep éré par rapp ort au p -ième élémen t triangulaire par

ses trois co ordonnées triangulaires l

p

1

, l

p

2

et l

p

3

dé�nies comme suit :

l

p

i

:=

A

p

i

A

p

; i = 1 ; 2 ; 3 (I I I.2)

a v ec p our A

p

l'aire algébrique de l'élémen t 


p

(l'aire est p ositiv e si les p oin ts 1, 2 et 3

son t orien tés dans le sens trigonométrique) :

A

p

:=

1

2

�

�

�

�

�

�

�

�

1 x

p

1

y

p

1

1 x

p

2

y

p

2

1 x

p

3

y

p

3

�

�

�

�

�

�

�

�

; (I I I.3)

les ( x

p

i

; y

p

i

) étan t les co ordonnées des sommets, A

p

i

désignan t l'aire algébrique du triangle

dé�ni par le p oin t couran t M et les deux p oin ts opp osés au p oin t i . Ces co ordonnées

corresp onden t au cas particulier des co ordonnées barycen triques dév elopp ées dans le cas

de triangles. Les l

p

i

ne son t bien sûr pas indép endan ts puisque l

p

1

+ l

p

2

+ l

p

3

= 1 . On remarque

alors qu'un p oin t M appartien t à l'élémen t p ssi ses trois co ordonnées son t dans l'in terv alle

[0 ; 1] .
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�

�

�

�

3

l

1

= 0

l

1

= 1 = 3

l

1

= 1

�

�

�

�

2

M

�

�

�

�

1

Fig. I I I.4 - Intr o duction de c o or donné es b aryc entriques triangulair es. T out p oint M du

plan est c ar actérisé p ar ses 3 c o or donné es triangulair es ( l

1

; l

2

; l

3

) , dé�nies liné air ement,

r elativement à un triangle donné, de sorte que l

i

= 1 si M est le sommet i et l

i

= 0

sur l'ar ête opp osé e au sommet i . On choisit natur el lement d'utiliser p our le p oint M le

système de c o or donné es r elatif au triangle à l'intérieur duquel il se situe.

Les autres propriétés qui nous in téressen t son t celles qui les relien t aux co ordonnées

cartésiennes. En notan t x

p

= [ x

p

1

x

p

2

x

p

3

]

t

et l

p

= [ l

p

1

l

p

2

l

p

3

]

t

, les relations en tre ( x; y ) et

( l

p

1

; l

p

2

; l

p

3

) son t données par

x = x

p t

l

p

; (I I I.4a)

y = y

p t

l

p

(I I I.4b)

et récipro quemen t par

l

p

i

=

a

p

i

+ b

p

i

x + c

p

i

y

2 A

p

(I I I.5)

où

a

p

1

:= x

p

2

y

p

3

� x

p

3

y

p

2

; (I I I.6a)

b

p

1

:= y

p

2

� y

p

3

(I I I.6b)

et c

p

1

:= x

p

3

� x

p

2

; (I I I.6c)

a

p

2

; b

p

2

; c

p

2

et a

p

3

; b

p

3

; c

p

3

étan t déduits de a

p

1

; b

p

1

; c

p

1

par p erm utation circulaire. On en déduit

aussi les dériv ées de l

p

i

par rapp ort à x et à y :

@ l

p

i

@ x

=

b

p

i

2 A

p

; (I I I.7a)

@ l

p

i

@ y

=

c

p

i

2 A

p

: (I I I.7b)
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4.4 Écriture de l'appro ximation

Dans [Kohn et McKenney 1990 ], on trouv e une première utilisation explicite de la

form ulation discrétisée de l'in tégrale � donnée par (I I.16), les auteurs a y an t p our but, non

seulemen t de résoudre le problème direct en minimisan t � par rapp ort à V , mais aussi

le problème in v erse en le minimisan t par rapp ort à � ,

�

I et

�

V . Dans ce paragraphe, nous

réécriv ons cette discrétisation MÉF en détaillan t les asp ects que nous a v ons men tionnés

au début de ce paragraphe.

4.4.1 Écriture algébrique

P our écrire l'appro ximation de la form ulation v ariationnelle, plutôt que de partir de

(I I.16) comme dans [Kohn et McKenney 1990 ], nous préférons partir de (I I.13) . En ef-

fet, cela nous p ermet, d'une part, de mettre plus simplemen t en évidence la p ositivité

et d'autre part, d'in tro duire une écriture matricielle compacte. Écriv ons main tenan t l'ap-

pro ximation � de (I I.13) à partir des décomp ositions précéden tes :

�( V

h

; I

h

; �

h

) =

1

2

Z Z




h

�

�

�

�

1 = 2

(

� � !

grad V

h

) + �

� 1 = 2

(

� � !

grad I

h

)

?

�

�

�

2

dx dy ; (I I I.8)

qui, compte ten u du partitionnemen t des décomp ositions revien t à :

� =

1

2

P

X

p =1

Z Z




p

�

�

�

( �

p

)

1 = 2

(

� � !

grad V

p

) + ( �

p

)

� 1 = 2

(

� � !

grad I

p

)

?

�

�

�

2

dx dy : (I I I.9)

En p osan t

� �

p

x

:= ( �

p

)

1 = 2

@ V

p

@ x

� ( �

p

)

� 1 = 2

@ I

p

@ y

(I I I.10a)

� �

p

y

:= ( �

p

)

1 = 2

@ V

p

@ y

+ ( �

p

)

� 1 = 2

@ I

p

@ x

; (I I I.10b)

il vien t :

� =

1

2

P

X

p =1

Z Z




p

[( � �

p

x

)

2

+ ( � �

p

y

)

2

] dx dy : (I I I.11)

Comme nous a v ons c hoisi p our les V

p

( x; y ) et I

p

( x; y ) des p olynômes du premier degré,

nous p ouv ons écrire :

V

p

( x; y ) =

X

n 2 S ( p )

l

p

n

v

n

(I I I.12)

I

p

( x; y ) =

X

n 2 S ( p )

l

p

n

i

n

(I I I.13)
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où S ( p ) désigne l'ensem ble des indices des trois sommets de 


p

dans la n umérotation

globale des n÷uds tandis que v

n

et i

n

, n -ièmes comp osan tes des v ecteurs v et i , désignen t

resp ectiv emen t la tension et le couran t au n÷ud n ; l

p

n

est la co ordonnée triangulaire du

p oin t couran t ( x; y ) , � co ordonnée relativ e au même n÷ud n de l'élémen t 


p

. Rapp elons

que, puisque �

p

( x; y ) est c hoisi constan t sur 


p

, on p eut noter �

p

= �

p

, p -ième élémen t

du v ecteur � . En utilisan t les form ules de dériv ations (I I I.7), on obtien t alors :

� �

p

x

= �

1 = 2

p

X

n 2 S ( p )

b

p

n

v

n

2 A

p

� �

� 1 = 2

p

X

n 2 S ( p )

c

p

n

i

n

2 A

p

(I I I.14a)

� �

p

y

= �

1 = 2

p

X

n 2 S ( p )

c

p

n

v

n

2 A

p

+ �

� 1 = 2

p

X

n 2 S ( p )

b

p

n

i

n

2 A

p

; (I I I.14b)

où les b

p

n

et c

p

n

son t les b

p

i

et c

p

i

, ( i = 1 ; 2 ; 3 ) réindexés globalemen t de la même manière

que les l

p

i

. � �

p

x

et � �

p

x

son t des constan tes. L'in tégration de (I I I.11) sur c haque élémen t

ab outit donc à :

� =

1

2

P

X

p =1

[( � �

p

x

)

2

+ ( � �

p

y

)

2

] j A

p

j ; (I I I.15)

puisque A

p

est une aire algébrique. Nous in tro duisons alors les notations matricielles

suiv an tes :

B := ( b

pn

)

1 6 p 6 P

1 6 n 6 N

(I I I.16a)

C := ( c

pn

)

1 6 p 6 P ;

1 6 n 6 N

(I I I.16b)

où, rapp elons le, P est le nom bre d'élémen ts, N est le nom bre de no euds et

b

pn

:=

8

>

<

>

:

b

p

n

2

p

j A

p

j

si n 2 S ( p )

0 sinon

(I I I.17a)

et c

pn

:=

8

>

<

>

:

c

p

n

2

p

j A

p

j

si n 2 S ( p )

0 sinon :

(I I I.17b)

Les lignes des matrices B et C ne con tiennen t que trois élémen ts non n uls aux indices

des sommets de 


p

. B et C son t donc des matrices très cr euses . En notan t b

p �

et c

p �

les

v ecteurs con tenan t ces lignes, (I I I.15) devien t :

� =

1

2

X

p

f �

p

[( b

t

p �

v )

2

+ ( c

t

p �

v )

2

] + �

� 1

p

[( b

t

p �

i )

2

+ ( c

t

p �

i )

2

] g

+

X

p

f ( c

t

p �

v )( b

t

p �

i ) � ( b

t

p �

v )( c

t

p �

i ) g :
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En p osan t par ailleurs

�

�

:= diag ( � ) (I I I.18)

i.e., la matrice diagonale con tenan t les élémen ts du v ecteur � sur la diagonale, on a :

� =

1

2

( v

t

B

t

�

�

B v + v

t

C

t

�

�

C v + i

t

B

t

�

� 1

�

B i + i

t

C

t

�

� 1

�

C i )

� v

t

B

t

C i + v

t

C

t

B i ; (I I I.19)

qu'on p eut encore écrire :

� =

1

2

[ v

t

( B

t

�

�

B + C

t

�

�

C ) v + i

t

( B

t

�

� 1

�

B + C

t

�

� 1

�

C ) i ]

+ v

t

( C

t

B � B

t

C ) i (I I I.20)

ou bien

� =

1

2

h







�

1 = 2

�

B v � �

� 1 = 2

�

C i







2

+







�

1 = 2

�

C v + �

� 1 = 2

�

B i







2

i

; (I I I.21)

ce qui met en évidence le caractère dé�ni-p ositif de la form ulation v ariationnelle discrète.

4.4.2 F orme compacte de la discrétisation

Les form ules (I I I.19), (I I I.20) et (I I I.21) ne son t pas directemen t utilisables p our la

résolution du problème direct. P our in tro duire les conditions aux limites, il est préférable

de simpli�er l'écriture de C

t

B � B

t

C , grâce à la propriété suiv an te :

Propriété I I I.1 (F orm ule de Green discrète).

On a l'égalité suiv an te :

C

t

B � B

t

C = �

�

P

t

D

�

P ; (I I I.22)

où

�

P est la matrice (de taille

�

N � N ) de pro jection de l'ensem ble des n÷uds sur les n÷uds

de la fron tière et D est une matrice (

�

N �

�

N ) de di�érence. Si

�

N désigne l'ensem ble des

indices de N := f 1 ::N g désignan t les n÷uds de la fron tière, on a :

(

�

P )

ij

:=

8

<

:

1 si i = j et i 2

�

N ,

0 sinon.

(I I I.23)

D'autre part, si

~

N = f 1 ::

�

N g désigne ce même ensem ble d'indices

�

N réindexé de sorte que

les n÷uds fron taliers soien t classés con tin ûmen t en parcouran t

�




h

dans l'ordre trigono-

métrique, on a :

D

ij

:=

8

>

>

<

>

>

:

1

2

si j = i � 1 [

�

N ] ;

�

1

2

si j = i + 1 [

�

N ] ;

0 sinon ;

(I I I.24)
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En particulier, D est une matrice circulan te. Cette propriété s'in terprète comme la form ule

de Green discrète car, p our le dernier terme de (I I I.20), on obtien t:

v

t

( C

t

B � B

t

C ) i = �
�

v

t

D
�

{ ; (I I I.25)

ce qui ne fait plus in terv enir que les tensions et les couran ts de la fron tière.

Une démonstration de cette propriété est donnée en annexe à la �n de ce c hapitre.

Nous in tro duisons par ailleurs les notations suiv an tes :

�

�

:= B

t

�

�

B + C

t

�

�

C et (I I I.26a)

�

�

:= B

t

�

� 1

�

B + C

t

�

� 1

�

C : (I I I.26b)

Alors, on a la propriété suiv an te :

Propriété I I I.2 (No y au de �

�

et �

�

).

Les matrices �

�

et �

�

, de taille N � N , son t symétriques, dé�nies p ositiv es. De plus,

on a

K er ( �

�

) = K er ( �

�

) = f 1

N

g (I I I.27)

où 1

N

est le v ecteur de longueur N ne con tenan t que des 1.

Le caractère dé�ni p ositif des matrices �

�

et �

�

découle directemen t de leur dé�-

nition. La détermination du no y au est donnée en annexe. Comme, de plus, l'op érateur

de di�érence an tisymétrique D �ltre la mo y enne à droite comme à gauc he ( K er ( D ) =

K er ( D

t

) = f 1

�

N

g ), il apparaît que l'ensem ble de la form ulation discrète conserv e la pro-

priété d'éliminer la mo y enne en v et en i .

Ajoutons que la matrice �

�

est creuse elle aussi. En e�et, ( �

�

)

ij

n'est non n ul que

s'il existe un élémen t comm un p aux n÷uds i et j . Autremen t dit, à i �xé, le nom bre

de ( �

�

)

ij

non n uls v aut exactemen t le nom bre de v oisins du premier ordre du p oin t i ,

en comptan t ce dernier. Si la triangulation du domaine est régulière, ce nom bre v aut en

mo y enne 7 p our les n÷uds situés à l'in térieur du domaine (puisqu'un p oin t est comm un à

6 élémen ts), et 5 p our les n÷uds situés à la fron tière. La matrice �

�

est donc d'autan t plus

creuse que le nom bre de n÷uds est élev é ( cf. Fig. I I I.5). Cette propriété est imp ortan te

car elle p ermet d'alléger considérablemen t la c harge de calcul lors de la résolution. Nous

y rev enons dans le paragraphe consacré à la mise en ÷uvre.
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0 50 100 150 200 250 300
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nz = 1617

Fig. I I I.5 - Exemple de structur e matriciel le c onstruite à p artir d'un domaine de 300

n÷uds. L es p oints noirs r epr ésentent les éléments non nuls de la matric e �

�

( N � N ) ,

qui ne c ompte p as plus de 7 N p oints non nuls. �

�

est donc cr euse ici à 98 p our c ents.

Récapitulatif I I I.1 (F orm ulation v ariationnelle discrète).

En r ésumé, la r ésolution discr ète du pr oblème dir e ct se r amène à la minimisation de

la formulation variationnel le discr ète, laquel le pr end la forme c omp acte strictement

p ositive suivante :

� =

1

2

v

t

�

�

v +

1

2

i

t

�

�

i �
�

v

t

D
�

{ ; (I I I.28)

forme à laquel le sont asso cié es les notations suivantes :

� v , i : ve cteurs de tail le N c ontenant r esp e ctivement les tensions et les c ou-

r ants aux N n÷uds du domaine 


h

;

�
�

v ,
�

{ : ve cteurs de tail le

�

N c ontenant les r estrictions de v et i aux

�

N n÷uds

de la fr ontièr e

�




h

du domaine ;

� � : ve cteur de tail le P c ontenant les valeurs de c onductivité sur les P élé-

ments du domaine. Signalons que, hormis p our des P tr ès p etits (quelques unités),

on a

�

N < N < P ;

� D : matric e de di�ér enc e de tail le

�

N �

�

N , antisymétrique et cir culante ;

� �

�

et �

�

: matric es de tail le N � N , tr ès creuses , symétriques dé�nies

p ositives, dép endant liné air ement de � p our �

�

et de �

� 1

p our �

�

.
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5 Résolutions MÉF du problème direct

Main tenan t que nous disp osons, a v ec (I I I.28), d'une form ulation v ariationnelle discrète,

nous construisons les deux appro ximations discrètes du problème direct (
�

{ !
�

v et
�

v !
�

{ ).

Dans les deux cas, il s'agit d'un problème simple de résolution d'un système linéaire en

in tro duisan t une con train te scalaire. Dans [Da vies 1980 ] et [W ebster 1990 ], on trouv e une

présen tation succin te de ce calcul. Nous c hoisissons ici de le présen ter de manière détaillée,

en particulier parce que ce calcul nécessite de faire des c hoix : il faut d'une part imp oser

une condition aux limites essen tielle p our lev er l'indétermination du système, mais il est

aussi p ossible de faire en sorte que la matric e de rigidité qui est in v ersée dans le système

soit dé�nie p ositiv e, ce qui simpli�e par la suite la démonstration du théorème I I I.1.

Rapp elons que nous c herc hons à minimiser � qui est une in tégrale strictemen t p osi-

tiv e. Remarquons d'ab ord que la propriété de découplage que nous a v ons men tionnée au

c hapitre précéden t est conserv ée dans la form ulation discrète. En e�et, essa y ons de ré-

soudre le cas
�

{ ! v par di�éren tiation, i.e., de calculer le problème direct étendu v ( � ;
�

{ ) .

En ann ulan t le gradien t de � par rapp ort à v , on obtien t :

@ �

@ v

= 0 = �

�

v �

�

P

t

D
�

{ ; (I I I.29)

où les comp osan tes in térieures

�

{ de i n'in terviennen t pas. On a donc bien le découplage

en question. Le système d'équation �

�

v =

�

P

t

D
�

{ est dégénéré puisque �

�

est de rang

N � 1 . P our lev er cette dégénérescence, il su�t de �xer à l'a v ance une des comp osan tes de

la tension v ( e.g., à la fron tière, auquel cas on dit qu'on imp ose une c ondition aux limites

essentiel le ). P our cela, si n 2 N désigne l'indice du n÷ud auquel on �xe la tension, on

dé�nit :

w

t

n

:= [0 : : : 0 ; 1

n

; 0 : : : 0] et (I I I.30)

W

n

:= w

n

w

t

n

; (I I I.31)

matrice n ulle partout sauf p our ( i; j ) = ( n; n ) . Alors, le problème revien t à minimiser

� par rapp ort à v sous la con train te w

t

n

v = v

r ef

où v

r ef

est la tension de référence

imp osée au n-ième n÷ud. La résolution de ce système con train t a v ec la métho de des

m ultiplicateurs de Lagrange nous amène à in tro duire le coût secondaire ou lagr angien �

0

et le m ultiplicateur de Lagrange j dé�nis par :

�

0

( v ; j ) =

1

2

v

t

�

�

v +

1

2

i

t

�

�

i �
�

v

t

D
�

{ + j ( w

t

n

v � v

r ef

) : (I I I.32)

P ar construction, au p oin t selle du critère �

0

, la con train te est v éri�ée, ce qui implique que

(I I I.28) est minimisé. P ar ailleurs, la propriété I I I.2 nous garan tit l'existence et l'unicité
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de ce p oin t selle. On a donc en particulier en ce p oin t selle :

@ �

0

@ v

= 0 ) �

�

v �

�

P

t

D
�

{ + j w

n

= 0 ;

) w

t

n

( �

�

v �

�

P

t

D
�

{ + j w

n

) = 0 ;

) j

v

= w

t

n

(

�

P

t

D
�

{ � �

�

v ) :

En réinjectan t dans �

0

cette nouv elle con train te sur le lagrangien, il vien t :

�

0

( v ; j ( v )) =

1

2

v

t

�

�

v +

1

2

i

t

�

�

i �
�

v

t

D
�

{ + ( w

t

n

v � v

r ef

) w

t

n

(

�

P

t

D
�

{ � �

�

v ) ;

expression que, désormais, nous minimisons par rapp ort à v . Remarquons d'ab ord que,

p our toute matrice carrée M de taille N et p our tout v ecteur u de longueur N , on a les

propriétés :

( w

t

n

u ) M w

n

= u

n

M

� n

= M W

n

u et

( w

t

n

M u ) w

n

= u

n

M

n �

= W

n

M u :

Alors, on obtien t :

@ �

0

( v ; j ( v ))

@ v

= 0 = �

�

v �

�

P

t

D
�

{ � ( w

t

n

v � v

r ef

) �

�

w

n

+ w

t

n

(

�

P

t

D
�

{ � �

�

v ) w

n

= �

�

v �

�

P

t

D
�

{ � �

�

W

n

v � W

n

�

�

v + v

r ef

�

�

w

n

+ W

n

�

P

t

D
�

{ ;

soit

( �

�

� �

�

W

n

� W

n

�

�

) v � ( I

N

� W

n

)

�

P

t

D
�

{ + v

r ef

�

�

w

n

= 0 ; (I I I.33)

où I

N

est la matrice iden tité de taille N � N . La matrice ( �

�

� �

�

W

n

� W

n

�

�

) est

construite à partir de �

�

en lui soustra y an t sa n-ième ligne et sa n-ième colonne. Elle est

donc n ulle sur cette ligne et sur cette colonne, sauf en ( n; n ) . Aussi est-elle in v ersible par

blo cs � un blo c de taille 1 � 1 , un de taille ( N � 1) � ( N � 1) . T outefois, elle n'est plus

dé�nie-p ositiv e. Si on désire préserv er cette propriété, il su�t de remarquer que

W

n

�

�

W

n

v � v

r ef

W

n

�

�

w

n

= 0 (I I I.34)

lorsque v

n

= v

r ef

, i.e., lorsque la con train te est v éri�ée. On ne c hange donc pas la solution

lorsqu'on a joute 2 � (I I I.34) à (I I I.33), ce qui donne :

( �

�

� �

�

W

n

� W

n

�

�

+ 2 W

n

�

�

W

n

) v =

( I

N

� W

n

)

�

P

t

D
�

{ + v

r ef

(2 W

n

� I

N

) �

�

w

n

:

P osons

�

P

n

:= ( I

N

� W

n

)

�

P et (I I I.35a)

A

�

:= �

�

� �

�

W

n

� W

n

�

�

+ 2 W

n

�

�

W

n

: (I I I.35b)
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La matrice

�

P

n

est donc un op érateur pro jetan t sur la fron tière sauf sur le n-ième n÷ud, où

la v aleur pro jetée est toujours n ulle. Quan t à la matrice A

�

, app elée matric e de rigidité ,

elle p ossède les mêmes propriétés que �

�

� �

�

W

n

� W

n

�

�

, a v ec en plus la dé�nie

p ositivité puisqu'on p eut la réécrire sous la forme

A

�

= ( I

N

� W

n

) �

�

( I

N

� W

n

) + W

n

�

�

W

n

: (I I I.36)

P ar conséquen t, déterminer la solution du problème direct étendu
�

{ ! v revien t à résoudre

le système linéaire suiv an t :

A

�

v =

�

P

n

t

D
�

{ + v

r ef

(2 W

n

� I

N

) �

�

w

n

: (I I I.37)

Si, de plus, on c hoisit de prendre v

r ef

= 0 (ce que nous faisons par la suite), on parvien t

au mo dèle discret suiv an t p our le problème direct restrein t
�

{ !
�

v :

�
v =

�

P A

� 1

�

�

P

n

t

D
�

{ ;

ce qui, compte ten u de � l'écriture blo c � de A

�

, revien t à :

�
v =

�

P

n

A

� 1

�

�

P

n

t

D
�

{ :

En op éran t le même raisonnemen t dans le cas
�

v !
�

{ , en remarquan t que D

t

= � D

et en p osan t

G

�

:= �

�

� �

�

W

n

� W

n

�

�

+ 2 W

n

�

�

W

n

; (I I I.38)

ce qui se réécrit :

G

�

= ( I

N

� W

n

) �

�

( I

N

� W

n

) + W

n

�

�

W

n

: (I I I.39)

on ab outit à :

�
{ = �

�

P

n

G

� 1

�

�

P

n

t

D
�

v :

Puisque la matrice A

�

(resp. G

�

) est linéaire en � (resp. en �

� 1

), il en résulte que les

mo dèles
�

{ !
�

v et
�

v !
�

{ dép enden t non-linéairemen t de � (et de �

� 1

) en sortie.
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Récapitulatif I I I.2 (Résolutions du problème direct).

En r ésumé, les deux r ésolutions adjointes du pr oblème dir e ct (r estr eintes à la fr on-

tièr e) s'é crivent :

� Pour la r ésolution
�

{ !
�

v ,

�
v =

�

P

n

A

� 1

�

�

P

n

t

D
�

{ ; (I I I.40)

� et p our la r ésolution
�

v !
�

{ ,

�
{ = �

�

P

n

G

� 1

�

�

P

n

t

D
�

v ; (I I I.41)

ave c les notations suivantes :

�
�

v ,
�

{ : ve cteurs de tail le

�

N c ontenant les r estrictions de v et i aux

�

N n÷uds

de la fr ontièr e

�




h

du domaine ;

� D : matric e de di�ér enc e de tail le

�

N �

�

N , antisymétrique et cir culante ;

�

�

P

n

: matric e de tail le (

�

N � N ) dont la fonction est de ne r etenir que les

n÷uds de la fr ontièr e, sauf sur le n-ième où el le pr ojette 0, puisque la n-ième

c omp osante de v est imp osé e à zér o en tant c ondition aux limites essentiel le ;

� A

�

, G

�

: matric es de rigidité du système. Ces matric es de tail le ( N � N )

sont des A matric es blo cs B � un blo c de tail le N-1 et un blo c de tail le 1 en ( n; n ) .

El les sont c onstruites à p artir de �

�

et �

�

à p artir des é quations (III.36) et

(III.39). El les sont dé�nies p ositives et dép endent liné air ement de � p our A

�

et �

� 1

p our G

�

. Il en r ésulte que les mo dèles
�

{ !
�

v et
�

v !
�

{ dép endent non-

liné air ement de � (et de �

� 1

) en sortie.



6. Stabilité n umérique, con v ergence et précision des mo dèles directs 75

6 Stabilité n umérique, con v ergence et précision des

mo dèles directs

Désormais, nous disp osons, a v ec les équations (I I I.40) et (I I I.41), de mo dèles directs

appro c hés. Nous déterminons main tenan t dans quelle mesure nous p ouv ons les utiliser.

Plus précisémen t, dans ce paragraphe, nous établissons d'ab ord que les deux mo dèles

adjoin ts appro c hés son t n umériquemen t stables, de sorte que l' err eur de r ésolution se ra-

mène la plupart du temps à l'err eur de discr étisation ( cf. c hapitre I Ÿ 2). Nous présen tons

ensuite le théorème de con v ergence théorique de la MÉF. Ce résultat est toutefois très

général, puisqu'il ne p ermet pas de quan ti�er n umériquemen t l'erreur de discrétisation.

Il existe dans la littérature n umérique des métho des d'estimation a priori et a p osteriori

de cette erreur [Babusk a et Rhein b oldt 1978 ], [Babusk a et Rhein b oldt 1979 ]. T outefois,

l'utilisation et le dév elopp emen t de ces métho des se situen t hors du c hamp de l'étude pré-

sen te. Nous prop osons ici une démarc he in termédiaire de v alidation de la métho de. Nous

appuy an t sur des exemples n umériques ainsi que le second résultat analytique présen té

dans l'annexe c hapitre I I � 
 circulaire, conductivité � en c hap eau � � , nous étudions

l'év olution de l'erreur de discrétisation selon trois axes :

� la � �nesse � du maillage ;

� la � forme � de la distribution de conductivité ;

� la � forme � de la distribution de couran t d'en trée.

Cette présen tation est essen tiellemen t qualitativ e mais, en o�ran t à l'utilisateur des ordres

de grandeur sur les erreurs, elle p ermet de v alider l'emploi de la MÉF en TIÉ. Étan t donné

que les deux mo dèles appro c hés son t comparables dans leurs propriétés, nous c hoisissons,

sauf men tion explicite, d'étudier les propriétés du mo dèle
�

{ ! v .

6.1 Étude de la stabilité n umérique (erreurs d'arrondi)

P our établir la stabilité n umérique du problème direct, nous considérons deux causes

p ossibles d'incertitude sur la sortie
�

v : des incertitudes en conductivité � � et des incerti-

tudes en couran t �
�

{ , ce qui s'écrit :

�
v + �

�
v =

�

P

n

A

� 1

� + � �

�

P

n

t

D (
�

{ + �
�

{ ) : (I I I.42)

P our cela, nous p osons d'ab ord

[ �

�

]

4

:=

2

6

6

6

6

6

4

�

�

0 0 0

0 �

�

0 0

0 0 �

�

0

0 0 0 �

�

3

7

7

7

7

7

5



76 CHAPITRE I I I. RÉSOLUTION DU PR OBLÈME DIRECT P AR LA MÉF

et

Q :=

2

6

6

6

6

6

4

B ( I

N

� W

n

)

C ( I

N

� W

n

)

B W

n

C W

n

3

7

7

7

7

7

5

:

Alors, d'après les équations (I I I.26a) et (I I I.35b), on a directemen t

A

�

= Q

t

[ �

�

]

4

Q : (I I I.43)

En�n, p osons

� := Q

t

Q ; (I I I.44)

qui corresp ond au cas particulier de A

�

où � = 1

P

, i.e., où la conductivité est uniforme

et v aut 1. Alors, nous établissons la propriété suiv an te.

Théorème I I I.1 (Ma joration de l'erreur d'arrondi en sortie).

Nous pr enons les notations suivantes :

j � � j

max

= k � � k

1

= max

p

j � �

p

j ; (I I I.45)

�

min

= min

p

�

p

; (I I I.46)

�

max

�

= k � k

2

; (I I I.47)

�

min

�

=







�

� 1







� 1

2

: (I I I.48)

�

max

�

et �

min

�

sont donc r esp e ctivement la plus gr ande et la plus p etite valeur pr opr e de � .

A lors, si j � � j

max

< �

min

�

min

�

=�

max

�

, la norme de l'err eur d'arr ondi en sortie, dé�nie dans

l'é quation (III.42), est major é e p ar la r elation

k �
�

v k

2

6

�

max

�

j � � j

max

�

min

�

min

�

( �

min

�

min

�

� j � � j

max

�

max

�

)

k
�

{ k

2

+

k �
�

{ k

2

�

min

�

min

�

(I I I.49)

Nous démon trons ce théorème dans l'annexe 8.3. Le résultat imp ortan t que nous p ou-

v ons déduire est le suiv an t : si les op érations son t e�ectuées a v ec un calculateur double

précision, la �abilité du calcul du problème direct est de l'ordre de celle d'un calcul op éré

en simple précision. En e�et, si les grandeurs utilisées � et
�

{ son t normalisées autour de

1, les erreurs d'arrondi d'en trée, j � � j

max

et k �
�

{ k

2

, susceptibles d'in terv enir lors du calcul

du problème direct se situen t autour de 10

� 16

p our un calculateur double précision. En

particulier, si le conditionnemen t �

max

�

=�

min

�

(v oire de préférence le rapp ort �

max

�

=�

min

�

2

)

reste p etit i.e., 6 décades maxim um, on a j � � j

max

�

max

�

� �

min

�

min

�

si bien que l'on a :

k �
�

v k

2

.

�

max

�

j � � j

max

�

2

min

�

min

�

2

k
�

{ k

2

+

k �
�

{ k

2

�

min

�

min

�

:
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Si, à titre indicatif, on prend �

min

= 10

� 1

et �

min

�

= 10

� 3

(ce qui est justi�é dans l'utili-

sation qu'on fait par la suite), on obtien t :

k �
�

v k

2

.

10

6

j � � j

max

10

� 2

+

k �
�

{ k

2

10

� 1

10

� 3

. 10

8

j � � j

max

+ 10

4

k �
�

{ k

2

. 10

� 8

:

Ainsi, l'amplitude relativ e de l'erreur en sortie reste inférieure à 10

� 8

, ce qui confère à

la résolution MÉF du problème direct une marge de sûreté de l'ordre de la �abilité d'un

calcul en simple précision. L'ampli�cation maximale de ces erreurs, donnée par la form ule

(I I I.49), dép end donc essen tiellemen t de �

2

min

et des v aleurs propres de � , qui constitue,

en quelque sorte, la matric e de r éfér enc e du problème direct asso ciée à la discrétisation

que nous a v ons c hoisie.

En règle générale, le conditionnemen t des matrices de rigidité dans les métho des par

élémen ts �nis dép end fortemen t de la qualité du maillage. En particulier, dans le cas de

maillages triangulaires 2D, il apparaît que, plus les élémen ts son t éloignés de l'équilatéra-

lité, plus le conditionnemen t de la matrice � se dégrade [Zgainski et coll. 1997 ]. Comme

il su�t d'un élémen t distor du p our rendre le maillage impropre au calcul, il faut v eiller

au maillage dans sa globalité. Si on dév elopp e un générateur automatique de maillage

( cf. [George 1991 ]), on p eut, par exemple, con traindre le mailleur à n'accepter que des

élémen ts don t les angles aux sommets son t compris en tre 45 et 90 degrés.

Fig. I I I.6 - Utilisation de mail lages cir culair es p ar c ouches c onc entriques (MCCC). Ici,

le mail lage c ompr end 8 c ouches c onc entriques c e qui donne 145 n÷uds et 256 éléments.

A�n de donner une idée de l'ordre de grandeur de �

max

�

=�

min

�

2

p our un maillage quel-

conque, nous prop osons ici d'étudier le comp ortemen t de �

max

�

et �

min

�

en fonction du
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nom bre de mailles. P our cela, nous calculons ces grandeurs sur une famille de maillages

ne con tenan t pas d'élémen ts distordus. P ar souci de simplicité, nous c hoisissons une fa-

mille de mail lages cir culair es en c ouches c onc entriques (MCCC). Cette famille utilise

les propriétés géométriques du cercle p our prop oser itérativ emen t des maillages de taille

croissan te suiv an t le nom bre de couc hes ( cf. Fig. I I I.6).

Si c est le n uméro de la couc he couran te comptée à partir du cen tre, la couc he suiv an te

c + 1 s'enroule circulairemen t autour de la couc he c en a joutan t 8 c + 4 élémen ts � soit

4 c n÷uds � autour du maillage couran t. Si N

c

, N et P son t resp ectiv emen t, le nom bre

total de couc hes, le nom bre total de n÷uds et le nom bre total d'élémen ts, on obtien t les

relations :

N = 1 + 2 N

c

( N

c

+ 1) (I I I.50)

et P = 4 N

2

c

: (I I I.51)
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max/ l

Q
min

Nom bre de n÷uds N

Fig. I I I.7 - Évolution du c onditionnement de � en fonction du nombr e de n÷uds dans

le mail lage MCCC du domaine 
 . En tir etés ( �� ) , �

max

�

; en tr ait mixte ( �� ) , �

min

�

;

en tr ait plein ( � ) , le c onditionnement �

max

�

=�

min

�

. On c onstate une cr oissanc e lente (et

quasi-liné air e) du c onditionnement en fonction de N .

Les résultats du calcul de �

min

�

et �

max

�

en fonction du nom bre de n÷uds N son t rep ortés

sur la �gure I I I.7. On observ e d'ab ord une év olution quasi-linéaire des v aleurs propres

extrêmes en fonction de N : �

max

�

reste presque constan t tandis que �

min

�

est divisé par 10

lorsque le N est m ultiplié par 10. Si l'on considère que, lors des reconstructions, le nom bre

mo y en de n÷uds des domaines v aut 300, on obtien t ( cf. Fig. I I I.7) �

max

�

=�

min

�

2

� 5 = (10

� 2

)

2

et si l'on prend un �

min

de 10

� 2

, on obtien tà l'aide de l'équation (I I I.49) une ma joration

de l'erreur d'arrondi en sortie de l'ordre de 5 : 10

� 8

. P ar conséquen t, cette erreur est de

très loin inférieure à l'erreur de discrétisation du mo dèle par la MÉF, ainsi que l'attesten t
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les résultats qui suiv en t. Nous p ouv ons donc désormais confondre l'erreur de résolution et

l'erreur de discrétisation.

Op

ér
at
ion
s

en

vir
gu
le

�ot
ta
n

te

100 101 102 103
101

102

103

104

105

106

Nom bre de n÷uds N

Fig. I I I.8 - En tr ait plein ( � ) , évolution du c oût de c alcul de la r ésolution du système en

fonction du nombr e de n÷uds, ave c les MCCC ; en tr ait mixte ( �� ) , p our c omp ar aison, c oût

d'une multiplic ation de matric e pleine ( N � N ) p ar un ve cteur. Pour le nombr e de n÷uds

qui nous intér esse ( N > 100) , le c alcul de la r ésolution, s'avèr e donc p articulièr ement p eu

c oûteux.

Remarque I I I.3 (Mise en ÷uvre algorithmique et coût de calcul).

P our mettre en ÷uvre le problème direct, nous utilisons le logiciel Matlab

r

. La struc-

ture creuse de A

�

, prise en compte lors son sto c k age, p ermet d'accélérer grandemen t la

résolution du système linéaire. Le coût de ce calcul est remarquablemen t p eu élev é puis-

qu'il se situe en dessous du coût de calcul équiv alen t de l'appro ximation linéaire : pro duit

d'une matrice pleine ( N � N ) par un v ecteur ( cf. Fig. I I I.8). Le coût de résolution d'un

système linéaire plein est de l'ordre de O ( N

3

) op érations en virgule �ottan te. Comme ici,

le nom bre de p oin ts non n uls à l'in térieur de la matrice est inférieur à 7 N , on p eut, grâce

à des algorithmes itératifs de t yp e Gauss-Seidel, ab outir à un coût algorithmique ( cf. Fig.

I I I.8) de l'ordre de O ( N

2

) op érations en virgule �ottan te.

6.2 Propriété de con v ergence et étude de l'erreur de résolution

Nous a v ons déjà men tionné qu'à l'in v erse des appro ximations linéaires, l'appro xima-

tion MÉF p our la TIÉ con v erge théoriquemen t v ers la solution exacte de la form ulation

v ariationnelle. La vitesse de con v ergence est en fait caractérisée par le résultat suiv an t,

men tionné dans [Da vies 1980 ] :
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Théorème I I I.2 (T aux de con v ergence).

Une distribution de c our ant

�

I , liné air e p ar mor c e aux sur

�




P

N

, étant imp osé e à la fr on-

tièr e, nous notons E = V

�

�

^

V la di�ér enc e entr e r esp e ctivement la distribution exacte et

la solution MÉF appr o ché e. Si h est le diamètr e de la plus gr ande mail le du domaine, il

existe un r é el C > 0 , fonction des seules c ar actéristiques gé ométriques du domaine

�




P

N

,

tel que :

k E k

2

6 C h

2

: (I I I.52)

où la norme noté e k U k

2

de la distribution U est la norme asso cié e à l'esp ac e de Sob olev

H

1

(


h

) = W

1

2

(


h

) dé�nie p ar :

k U k

2

= [ h U; U i + h

� � !

grad U;

� � !

grad U i ]

1

2

; (I I I.53)

où le pr o duit sc alair e h U; V i est donné p ar :

h U; V i =

Z




U V dx dy : (I I I.54)

Ce résultat de con v ergence, en O ( h

2

) , souligne une con v ergence théorique rapide de la

métho de lorsque la taille des mailles dimin ue, quelle que soit la distribution de couran t

d'en trée et celle de conductivité. T outefois, il faut souligner que, comme la constan te C

dép end de

�




P

N

, ce résultat ne signi�e pas une décroissance monotone en fonction de h . En

fait, cette propriété de monotonie est a v érée dans le cas où la suite des

�




P

N

est constituée

de mailles successiv emen t em b oîtées les unes dans les autres. En outre, ce résultat n'est

pas tellemen t utile en pratique. En e�et, la détermination de C s'a v ère délicate d'une part

et assez p eu représen tativ e de la précision réelle de la métho de puisque, étan t globale sur

toutes les con�gurations � et
�

{ , elle constitue une très forte ma joration.

Une première manière très simple d'estimer la précision est d'utiliser un exemple dans

lequel on sait calculer la solution analytique p our comparer cette dernière a v ec le résul-

tat n umérique. Nous reprenons ici l'exemple du c hapitre I I Ÿ 6.2 : un domaine circulaire

uniforme de ra y on 1 comprenan t une discon tin uité cen trée, don t nous �xons le ra y on à

R =

1

2

. Nous imp osons, comme en trée en couran t, la distribution sin usoïdale monop ério-

dique dé�nie par

j ( � ) =

d

�

I

d

~

t

= C cos � + S sin � ;

de sorte que la sortie théorique devien t

�

V

�

( � ; �

1

; j ) =

1 � �R

2

1 + �R

2

( C cos � + S sin � ) ;

a v ec

� =

� � 1

� + 1

:
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P = 256 P = 1024

Fig. I I I.9 - Dans l'exemple du chap. II Ÿ 6.2, il existe une solution analytique du pr o-

blème dir e ct. Pour l'étude de la pr é cision de la discr étisation, nous c omp ar ons c es valeurs

ave c les r ésultats MÉF obtenus ave c des mail lages à di�ér entes r ésolutions � c ar actérisé es

p ar le nombr e d'éléments P � dans le c as R = 1 = 2 .

En utilisan t de nouv eau les MCCC, nous étudions l'écart en tre

^

�

V et

�

V

�

, d'une part en

fonction de � , d'autre part en fonction de N . Plus précisémen t, nous mesurons la distance

dé�nie par :

� ( � ) :=

[

P

N

n =1

(

�

V

�

n

�

^

�

V

n

)

2

]

1

2

[

P

N

n =1

(

�

V

�

n

)

2

]

1

2

:

Nous présen tons les résultats ( cf. Fig. I I I.10) obten us p our P = 64 ; P = 256 et P = 1024 ,

qui corresp onden t, en tre 64 et 256 puis en tre 256 et 1024 ( cf. Fig. I I I.9), à un ra�nemen t

de c haque maille en 4 sous-mailles.

On v éri�e d'ab ord que l'erreur de discrétisation dimin ue (d'en viron une demi-décade

par étap e de ra�nemen t). Nous constatons que l'in�uence de � (ou plus précisémen t

de log � ) est dissymétrique : les log-conductivités négativ es en traînen t une erreur d'ap-

pro ximation en viron 7 fois plus élev ée que les log-conductivités p ositiv es. P ar conséquen t,

sac han t que le mo dèle direct
�

v ! i génèrera un tableau exactemen t symétrique par rap-

p ort à l'asymptote v erticale d'équation � = 1 , on optera p our ce dernier si on sait à

l'a v ance que la conductivité de fond est plus élev ée que les inhomogénéités. La grande

similitude de l'allure des trois courb es con�rme la régularité de la vitesse de con v ergence

annoncée dans le théorème I I I.2.

P ar ailleurs, un examen atten tif de la �gure I I I.10 rév èle que nous n'y a v ons pas

rep orté la v aleur de � p our � = 1 . En e�et, celle-ci se situe autour de 10

� 15

quelle que

soit la résolution. Ceci s'explique, d'une part parce que la conductivité est uniforme et

d'autre part parce que le couran t injecté est sin usoïdal monop ério dique. Alors, et dans

cette situation seulemen t, les lignes de couran t son t parfaitemen t rectilignes. Dans ce cas,
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la MÉF don t le princip e est d'appro c her linéairemen t les lignes de couran t sur c haque

élémen t, devien t une discrétisation exacte et seules les erreurs d'arrondi in terviennen t.

L'utilisation d'une appro c he MÉF, même a v ec un p etit nom bre d'élémen ts, s'a v ère donc

particulièremen t précise p our les distributions de conductivité très p eu con trastées.

P our autan t, l'augmen tation du con traste ( i.e., de � ) n'en traîne pas une croissance

illimitée de l'imprécision du mo dèle puisque, p our � < 0 ; 1 et � > 3 , l'erreur de discrétisa-

tion attein t un palier. Dans des cas de résolution mo y enne (t ypiquemen t P = 256 ), p our

des distributions où � > 1 , on obtien t une précision � � 1 ; 5 10

� 3

ce qui donne un r app ort

signal à bruit de discr étisation (RSBD) qui v aut 20 log ( �

� 1

) � 55 dB, con tre 65 dB p our

un pas de résolution sup érieur ( � est en e�et dé�ni comme un rapp ort bruit sur signal).

�

(

�

)

10
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10
-2

10
-1

10
0

10
1

10
2

10
3

10
-4

10
-3

10
-2

10
-1

P =64

P =256

P =1024

�

Fig. I I I.10 - Dé cr oissanc e de l'err eur de discr étisation � ( � ) ave c l'ac cr oissement de la

r ésolution, dans le c as de l'exemple du chap. II Ÿ 6.2 � P étant le nombr e d'éléments du

mail lage. On noter a le c omp ortement asymétrique de c ette err eur p ar r app ort à l'asymptote

vertic ale d'é quation � = 1 .

Ces résultats son t v alables p our des distributions de couran t d'en trée
�

{ sin usoïdales

monop ério diques. Qu'advien t-il p our des distributions di�éren tes ? Il est plus délicat d'év a-

luer directemen t l'erreur de précision. Nous prop osons néanmoins de comparer les vitesses

de con v ergence à l'aide du r ésidu de la métho de v ariationnelle : puisqu'on disp ose de deux

mo dèles adjoin ts, on p eut enc haîner les calculs
�

{ ! v et
�

v ! i

0

. Ensuite, soit on compare

�
{ et

�
{

0

, soit, ce qui sem ble plus simple, on calcule le r ésidu dé�ni de la manière suiv an te :
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Dé�nition I I I.1 (Résidu).

Nous app elons r ésidu le scalaire strictemen t p ositif � , con tenan t la v aleur résiduelle

de � construite à partir de deux résolutions join tes enc haînées
�

{ ! v et
�

v (=

�

P v ) ! i

0

,

dé�ni par

� ( � ;
�

v ;

h

�

{

�

{

0

i

) := �( � ; v ;

h

�

{

�

{

0

i

) (I I I.55)

=

1

2

v

t

�

�

v +

1

2

h

�

{

�

{

0

i

t

�

�

h

�

{

�

{

0

i

�
�

v

t

D
�

{ : (I I I.56)

où

�

{

0

=

�

P i

0

est le v ecteur des couran ts situés strictemen t à l'in térieur du domaine 


h

,

v ecteur qui ne p eut être calculé qu'à partir de la seconde résolution
�

v ! i

0

.

(a) (b) (c)

Fig. I I I.11 - A l lur e des tr ois distributions d'entr é es (
�

{ ) utilisé es p our le c alcul des r ésidus :

à gauche (a) , distribution sinusoïdale ; au c entr e (b) , 2 mor c e aux de sinusoïde ; à dr oite

(c) , distribution triangulair e.

Les propriétés de cet estimateur de la précision son t, à notre connaissance, mal conn ue.

Néanmoins, plus le maillage s'a�ne, meilleure est l'appro ximation MÉF et donc plus

pro c he de 0 sera le résidu. Plutôt qu'une estimation de l'erreur de discrétisation, le résidu

fournit un estimateur comparatif de la vitesse de con v ergence en fonction de la �nesse du

maillage et de la distribution de couran t d'en trée.

Nous prop osons de comparer les év olutions du résidu p our trois distributions de cou-

ran t di�éren tes, de puissance normalisée ( cf. Fig. I I I.11). Dans le cas de l'en trée sin usoï-

dale monop ério dique, sur le même domaine circulaire de conductivité uniforme, le résidu

� , comme � ( � ) , est de l'ordre de 10

� 15

, quel que soit P . P ar ailleurs, nous présen tons le

comp ortemen t de ce dernier dans les quatre situations suiv an tes ( cf. Fig. I I I.12) :

� cas 1, + : conductivité uniforme, en trée de t yp e (b) ;

� cas 1, � : conductivité en chap e au ( R = 1 = 2 , � = 10 ), en trée de t yp e (a). Cela

corresp ond à la v erticale de la �gure I I I.10 p our � = 10 ;

� cas 1, � : conductivité en chap e au , en trée de t yp e (b).

� cas 2, � : conductivité uniforme, en trée de t yp e (c) ;
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10
1

10
2

10
3
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-3

10
-2

10
-1

cas 1

cas 2

r

Nom bre de n÷uds N

Fig. I I I.12 - Évolution du r ésidu en fonction du nombr e de n÷uds N . Dans le c as 1, les

entr é es de c our ant ont un sp e ctr e b ande étr oite � entr é e pr o che de la sinusoïde ; dans le

c as 2, le sp e ctr e est b e auc oup plus étendu � signal triangulair e en entr é e.

La première remarque que l'on p eut faire au vu de ces résultats, c'est que le résidu

con v erge bien v ers 0 comme prévu lorsque la taille des élémen ts décroît. Ensuite, il sem ble

que la précision de la résolution MÉF est plus directemen t sensible à la forme de la

distribution
�

{ qu'à la distribution de conductivité � . En e�et, dans le cas 1, où
�

{ rév èle

un con ten u sp ectral pauvre et basse fréquence, la décroissance du résidu est rapide tandis

que le cas 2, où
�

{ a un sp ectre plus étendu, la con v ergence s'a v ère plus len te. Ainsi,

sur le plan qualitatif, il est facile de deviner que de rapides v ariations de la distribution

de couran t en en trée on t tendance à créer des lignes de couran t qui reviennen t vite à

la fron tière en p énétran t très p eu le milieu. Celles-ci, à cause du très faible ra y on de

courbure qui les caractérise, nécessiten t donc un maillage plus �n p our être appro c hées

correctemen t. Au con traire, une plus grande précision sera obten ue a v ec des distributions

d'en trées qui v arien t plus len temen t. T ypiquemen t, les distributions monop ério diques,

tendan t à générer des lignes de couran t qui tra v ersen t le milieu de part en part, assuren t

la meilleure précision. Dépassan t le cadre du présen t tra v ail, une étude plus précise de

l'in�uence de la distribution d'en trée p eut être e�ectuée en analysan t le comp ortemen t de

l'op ération
�

{ !
�

{

0

, i.e., des v aleurs propres de l'op érateur H dé�ni par

H := �

�

P

n

G

� 1

�

�

P

n

t

D

�

P

n

A

� 1

�

�

P

n

t

D ; (I I I.57)

op érateur qui, si la discrétisation était parfaite, v audrait l'iden tité.

D'autre part, on observ e que la vitesse de décroissance du résidu est similaire à celle

de � ( � ) dans le cas 3, i.e., en viron une demi-décade par pas de résolution croissan te.

En comparan t les v aleurs du graphique, on p eut en tirer une règle empirique très simple
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d'estimation de � ( � ) :

� ( � ) �

�

2

: (I I I.58)

7 Conclusion : c hoix du mo dèle MÉF et c hoix des

en trées

P our conclure, il apparaît que les mo dèles MÉF en TIÉ réalisen t un très b on compromis

en tre la précision d'une part et le coût de calcul d'autre part. En e�et, ils fournissen t, p our

un domaine maillé a v ec N = 200 n÷uds, une sim ulation du mo dèle direct précise à en viron

50 dB p our un coût de O ( N

2

) op érations en virgule �ottan te. À ce stade de précision,

on p eut même a�rmer que l'h yp othèse la plus simpli�catrice (hormis la mo délisation des

électro des) est la mo délisation 2D en couran t con tin u d'une exp érience 3D e�ectuée a v ec

des couran ts quasi-statiques. Un e�ort d'a�nemen t du mo dèle en vue de réduire le bruit de

discrétisation au delà de 70 dB risque donc d'être ine�cace si c'est la �délité à l'exp érience

qui est rec herc hée. À cet égard, on retiendra qu'il p eut être préférable d'utiliser
�

{ !
�

v si

l'on sait à l'a v ance que la c onductivité de fond que l'on c herc he à reconstruire est moins

élev ée que celle des inhomogénéités qu'elle inclut, et vic e-versa .

Nous constatons par ailleurs, à partir de l'estimateur empirique que constitue le résidu

� , que la précision du mo dèle p eut dép endre de manière assez signi�cativ e de la nature de

la distribution d'en trée. Si un gain de 10 à 15 dB supplémen taires est absolumen t requis, il

p eut être en visageable d'en tenir compte d'un p oin t de vue exp érimen tal, dans la mesure

où cela ne risque pas d'a�ecter la qualité de l'estimation. Sur cette question, deux p oin ts

vue sem blen t en viseageables, selon les mo y ens de mise en ÷uvre don t on disp ose :

� Un p oin t de vue quantitatif qui en visage l'estimation de la conductivité dans le

cadre d'une optimisation d'exp érienc e . Il s'agit non seulemen t d'estimer la distribution

de conductivité mais aussi, en cours d'exp érience, de c hoisir des distributions d'en trée

susceptibles d'améliorer les résultats d'estimations. Ainsi, dans [Hua et coll. 1991 ], les

auteurs essaien t, itérativ emen t au cours de l'exp érience, d'imp oser des couran ts optimaux ,

i.e., qui maximisen t une distance app elée p ouvoir sép ar ateur dé�nie dans [Isaacson 1986 ].

Il est aussi en visageable d'incorp orer à ce t yp e de pro cédé, par exemple à l'aide du calcul

du résidu, un critère d'optimisation de précision n umérique du mo dèle en fonction des

couran ts d'en trée.

� Un p oin t de vue qualitatif , qui requiert moins de mo y ens, consiste à op érer le c hoix

des couran ts d'en trée à partir d'une analyse comp ortemen tale a priori sur les lignes de

couran t. Comme l'in térieur du domaine est plus di�cile à estimer que les b ords, on v eillera

à in tro duire des distributions susceptibles de générer des lignes de couran t p énétran t

profondémen t dans le milieu, t ypiquemen t, des distributions comprenan t une comp osan te

monop ério dique ( cf. Fig. I I I.13). Ensuite, on p ourra a jouter des comp osan tes spatialemen t
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plus A haute fréquence B p ouv an t améliorer la résolution de l'estimation dans des zones de

profondeur in termédiaire. Il s'agit surtout ici de trouv er un compromis en tre la ric hesse

des distributions d'en trée d'une part et la précision du mo dèle d'autre part.

(a) (b)

Fig. I I I.13 - In�uenc e de la distribution d'entr é e sur les lignes de c our ant. Nous r epr enons

l'exemple du chap. II Ÿ 6.2, discr étisé ave c un MCCC de P = 256 éléments, et une zone

c entr ale de c onductivité 10 fois sup érieur e au fond. En (a) , lignes de c our ant obtenues p ar

la MÉF ave c, p our distribution d'entr é e, une p ério de de sinusoïde ; en (b) , même c as ave c

quatr e p ério des de sinusoïde. On c onstate d'ab or d que dans le c as (a) que l'appr oximation

MÉF est plus pr é cise que dans le c as (b) � qualitativement, on s'attend en e�et à des

tr aje ctoir es non seulement c ontinues mais aussi dérivables p our les lignes de c our ant.

Ensuite, on observe dans le c as (a) que les lignes de c our ant p énètr ent plus pr ofondément

dans le milieu.

P our les métho des d'in v ersion qui son t présen tées dans la suite, nous adoptons le p oin t

de vue qualitatif . Les métho des d'in v ersions que nous prop osons fon t app el à plusieurs

jeux d'observations , i.e., plusieurs distributions d'en trée linéairemen t indép endan tes p our

estimer une même distribution de conductivité. P ar souci de simplicité, nous construisons

ces jeux en utilisan t des rotations successiv es d'une même distribution d'en trée autour de

�




h

. L'exemple (b) de la �gure I I I.11, construit à partir de deux morceaux de sin usoïdes,

est souv en t utilisé par la suite. Il est monop ério dique, d'un con ten u sp ectral ni trop ric he ni

trop pauvre, et ne con tien t pas de symétrie paire ou impaire. En e�et, en cas d'in v ariance

par rotation de la distribution de conductivité à estimer, l'indép endance des systèmes

linéaires MÉF à résoudre risque d'être a�ectée par rotations des distributions d'en trée.
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8 Annexe

8.1 Démonstration de la propriété I I I.1

P our démon trer l'égalité (I I I.22), on étudie 4 cas ( cf. Fig. I I I.14) di�éren ts de l'égalité

suiv an te :

( C

t

B � B

t

C )

ij

=

P

X

p =1

b

pi

c

pj

� c

pi

b

pj

:

i = j

3

ème

cas

ji

i

j

i

j

1

er

cas 4

ème

cas2

ème

cas

Fig. I I I.14 - F ormule de Gr e en discr ète. Quatr e c on�gur ations di�ér entes app ar aissent

p our les p air es ( i; j ) . Dans les tr ois pr emièr es, on obtient ( C

t

B � B

t

C )

ij

= 0 . Dans

la quatrième où l'ar ête ( ij ) est une ar ête fr ontièr e, on obtient �

1

2

selon l'orientation de

i ! j .

� 1

er

cas : aucun élémen t ne con tien t à la fois le n÷ud ( i ) et le no eud ( j ) . Alors, 8 i ,

b

pi

= 0 et 8 j , c

pj

= 0 donc ( C

t

B � B

t

C )

ij

= 0 ;

� 2

ème

cas : i = j . On a immédiatemen t

( C

t

B � B

t

C )

ii

=

P

X

p =1

b

pi

c

pi

� c

pi

b

pi

= 0 ;

� 3

ème

cas : ( ij ) forme une arête comm une à 2 élémen ts adjacen ts ( p

1

) et ( p

2

) . Notons

( k

1

) et ( k

2

) les indices des deux autres sommets resp ectifs de ces élémen ts. Alors,

( C

t

B � B

t

C )

ij

= b

p

1

i

c

p

1

j

� c

p

1

i

b

p

1

j

+ b

p

2

i

c

p

2

j

� c

p

2

i

b

p

2

j

=

1

4 j A

p

1

j

[( y

k

1

� y

j

)( x

k

1

� x

i

) � ( y

i

� y k

1

)( x

j

� x

k

1

)] +

1

4 j A

p

2

j

[( y

k

2

� y

j

)( x

k

2

� x

i

) � ( y

i

� y k

2

)( x

j

� x

k

2

)] :

En dév eloppan t l'aire j A

p

1

j a v ec la form ule (I I I.3) d'une part, et en supp osan t que le

p ourtour i ! j ! k

1

est orien té dans le sens trigonométrique d'autre part, on obtien t
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p our le premier terme du mem bre de droite :

1

4 j A

p

1

j

[ : : : ] =

1

2

y

k

1

x

k

1

� x

i

y

k

1

� y

j

x

k

1

+ y

j

x

i

� y

i

x

j

+ y

i

x

k

1

+ y

k

1

x

j

� y

k

1

x

k

1

j � x

i

y

k

1

� y

j

x

k

1

+ y

j

x

i

� y

i

x

j

+ y

i

x

k

1

+ y

k

1

x

j

j

=

1

2

A

p

1

j A

p

1

j

:

P our le second terme, le triangle i ! j ! k

2

est orien té dans le sens con traire, ce qui

donne :

1

4 j A

p

2

j

[ : : : ] =

1

2

A

p

2

j A

p

2

j

= �

1

2

A

p

1

j A

p

1

j

; d'où :

( C

t

B � B

t

C )

ij

= 0 ;

� 4

ème

cas : l'arête ( ij ) est une arête fron tière. Dans ce cas, on se retrouv e dans l'une

des deux situations du cas précéden t, ce qui donne �nalemen t :

( C

t

B � B

t

C )

ij

=

8

<

:

1

2

si i ! j est dans le sens trigonométrique,

�

1

2

si i ! j est dans le sens con traire.

En résumé, le seul cas de non n ullité p our la matrice C

t

B � B

t

C in tervien t p our des

paires d'indices corresp ondan t à des p oin ts adjacen ts de la fron tière. P ar conséquen t, en

in tro duisan t la matrice de di�érence D dé�nie en (I I I.24) et la matrice de pro jection sur

la fron tière

�

P donnée en (I I I.23), on ab outit �nalemen t à l'équation (I I I.22) :

C

t

B � B

t

C = �

�

P

t

D

�

P :

8.2 Démonstration de la propriété I I I.2

Nous démon trons ici que, p our tout � , f 1

N

g est le no y au de �

�

et �

�

. On op ère ici

la démonstration sur �

�

, le raisonnemen t étan t exactemen t iden tique p our �

�

.

Soit u un v ecteur propre de �

�

p our la v aleur propre n ulle. Puisque �

�

est dé�nie

p ositiv e, ceci est équiv alen t à :

u

t

�

�

u = 0 :

Or, l'équation (I I I.26a) dé�nissan t �

�

p eut se réécrire :

�

�

=

h

B

t

C

t

i

2

4

�

�

0

0 �

�

3

5

2

4

B

C

3

5

:

Donc, u est un v ecteur propre de �

�

p our la v aleur propre n ulle ssi :

�

1 = 2

�

B u = 0

P

et �

1 = 2

�

C u = 0

P

;
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ce qui, compte ten u du caractère diagonal de �

�

(donc de �

1 = 2

�

) et du caractère stricte-

men t p ositif (donc non n ul) des �

p

, est équiv alen t à :

B u = 0

P

(I I I.59)

et C u = 0

P

: (I I I.60)

Désormais, il n'est pas di�cile de v oir que u = 1

N

v éri�e la condition (I I I.60). En

e�et, rapp elons que les matrices B et C son t des matrices creuses don t les élémen ts son t

donnés par :

b

pn

:=

8

>

<

>

:

b

p

n

2

p

j A

p

j

si n 2 S ( p )

0 sinon

(I I I.61a)

et c

pn

:=

8

>

<

>

:

c

p

n

2

p

j A

p

j

si n 2 S ( p )

0 sinon :

(I I I.61b)

où S ( p ) désigne les indices des trois sommets de l'élémen t 


p

. Chaque ligne des matrices

B et C ne comprend donc que trois élémen ts non n uls qui, à un facteur près, son t les

b

p

n

et les c

p

n

. Rapp elons la dé�nition des ces dernieres données lors de l'in tro duction des

co ordonnées barycen triques. Dans un triangle don t les sommets son t n umérotés n

1

, n

2

et

n

3

,

b

p

n

1

= y

p

n

2

� y

p

n

3

(I I I.62a)

et c

p

n

1

= x

p

n

3

� x

p

n

2

; (I I I.62b)

b

p

n

2

; c

p

n

2

et b

p

n

3

; c

p

n

3

étan t déduits de b

p

n

1

; c

p

n

1

par p erm utation circulaire. Les b

p

n

et c

p

n

représen tan t donc les di�érences d'ordonnées et d'abscisses des trois côtés d'un élémen t,

il est clair que, p our tout p = 1 ::P , on a :

3

X

i =1

b

p

n

i

= 0

et

3

X

i =1

c

p

n

i

= 0

ce qui se réécrit matriciellemen t par

h

b

n

1

b

n

2

b

n

3

i

1

3

= 0 (I I I.63)

h

c

n

1

c

n

2

c

n

3

i

1

3

= 0 (I I I.64)

soit encore, globalemen t,

B 1

N

= 0

P

(I I I.65)

et C 1

N

= 0

P

: (I I I.66)
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ce qui signi�e que u = 1

N

v éri�e la condition (I I I.60).

Mon trons main tenan t que si u est v ecteur propre de �

�

p our la v aleur propre n ulle,

alors il existe un scalaire � tel que u = � 1

N

. Soit p 2 f 1 ; : : : ; P g . Notons, de même que

précédemmen t n

1

, n

2

et n

3

les indices des sommets de 


p

et p osons :

b

p

3

:=

h

b

n

1

b

n

2

b

n

3

i

t

c

p

3

:=

h

c

n

1

c

n

2

c

n

3

i

t

et u

p

3

:=

h

u

n

1

u

n

2

u

n

3

i

t

:

Alors, de même que p our l'équation (I I I.64), on a

b

p

3

t

u

p

3

= 0

et c

p

3

t

u

p

3

= 0 ;

ce qui signi�e que, dans un espace v ectoriel tridimensionnel, u

p

3

est à la fois orthogonal à

b

p

3

et c

p

3

. Or, si l'élémen t 


p

n'est pas dégénéré ( i.e., p ossède une surface non n ulle), b

p

3

et

c

p

3

ne p euv en t être colinéaires, � en se plaçan t dans un système de co ordonnées ann ulan t

une comp osan te b

n

1

, on se rend compte que l'autre comp osan te c

n

1

est nécessairemen t

non n ulle. Donc b

p

3

et c

p

3

dé�nissen t un plan v ectoriel P

p

3

et u

p

3

? P

p

3

. Mais l'équation

(I I I.64) donne pareillemen t 1

3

? P

p

3

. P ar conséquen t, il est nécessaire que 1

3

et u

p

3

soien t

colinéaires. Il existe donc un réel �

p

tel que

u

p

3

= �

p

1

3

:

Ensuite, considéran t tous les élémen ts d'indices p

n

a y an t p our sommet le n÷ud n , il

est nécessaire que tous les �

p

n

aien t la même v aleur puisque u

n

= �

p

n

. En rép étan t ce

raisonnemen t de pro c he en pro c he sur tous les n÷uds con tenan t des élémen ts adjacen ts,

il apparaît qu'il existe un réel � , unique, tel que :

8 p 2 f 1 ; : : : ; P g ; �

p

= � ;

ce qui ab outit à

u = � 1

N

:

D'où la propriété I I I.2 :

K er ( �

�

) = K er ( �

�

) = f 1

N

g :
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8.3 Démonstration du théorème I I I.1

Rapp elons p our commencer que le problème direct (éq. (I I I.40)) s'écrit :

�
v =

�

P

n

A

� 1

�

�

P

n

t

D
�

{ ;

et que l'équation dé�nissan t les v ariations en sortie (I I I.42) s'écrit :

�
v + �

�
v =

�

P

n

A

� 1

� + � �

�

P

n

t

D (
�

{ + �
�

{ ) :

On obtien t donc

�
�

v =

�

P

n

( A

� 1

� + � �

� A

� 1

�

)

�

P

n

t

D
�

{ +

�

P

n

A

� 1

� + � �

�

P

n

t

D �
�

{ : (I I I.67)

La démonstration consiste donc à normer les matrices qui in terviennen t et à utiliser la

ma joration k M u k 6 k M k k u k , a v ec k M k :=

p

r ( M

t

M ) , où r désigne le ra y on sp ectral

(sauf men tion explicite, les normes utilisées dans cette démonstration son t des normes 2).

Remarquons d'ab ord que






�

P

n







= 1 puisque

�

P

n

t

�

P

n

est une matrice diagonale ne

con tenan t que des 1 excepté un 0 en ( n; n ) , n 2 [1 ::

�

N ] . D'autre part, D étan t une matrice

circulan te, D

t

D l'est aussi. Sac han t que les v aleurs propres d'une matrice circulan te son t

les co e�cien ts de la transformée de F ourier discrète de sa première ligne, on démon tre

facilemen t que les v aleurs propres de D

t

D s'écriv en t :

�

k

=

1

2

�

1 � cos

4 � k

�

N

�

; n 2 [1 ::

�

N ] ;

ce qui donne k D k 6 1 .

P ar ailleurs, puisque A

�

est dé�nie p ositiv e, on a

�

max

A

�

= sup

k v k =1

v

t

A

�

v = k A

�

k

et �

min

A

�

= inf

k v k =1

v

t

A

�

v =







A

� 1

�







� 1

;

qui son t resp ectiv emen t la plus p etite et la plus grande v aleur propre de A

�

. La matrice

Q admet une décomp osition en v aleurs singulières (les �

�

) de sorte que

8 v t : q : k v k = 1 ; �

min

�

6 k Q v k

2

6 �

max

�

(I I I.68)

car � = Q

t

Q est hermitienne et in v ersible. D'autre part, puisque [ �

�

]

4

est une matrice

diagonale ne con tenan t que les v aleurs de � , on a

8 v t : q : k v k = 1 ; �

min

=










[ �

�

]

�

1

2

4










� 2

6










[ �

�

]

1

2

4

Q v










2

k Qv k

2

6










[ �

�

]

1

2

4










2

= �

max

: (I I I.69)
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En m ultiplian t (I I I.68) par (I I I.69) et en remarquan t que v

t

A

�

v =










[ �

�

]

1

2

4

Qv










2

, on

obtien t :

�

min

�

min

�

6 k [ �

�

]

4

Qv k

2

6 �

max

�

max

�

;

soit exactemen t 8 v t : q : k v k = 1 ,

�

min

�

min

�

6







A

� 1

�







� 1

6 v

t

A

�

v 6 k A

�

k 6 �

max

�

max

�

: (I I I.70)

De ces encadremen ts, nous retenons les deux premières ma jorations qui nous in téressen t :







A

� 1

�







6

1

�

min

�

min

�

(I I I.71)

et







A

� 1

� + � �







6

1

( � + � � )

min

�

min

�

6

1

�

min

�

min

�

: (I I I.72)

Il nous reste donc à trouv er une ma joration de







A

� 1

� + � �

� A

� 1

�







. P our cela, nous éta-

blissons d'ab ord le lemme suiv an t.

Lemme I I I.1. Soit deux matrices A

1

et A

2

réelles. On supp ose A

1

in v ersible et A

2

symé-

trique, se décomp osan t sous la forme A

2

= R

t

� R , a v ec � matrice diagonale in v ersible.

Alors, si







R

t

R







k � k







A

� 1

1







< 1 on a la ma joration suiv an te :







( A

1

+ A

2

)

� 1

� A

� 1

2







6







A

� 1

1







2

1 �







R

t

R







k � k







A

� 1

1







: (I I I.73)

Démonstr ation. Le lemme d'in v ersion matricielle, appliqué à A

1

+ A

2

, nous donne :

( A

1

+ A

2

)

� 1

� A

� 1

2

= � A

� 1

1

R

t

( �

� 1

+ RA

� 1

1

R

t

)

� 1

R A

� 1

1

:

Nous p ouv ons donc écrire :







( A

1

+ A

2

)

� 1

� A

� 1

2







6







A

� 1

1







2







R

t

( �

� 1

+ R A

� 1

1

R

t

) R







6







A

� 1

1







2







R

t

R













( �

� 1

+ RA

� 1

1

R

t

)

� 1







6







A

� 1

1







2







R

t

R







k � k







( I + � RA

� 1

1

R

t

)

� 1







:

Or, par h yp othèse,

0 < 1 �







R

t

R







k � k







A

� 1

1







< 1 �







� RA

� 1

1

R

t







< 1 � �

max

( � R A

� 1

1

R

t

)

puisque, p our une matrice quelconque B , on a

j �

B

j 6 k B k :
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P ar conséquen t, 8 v 2 R , on a

0 < 1 �

�

�

v

t

� R A

� 1

1

R

t

v

�

�

< v

t

( I + � R A

� 1

1

R

t

) v :

La matrice I + � R A

� 1

1

R

t

est donc dé�nie p ositiv e. P ar conséquen t,







( I + � RA

� 1

1

R

t

)

� 1







= �

max

( I + � RA

� 1

1

R

t

)

� 1

=

h

�

min

I + � RA

� 1

1

R

t

i

� 1

6

�

1 �

�

�

�

�

min

� R A

� 1

1

R

t

�

�

�

�

� 1

6

�

1 �







R

t

R







k � k







A

� 1

1







�

� 1

;

ce qui ab outit au résultat présen té dans le lemme.

P our p ouv oir appliquer le lemme, il su�t de prendre A

1

= A

�

et A

2

= A

� �

. En e�et,

A

�

étan t linéaire en � , il vien t :

A

� + � �

= A

�

+ A

� �

:

De plus, d'après l'équation I I I.43, on a

A

� �

= Q

t

[ �

� �

]

4

Q :

Si nous app elons � la matrice diagonale extraite de [ �

� �

]

4

ne p ossédan t plus que des

élémen ts non n uls sur la diagonale, on p eut réécrire l'équation précéden te sous la forme

A

� �

= R

t

� R

où R con tien t les lignes de Q corresp ondan t aux élémen ts non n uls de [ �

� �

]

4

. P ar consé-

quen t, p our utiliser le lemme, on utilise d'une part

k � k = k [ �

� �

]

4

k = k � � k

1

= j � � j

max

;

et d'autre part la ma joration (I I I.71) ainsi que la dé�nition �

max

�

:=







Q

t

Q







>







R

t

R







.

Une condition su�san te p our obtenir la condition







R

t

R







k � k







A

� 1

1







< 1 est donc que

j � � j

max

< �

min

�

min

�

=�

max

�

, ce qui constitue une h yp othèse du théorème. On obtien t alors







A

� 1

� + � �

� A

� 1

�







6

�

max

�

j � � j

max

�

min

�

min

�

( �

min

�

min

�

� j � � j

max

�

max

�

)

:

Main tenan t que nous a v ons op éré toutes les ma jorations de matrice, il su�t de les appli-

quer à (I I I.67) p our obtenir

k �
�

v k

2

6

�

max

�

j � � j

max

�

min

�

min

�

( �

min

�

min

�

� j � � j

max

�

max

�

)

k
�

{ k

2

+

k �
�

{ k

2

�

min

�

min

�

qui est le résultat rec herc hé.





Deuxième partie

Résolution du problème in v erse de

tomographie d'imp édance électrique :

métho des et mise en ÷uvre





D

ans la seconde p ar tie de ce tra v ail, nous commençons ( cf. c hapitre IV) par pro-

p oser une métho de d'estimation régularisée de t yp e maximum a p osteriori (MAP)

p our le problème in v erse de TIÉ. Nous mon trons que cette appro c he métho dologique,

utilisée habituellemen t a v ec succès lors de la résolution de problèmes in v erses linéaires,

ab outit à des résultats p erforman ts en TIÉ. En e�et, par rapp ort aux métho des pré-

existan tes, des améliorations apparaissen t, aussi bien en terme de robustesse au bruit

et d'e�cacité algorithmique qu'en terme de résolution (en particulier dans la capacité à

reconstruire des zones fortemen t con trastées).

Dans le c hapitre V, nous essa y ons d'exploiter le caractère biliné air e de la mo délisation

du problème direct de TIÉ p our construire une métho de d'estimation de la moyenne

a p osteriori (MP), en particulier grâce à la l'éc han tillonnage de Gibbs (EG). À partir

d'un exemple simple, directemen t calqué sur les di�cultés sp éci�ques du problème de

TIÉ, ou de tout autre problème in v erse bilinéaire comprenan t une con train te elle-même

bilinéaire ( e.g., la tomographie de di�raction), nous mon trons que l'utilisation conjoin te

de l'EG et du princip e d'é chantil lonnage p ondér é p ermet une détermination sto c hastique

relativ emen t e�cace de la MP . P our terminer, nous détaillons les étap es d'un algorithme

rapide mettan t en ÷uvre l'estimation de la MP en TIÉ.
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Chapitre IV

RÉSOLUTION MAP DU PR OBLÈME INVERSE

DE TIÉ

N

ous pr oposons ici une métho de de résolution du problème in v erse de TIÉ rep osan t

sur la maximisation de la loi a p osteriori (MAP). P armi les métho des déjà utilisées

en TIÉ, une grande ma jorité s'in terprèten t, dans le cadre des métho des de critère ( cf.

c hapitre I), comme des cas particuliers de mise en ÷uvre du MAP . Nous présen tons ici les

p erfectionnemen ts que nous in tro duisons p our cette métho de, qui préserv en t en particulier

le caractère non linéaire du mo dèle direct MÉF que nous adoptons. Les résultats présen tés

attesten t les améliorations signi�cativ es de la qualité et de la robustesse app ortées par la

métho de à la résolution du problème in v erse de TIÉ.

1 Présen tation des métho des existan tes

Les tra v aux de reconstruction en TIÉ son t nom breux dans la littérature. On p eut

distinguer deux familles d'appro c hes. On trouv e d'une part les appro c hes p ar amétriques

rep osan t sur des métho des analytiques de résolution du problème direct � au sens où nous

l'a v ons dé�ni dans le c hapitre I I I. Alors, le problème se ramène à l'étude d'un p etit nom bre

de paramètres hétérogènes ( e.g., p our un milieu circulaire, angle et p osition et ra y on de

d'une inhomogénéité circulaire). On trouv e d'autre part les appro c hes non p ar amétriques

rep osan t sur un découpage du milieu (quelconque ici) en pixels, lesquels corresp onden t

à des v ariables homogènes : en TIÉ, des conductivités. Ces métho des utilisen t alors les

métho des de résolution discr ètes ou mixtes .

Les métho des paramétriques son t donc surtout utilisées dans des cas très particu-

liers. Comme nous nous situons ici dans le cadre de traitemen ts de données n umériques

d'une part et que nous faisons l'h yp othèse d'une géométrie quelconque d'autre part, nous

ne considérons pas plus a v an t les métho des paramétriques, hormis p our des considéra-

tions qualitativ es. Men tionnons cep endan t les tra v aux de [Seagar et Bates 1985 ] p our des

géométries circulaires et ceux de [Bates et coll. 1980 ], [Lang 1986 ] et [Isaacson 1986 ], ces

derniers visan t surtout à quan ti�er la résolution et le p ouv oir séparateur que l'on p eut

obtenir par ces métho des, sans toutefois in tro duire d'information a priori .
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Nous a v ons vu dans la première partie qu'en TIÉ, le comp ortemen t des observ ations

par rapp ort à la distribution de conductivité est fortemen t non linéaire. Aussi trou-

v ons nous dans la littérature assez p eu de mo dèles directs linéaires à part en tière. Dans

[Cohen-Bacrie 1994 ], l'auteur présen te les di�éren tes formes de linéarisation utilisées dans

la littérature. Ces appro ximations reviennen t à se placer dans l'h yp othèse ou les lignes

de couran t son t quasi-rectilignes (à une transformation géométrique près), ce qui revien t

à linéariser le mo dèle autour d'une conductivité uniforme � mo y enne �, soit en faisan t

l'h yp othèse que le con traste sur la distribution de conductivité est très faible

1

, soit en

supp osan t que l'étendue d'une zone inhomogène est très limitée par rapp ort au domaine

tout en tier ( cf. [Seagar et Bates 1985 ]). Dans [Dobson et San tosa 1994 ], les auteurs c hoi-

sissen t aussi de linéariser selon la première métho de. Nous a v ons remarqué dans le c hapitre

I I I que cette linéarisation était p eu judicieuse puisque les métho des discrètes préserv en t

� naturellemen t � le caractère non-linéaire du mo dèle direct tout en étan t résolues plus

rapidemen t que les métho des linéaires grâce au caractère cr eux des matrices à in v erser

2

.

La plupart des mo dèles directs utilisés son t donc non linéaires.

En rev anc he, un grand nom bre de métho des d'estimation utilisées rep osen t sur des li-

néarisations successiv es app elées en TIÉ r étr opr oje ctions . En e�et, ne disp osan t pas, même

après discrétisation, de form ule explicite p our l'in v ersion, les seuls sc hémas en visageables

son t de t yp es itér atifs . Le princip e de ces algorithmes est le suiv an t ;

1. Choisir une première estimation de conductivité �

0

. La plupart du temps, celle-ci

est une distribution uniforme pro c he de la distribution � mo y enne � sur le domaine ;

2. Jusqu'à con v ergence, i.e., k �

m

� �

m � 1

k < � , rép éter :

3. P our k 2 f 1 ; : : : ; K g , indice du jeu d'observ ation, itérer :

(a) À partir de la distribution de couran t imp osée
�

{

k

et �

0

, résoudre le problème

direct, ce qui donne a v ec le mo dèle MÉF que nous adoptons :

�
v

k

m

=

�

P

n

A

� 1

�

m � 1

�

P

n

t

D
�

{

k

puis en déduire les lignes de couran t relian t tous les n÷uds de la fron tière ;

(b) Grâce à la loi de conserv ation du couran t en tre deux lignes de couran t succes-

siv es, rétropro jeter, soit de manière uniforme soit de manière plus élab orée, la di�é-

rence en tre les tensions observ ées
�

v

k

obs

et les tensions estimées
�

v

k

m

, sur les élémen ts

de conductivités situés en tre les deux lignes, de sorte que la nouv elle distribution de

conductivité s'écrit

�

m

= �

m � 1

+ � �

m

où � �

m

est la correction de la conductivité due à la rétropro jection.

1 : Cette h yp othèse est tout à fait comparable à l'appro ximation de Born en tomographie de di�raction.

2 : Il en est a v ec la MDF comme p our la MÉF : les deux métho des son t construites par des linéarisations

lo cales sur c haque pixel de l'image à l'in térieur duquel les lignes de couran t et les équip oten tielles son t

appro c hées par des segmen ts de droite. La prise en compte globale de toutes ces linéarisations lo cales est

donc plus e�cace analytiquemen t et algorithmiquemen t qu'une linéarisation globale.



1. Présen tation des métho des existan tes 101

P armi les tra v aux utilisan t la rétropro jection (qui corresp onden t à la ma jorité des mé-

tho des d'estimation disp onibles), on p eut men tionner ceux de [T asto et Sc hom b erg 1978 ],

[Barb er et Bro wn 1986 ], [Y ork ey et coll. 1987 ], [Kohn et McKenney 1990 ] ainsi que ceux

de [San tosa et V ogelius 1990 ]. Les métho des de rétropro jection corresp onden t à une mise

en ÷uvre d'un algorithme de t yp e p oint �xe . In terprétées dans le cadre des métho des

de critère, elles corresp onden t à la rec herc he de minima lo caux. Cep endan t, elles ne p os-

sèden t pas toujours des propriétés de con v ergence garan ties. En outre, elles s'a v èren t

extrêmemen t sensibles au bruit si bien que les études se restreignen t à des sim ulations

sous l'h yp othèse d'une absence de bruit en sortie du mo dèle.

Nous a v ons vu au c hapitre I I que le caractère bien p osé au sens de Hadamard du

problème in v erse de TIÉ laisse en réalité présager une forte instabilité des algorithmes

de reconstruction

3

. Bien qu'une grande ma jorité d'auteurs aien t p erçu cette di�culté, ils

son t p eu nom breux à p oser le problème dans le cadre des métho des de critère de façon à ré-

gulariser. C'est en 1991 qu'apparaissen t, a v ec [Hua et coll. 1991 ] puis [W o o et coll. 1993 ]

les premières métho des de critère p énalisé. Les auteurs remarquen t en e�et que la con v er-

gence des algorithmes de minimisation du seul critère de �délité aux données est très

len te : ce dernier p ossède en e�et des v allées très allongées dans lesquelles les algorithmes

de descen te � coincen t � ( cf. c hapitre I Ÿ 3.2). Les auteurs in tro duisen t alors un terme de

p énalisation :

J

apr

( � ) = � �

t

� ;

dans le but de stabiliser la minimisation (e�ectuée a v ec l'algorithme de Newton-Raphson).

Chez ces auteurs, l'ob jectif se limite clairemen t à une stabilisation de l'algorithme car le

c hoix de ce terme de p énalisation, qui corresp ond à un a priori séparable de rapp el à

zéro sur c haque élémen t de conductivité, est très discutable connaissan t la con train te de

p ositivité sur � . T outefois grâce à cette p énalisation, les auteurs on t pu tra v ailler sur des

données réelles. Ils on t estimé le r app ort signal à bruit (RSB) en sortie à en viron 66 dB.

P our s'attaquer plus résolumen t au caractère mal p osé du problème de TIÉ, cer-

tains auteurs on t commencé à op érer une régularisation dans le cadre classique de l'es-

timation linéaire. C'est la raison p our laquelle son t apparus tardiv emen t des métho des

d'estimation rep osan t sur des appro ximations linéaires du problème direct. Ainsi, dans

[Chen et P aoloni 1992 ], les auteurs utilisen t une linéarisation du problème direct et op è-

ren t une troncature des v aleurs singulières p our résoudre le problème in v erse. On trouv e

aussi dans [Cohen-Bacrie 1994 ] une linéarisation discrète p our le problème direct, v alide

non pas dans le cas d'un très faible con traste p our les zones inhomogènes mais dans l'h y-

p othèse où le supp ort de ces zones est très étroit par rapp ort au domaine. L'auteur justi�e,

par une form ulation ba y ésienne de l'in v ersion [Demomen t 1989 ], d'op érer la minimisation

d'un critère régularisé à partir d'une loi a priori mark o vienne con v exe. L'emploi d'un

mo dèle a priori gaussien lui p ermet d'obtenir une estimation robuste de l'ob jet. T oujours

3 : En e�et, la troisième condition de Hadamard (con tin uité) n'est v éri�ée qu'a v ec une ma joration à

tangen te in�nie.
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dans ce cadre de mo dèles directs linéaires, on trouv e dans [Dobson et San tosa 1994 ] l'uti-

lisation d'un a priori L

1

sur les di�érences en tre �

p

v oisins. Si e ( p ) désigne les indices

des v oisins du site p , le terme d' a priori , encore app elé critèr e de variations totales ( cf.

c hapitre I Ÿ 3.4.3), s'écrit :

J

apr

( � ) = �

X

p

X

q 2 e ( p )

j �

p

� �

q

j :

P our in tro duire cette régularisation mark o vienne, tous ces auteurs on t utilisé une discré-

tisation cartésienne du domaine 
 .

Remarque IV.1 (Utilisation de la form ulation v ariationnelle comme critère).

Dans [Kohn et McKenney 1990 ], les auteurs essaien t aussi d'utiliser de manière origi-

nale la propriété de dé�nie p ositivité de la form ulation v ariationnelle (I I I.28) p our essa y er

de la minimiser. Rapp elons que cette form ulation qui s'écrit

�( v ; i ; � ) =

1

2

v

t

�

�

v +

1

2

i

t

�

�

i �
�

v

t

D
�

{ ; (IV.1)

est utilisée p our résoudre les deux mo dèles directs adjoin ts
�

{ ! v et
�

v ! i en dériv an t

par rapp ort aux inconn ues (resp ectiv emen t v ou i ) tout en supp osan t conn us � et res-

p ectiv emen t
�

{ ou
�

v . Dans leur métho de, les auteurs utilisen t ces deux mo dèles directs

di�éren ts p our éliminer les inconn ues

�

{ et

�

v (rassem blan t les comp osan tes des couran ts

et tensions situés à l'in térieur du domaine 
 ) et n'a v oir plus à optimiser qu'en fonction

de � . La prise en compte de plusieurs jeux d'observ ations est obten ue en a joutan t les

form ulations corresp ondan tes. L'idée in téressan te de cette métho de réside dans la prise en

compte de manière symétrique des deux mo dèles adjoin ts dans la pro cédure d'estimation.

Nous a v ons remarqué en e�et ( cf. Fig. I I I.10) que le mo dèle
�

{ ! v est une appro ximation

plus précise p our les � > 1 tandis que le mo dèle
�

v ! i est plus précis p our les � < 1 .

T outefois, au vu de nos propres essais en sim ulation (dans lesquels nous a v ons ra jouté

un terme de régularisation), il sem ble que cette métho de cum ule les défauts des deux

mo dèles plutôt que leurs qualités resp ectiv es et qu'elles ne donnen t des résultats proban ts

que p our des con trastes de conductivité pro c hes de 1 , i.e., à l'endroit où les erreurs de

discrétisation son t très faibles. On remarquera par ailleurs qu'il est délicat de trouv er une

in terprétation ba y ésienne (a v ec en particulier un mo dèle d'observ ation) corresp ondan t à

la minimisation de ce critère.

Ainsi, au regard du cadre de résolution des problèmes in v erses que nous exp osons au

c hapitre I Ÿ 3, nous p ouv ons prop oser certaines améliorations p our résoudre le problème

in v erse de TIÉ.
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2 Estimation MAP de la log-conductivité

Dans ce paragraphe, nous prop osons plusieurs améliorations p our l'estimation MAP

de la distribution de conductivité en TIÉ. En premier lieu, nous étendons de manière

explicite la régularisation à l'utilisation d'un mo dèle direct préserv an t la non linéarité du

problème (au sens où la régularisation n'est pas une simple stabilisation algorithmique

de la métho de). P our cela, nous prop osons, dans le c hoix de la loi a priori , d'utiliser

une paramétrisation di�éren te rep osan t sur la log-conductivité plutôt que la conductivité.

P ar ailleurs, a�n d'utiliser un maillage triangulaire plus adapté à la discrétisation du

domaine 
 qu'un maillage cartésien, nous in tro duisons une loi a priori p our laquelle

nous a v ons étendu le caractère de dép endance mark o vienne à l'utilisation d'un pa v age

irrégulier ( cf. c hapitre I Ÿ 3.4.2). Nous mon trons que l'utilisation d'une loi a priori de

t yp e variations totales sur la log-conductivité p ermet de reconstruire des distributions de

conductivité très con trastées, tout en préserv an t le caractère discon tin u en tre d'év en tuelles

zones homogènes, ce qui constitue une amélioration très sensible par rapp ort aux métho des

préexistan tes. En outre, la robustesse app ortée à notre métho de par la régularisation nous

p ermet d'autoriser une plus grande incertitude sur les mesures de tensions (nous abaissons

le RSB jusqu'à 40 dB). En�n, comme nous ne disp osons pas ici de données réelles, nous

utilisons p our sim uler les observ ations un maillage MÉF plus �n que celui utilisé p our

l'estimation.

2.1 Choix de la log-conductivité p our la reconstruction

Dans le paragraphe 3.4.1, nous établissons que la v ariable p ertinen te p our l'estimation

n'est pas forcémen t la v ariable a v ec laquelle le problème direct est construit naturellemen t.

C'est particulièremen t le cas en TIÉ où plusieurs v ariables son t en visageables. Dans le

tableau suiv an t, nous présen tons div erses paramétrisations utilisées dans la littérature de

TIÉ. À l'origine, celles-ci ne son t pas destinées à la régularisation car elles on t été utilisées

dans les métho des paramétriques de façon à ab outir à des con�gurations � pro c hes de la

linéarité � .

P our essa y er de quali�er ce que nous en tendons par l'expression � pro c hes de la linéa-

rité � , nous essa y ons de comparer les comp ortemen ts de la sortie en tension en fonction de

l'inconn ue dans l'exemple suiv an t. Nous considérons un domaine de conductivité uniforme

�

0

à l'in térieur duquel il existe une zone homogène de conductivité � ( e.g., l'exemple du

c hapitre I I Ÿ 6.2 dans lequel 
 est circulaire et � � en c hap eau �). Le comp ortemen t

qui nous in téresse et qui est le plus caractéristique des métho des de reconstruction est

donné par l'amplitude des tensions de sortie en fonction de la conductivité � (ou plus

précisémen t, du c ontr aste

�

�

0

).

T ypiquemen t, lorsque � est pro c he de �

0

, une v ariation de � en traîne une v ariation

notable de l'amplitude des tensions, quelque soit le sens de cette v ariation. En rev anc he,
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lorsque le con traste est très faible ( � � �

0

) ou très élev é ( � � �

0

), une v ariation même

notable de � n'en traîne plus de v ariation sensible des tensions puisque le caractère conduc-

teur déterminan t p our la sortie est alors essen tiellemen t déterminé par la zone extérieure

de conductivité �

0

. L' adé quation liné air e asymptotique (ALA) est donc meilleure p our des

reparamétrisations comme 
 et � que p our � et �

� 1

( cf. le tableau ci-dessus). La v ariable �

sem ble même plus adéquate car la fonction � (

�

�

0

) est b ornée. Ceci n'est pas très étonnan t

car � est exactemen t la paramétrisation naturelle de l'exemple du c hapitre I I Ÿ 6.2.

Distribution f f ( � ) = � f ( � ) = �

� 1


 (

�

�

0

) := ln

�

�

0

� (

�

�

0

) :=

� � �

0

� + �

0

ALA médio cre médio cre assez b onne b onne

Symétrie f ( � ) = f ( �

� 1

) f ( � ) = f ( �

� 1

) 
 (

�

�

0

) = � 
 (

�

0

�

) � (

�

�

0

) = � � (

�

0

�

)

Con train tes � 2 R

+ �

�

� 1

2 R

+ �


 2 R � 2 ] � 1 ; 1[

Monotonie % & % %

Références nom breuses [Inman et coll. 1973 ] [Barb er et Bro wn 1986 ] [Isaacson 1986 ]

Néanmoins, l'in térêt d'une reparamétrisation réside aussi dans l'espace de tra v ail ré-

sultan t ( cf. c hapitre I Ÿ 3.4.1). À cet égard, c'est la v ariable 
 (

�

�

0

) = ln (

�

�

0

) qui est la

plus pratique puisque son utilisation ne requiert pas de con train te d'espace ( 
 2 R ). En

outre, nous a v ons aussi remarqué que ce t yp e de paramétrisation bijectiv e y = ln x , x > 0 ,

se rév èle plus p ertinen te car elle corresp ond mieux à la p erception linéaire in tuitiv e de

l'utilisateur. Ainsi, dans les applications biomédicales, la p erception de la résistivité � ou

de la résistivité �

� 1

est plutôt logarithmique : à titre d'exemple, les os on t une résitivité

mo y enne de 150 
 : m , les p oumons à l'inspiration son t à 24 
 : m , à l'expiration ils son t

à en viron 7 
 : m , le liquide cérébrospinal à 0 ; 65 
 : m (p our plus de détails, on p eut se

rep orter à [Cohen-Bacrie 1994 ]). P our toutes ces raisons, nous adoptons dans la suite de

ce c hapitre la lo g-c onductivité 
 comme paramétrisation p our construire la loi a priori .

2.2 Mo dèle direct MÉF non linéaire

Le mo dèle d'observ ations que nous utilisons rep ose sur le mo dèle discrétisé donné par

l'équation (I I I.40), que nous étendons à K jeux d'observ ations indép endan tes

�
v

k

obs

=

�

P

n

A

� 1

�

�

P

n

t

D
�

{

k

obs

+

�

b

k

; (IV.2)

où les

�

b

k

son t supp osés gaussiens N (0 ; s

2

k

) . D'après la remarque I.3, la prise en compte de

plusieurs jeux de données di�éren tes dans le cadre ba y ésien ab outit, p our le MAP , à la

minimisation d'un critère (I.26). L'utilisation de (IV.2) p our le mo dèle des observ ations

amène donc p our le MAP à utiliser p our le terme de �délité aux données le critère suiv an t :

J

obs

( � ) =

K

X

k =1







�
v

k

obs

�

�

P

n

A

� 1

�

�

P

n

t

D
�

{

k

obs







2

2 s

2

k

:
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Compte ten u du c hoix de la log-conductivité comme v ariable de reconstruction, ce terme

de �délité se réécrit :

J

obs

( 
 ) =

K

X

k =1







�
v

k

obs

�

�

P

n

A

� 1

exp 


�

P

n

t

D
�

{

k

obs







2

2 s

2

k

: (IV.3)

Ainsi que le mon tre la �gure IV.1, ce critère n'est pas con v exe. Lorsque l'on essaie de

le minimiser sans régularisation, il apparaît que le minim um attein t ne dép end pas du

p oin t initial, ce qui laisse supp oser qu'il p eut être unimo dal. Néanmoins, il s'a v ère très

len t à minimiser à cause de � paliers � dans lesquels l'appro ximation lo cale du hessien

s'a v ère très mal conditionnée de sorte qu'en pratique, le temps de minimisation dép end

fortemen t du p oin t d'initialisation de l'algorithme.
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Fig. IV.1 - A l lur e du critèr e de �délité aux donné es J

obs

( 
 ) obtenue en faisant évoluer

deux éléments de c onductivité di�ér ents 


p

et 


q

(on se plac e ici dans le c as où le bruit

ajouté en sortie est nul, sachant que l'al lur e r este tr ès similair e lorsqu'il ne l'est p as).

On observe que le critèr e n 'est p as c onvexe et qu'il p ossè de des zones tr ès � plates � . En

terme de c ourb es de nive aux, c es zones se tr aduisent p ar des lignes de T alw eg à fond quasi

c onstant, qui r alentissent gr andement la c onver genc e des algorithmes de minimisation.

L'a jout d'un terme de p énalisation con v exe, même s'il fait p erdre cette év en tuelle

propriété d'unimo dalité, v a donc comp enser ce dé�cit lo cal de courbure et accélérer la

con v ergence v ers un minim um.

2.3 Loi a priori mark o vienne sur les di�érences p our le MAP

Nous c hoisissons d'in tro duire une loi a priori mark o vienne sur les di�érences en tre

pixels a y an t des côtés comm uns, ce qui corresp ond à un v oisinage d'ordre 1 au sens où

nous l'a v ons dé�ni au c hapitre I Ÿ 3.4.2. Le c hoix d'un a priori mark o vien se justi�e dans le

sens où les distributions de conductivité des ob jets à reconstruire p ossèden t des propriétés
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de douceur lo cale. En particulier dans le domaine biomédical, cette douceur se caractérise

par des régions homogènes de conductivité quasi constan te. Dans [F o x et Nic holls 1997 ],

l'auteur utilise une information a priori très forte : les v aleurs des pixels appartiennen t

à un ensem ble �ni de v aleurs réelles conn ues à l'a v ance. Sans aller jusque là, il est p os-

sible d'in tro duire, p our estimer des log-conductivités à v aleur dans R , des lois a priori

construites à partir de p oten tiels con v exes fa v orisan t une douceur lo cale tout en préser-

v an t les discon tin uités en tre les régions homogènes. Comme nous l'a v ons men tionné dans

le c hapitre I Ÿ 3.4.3, nous c hoisissons un c hamp de Mark o v homogène dé�nie à partir de

sa fonction d'énergie

U ( 
 ) = �( D 
 ) =

N

2

C

X

i =1

�

�

( t

i

) ;

où N

2

C

désigne le nom bre total de cliques d'ordre 2 du graphe du c hamp de Mark o v et

t

i

= 


p

� 


q

est la di�érence première en tre les deux élémen ts ( p; q ) asso ciés à la i -ème

clique. La fonction �

�

( t ) est la fonction de p oten tiel L

1

= L

2

de Hub er donnée par :

�

�

( t ) =

8

<

:

t

2

�

2

si j t j < � ,

2

j t j

�

� 1 sinon

(IV.4)

Lorsque le seuil � tend v ers l'in�ni, on retrouv e un a priori Gauss-Mark o v de douceur sur

les di�érences tandis que lorsque � tend v ers zéro, on se rappro c he d'une régularisation

par v ariations totales fa v orisan t en plus la reconstruction de discon tin uités. Av ec cette

loi a priori , l'estimation MAP revien t donc à mettre en ÷uvre la minimisation du critère

suiv an t :

J ( 
 ) =

K

X

k =1
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2
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+
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X
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�

�
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p
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q

) (IV.5)

où v ( p ) désigne l'ensem ble des indices des v oisins de l'élémen t d'indice p . L'expression du

gradien t de J ( 
 ) , utilisé p our la minimisation, est présen té en annexe ( cf. Ÿ 5).

3 Mise en ÷uvre du MAP

Dans ce paragraphe, nous présen tons la mise en ÷uvre et les résultats de l'estimation

MAP dé�nie en (IV.5).

3.1 Sim ulation haute résolution des observ ations

Dans [Martin et Idier 1995 ] et [Martin et Idier 1996 ], nous mettons en ÷uvre l'esti-

mation MAP de la log-conductivité sur un domaine circulaire de t yp e MCCC ( cf. Fig.

I I I.6) P = 256 élémen ts. P our cela, nous générons les données sim ulées en a joutan t en
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sortie un bruit de 60 dB en utilisan t p our le rapp ort signal à bruit la dé�nition suiv an te

p our c haque jeu d'observ ation k 2 f 1 ; : : : ; K g :

RSB

k

=

h

(
�

v

k

� v

k

m

1

�

N

)

t

(
�

v

k

� v

k

m

1

�

N

)

�

N s

2

k

i

1

2

(IV.6)

où s

2

k

est la v ariance du bruit gaussien b

k

, 1

�

N

est le v ecteur de longueur

�

N ne con tenan t

que des 1 et

v

k

m

=

P

�

N

n =1

�v

k

n

�

N

(IV.7)

est la mo y enne arithmétique des tensions mesurées en sortie. Le RSB en dB est alors dé�ni

par :

RSB

dB

k

= 20 log RSB

k

:

En outre, dans ces publications nous emplo y ons le même maillage p our la sim ulation des

données observ ées et de la reconstruction.

�

{
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Fig. IV.2 - A l lur e des distributions de c our ant d'entr é e imp osé es p our simuler les donné es

d'origine (mail lage �n sur 100 n÷uds fr ontaliers). 13 jeux de donné es sont génér é es,

c orr esp ondant à des dé c alages cir culair es sur 100 p oints de la distribution r epr ésenté e

en tr ait plein. Cette distribution c orr esp ond qualitativement au c ompr omis de richesse

sp e ctr ale établi dans le chapitr e III.

Nous présen tons ici les résultats obten us a v ec cette même mise en ÷uvre, hormis les

mo di�cations suiv an tes :

� Nous estimons la conductivité en abaissan t le RSB jusqu'à 40 dB.

� Nous remplaçons le domaine 
 circulaire, discrétisé par MCCC, par un domaine

en forme de p atatoïde non con v exe.
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� Nous utilisons p our reconstruire les données un maillage construit à partir d'une

triangularisation man uelle con tenan t P = 296 élémen ts, N = 174 n÷uds et

�

N = 50 n÷uds

à la fron tière. En rev anc he, les données sim ulées son t générées à partir d'un maillage plus

�n de P = 1002 élémen ts, N = 552 n÷uds et

�

N = 100 n÷uds à la fron tière, don t 1

sur 2 est exactemen t un des 50 p oin ts fron taliers du maillage plus grossier utilisé p our

la reconstruction. Ainsi, p our la reconstruction, les
�

v

k

et
�

{

k

con tiennen t un p oin t sur

deux des tensions et couran ts générées à haute résolution ( cf. Fig. IV.2). En outre, nous

utilisons K = 7 jeux d'observ ations di�éren ts de sorte que la condition d'iden ti�abilité

K

�

N > P soit v éri�ée. En�n, la distribution de conductivité originale comprend un fond

homogène de 1 S.m

� 1

a v ec deux inhomogénéités de 6 S.m

� 1

et 20 S.m

� 1

.

Les a v an tages d'une sim ulation � haute résolution � des données observ ées son t évi-

den ts. La principale est que la sim ulation des observ ations bruitées est plus réaliste puisque

la MÉF con v erge v ers la solution exacte de la form ulation v ariationnelle I I.16 lorsque la

taille des élémen ts décroît. Ensuite, on p eut remarquer que l'on p eut se p ermettre une

augmen tation conséquen te du coût de calcul de sim ulation des données observ ées (ici, il

est m ultiplié par 4 en viron) tandis que le coût de calcul de l'in v ersion reste inc hangé.

Remarque IV.2 (À prop os de l' � in v erse crime � ).

Lorsque l'on ne disp ose pas de données réelles, on doit se con ten ter, p our v alider

la métho de, d'utiliser des données sim ulées. Dès lors, l'emploi de la même appro xima-

tion (mo dèle direct) p our générer les données d'une part et p our les reconstruire d'autre

part p eut apparaître comme une faiblesse métho dologique de la pro cédure de v alidation,

faiblesse comm unémen t app elée � in v erse crime �. La p ortée de cette an ticipation des

conséquences néfastes d'une utilisation � mono-mo dèle � doit toutefois être mo dérée dans

deux directions (nous nous appuy ons p our cela sur l'étagemen t des mo dèles représen té

sur la �gure I.2) :

� Les conséquences néfastes d'une utilisation � mono-mo dèle � en sim ulation dé-

p enden t directemen t de la qualité du mo dèle direct utilisé dans les métho des d'in v ersion.

En particulier en TIÉ où le phénomène décrit est fortemen t non linéaire, il est clair que

l'utilisation, en dehors de son c hamp de v alidité, d'une même appro ximation linéaire p our

le mo dèle direct et p our l'in v ersion limitera b eaucoup plus la p ortée des résultats que

l'emploi d'un mo dèle direct qui préserv e la non-linéarité du phénomène, et qui plus est

comme celui obten u a v ec la MÉF, con v erge v ers le mo dèle analytique lorsque le maillage

s'a�ne.

� L'apparen te nécessité d'utiliser deux mo dèles di�éren ts p eut pro v enir d'un défaut

de prise en compte des erreurs de mo délisation dans la construction et la mise en ÷uvre

du problème in v erse. L'utilisateur étan t néanmoins conscien t de l'existence d'incertitudes

dans le mo dèle direct, il apparaît qu'une raison su�san te p our rendre p ertinen te la v a-

lidation d'une métho de de reconstruction serait de trouv er de b ons résultats a v ec une

métho de testée à partir de données générées par une autre métho de, i.e., a v ec une in-

certitude di�éren te. La prise en compte des incertitudes, négligée dans la construction

des métho des d'estimation, réapparaît nécessairemen t � en b out de c haîne � au momen t

de la v alidation. T outefois, il faut remarquer que ce qui s'a v ère une condition su�sante

p our la v alidation n'est n ullemen t né c essair e du p oin t de vue métho dologique, d'autan t
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plus qu'une telle condition p eut s'a v érer très restrictiv e. Cette di�culté est résolue ex-

plicitemen t par la régularisation qui in tègre directemen t l'existence d'incertitudes dans la

pro cédure d'in v ersion.

3.2 Minimisation par gr adient pseudo-c onjugué (GPC)

Le c hoix de l'algorithme de mise en ÷uvre de la minimisation du critère MAP s'a v ère

déterminan t p our des problèmes in v erses à mo dèle direct non linéaire comme la TIÉ.

Étan t donné la c harge de calcul élev ée requise dans ces problèmes p our e�ectuer le calcul

du mo dèle direct, il s'agit de trouv er un b on compromis en tre la rec herc he d'une grande

précision dans l'aptitude à minimiser d'une part et l'économie des mo y ens de sto c k age des

calculs d'autre part. Rapp elons que nous c hoisissons ici une stratégie sous-optimale d'opti-

misation en c hoisissan t des métho des de descen te déterministes op éran t une minimisation

lo cale sur un critère m ultimo dal.

Une optimalité dans la rec herc he de ce compromis sem ble a v oir été trouv ée dans l'uti-

lisation et le dév elopp emen t d' algorithmes r apides . Il s'agit de tirer parti de certaines pro-

priétés propres du problème (matrices circulan tes, matrices de T o eplitz, matrices creuses)

p our mettre en ÷uvre des pro cédures d'optimisation rapides dédiées sp éci�quemen t à la

résolution du problème in v erse en question. Le lecteur in téressé par ces asp ects p ourra

se rep orter à [Demomen t 1987 ] ainsi qu'à [Mendel 1983 ], [Goussard et Demomen t 1989 ],

[Idier et Goussard 1990 ] et [Champagnat 1993] (en tre autres) comme cas particulier de

mise en ÷uvre p our les problèmes in v erses linéaires. Une ten tativ e dans ce sens a été

e�ectuée par [Carfan tan et coll. 1997 ] p our le problème in v erse de tomographie de dif-

fraction. Les propriétés de la mise en ÷uvre algébrique de ce problème, en utilisan t un

mo dèle direct préserv an t la non linéarité du phénomène de di�raction, son t très pro c hes

de celles que nous adoptons ici p our la TIÉ. Il s'agit p our l'auteur d'exploiter la propriété

suiv an te : la minimisation par rapp ort à une seule comp osan te du v ecteur ob jet rec her-

c hé revien t à ann uler une fraction rationnelle. Ceci lui p ermet de prop oser un algorithme

d'optimisation pixel par pixel (de t yp e Gauss-Seidel) p our l'optimisation du critère MAP .

On p eut mon trer que cette propriété existe de manière rigoureusemen t équiv alen te p our

la minimisation du MAP en TIÉ, a v ec cep endan t la con train te, p our la régularisation,

de faire in terv enir une fraction rationnelle en � et non en 
 , ce qui constitue une imp or-

tan te limitation au regard de la qualité remarquable des reconstructions obten ues a v ec la

log-conductivité ( cf. Ÿ 3.3). De plus, la mise à jour d'un pixel �

p

nécessite de recalculer

globalemen t A

� 1

�

, ce qui n'est pas si a v an tageux (C'est p ourquoi nous ne présen tons pas ici

les calculs p ermettan t d'établir cette propriété). Dans le c hapitre suiv an t, nous essa y ons

d'exploiter la propriété de bilinéarité du problème et le caractère creux de la matrice de

rigidité A

�

en vue de construire un algorithme sto c hastique rapide p our estimer la MP .

En TIÉ, la plupart des métho des qui on t été utilisées p our minimiser les critères son t

des métho des du second ordre, du t yp e Newton Raphson. Cette utilisation se justi�e à

double titre. D'une part, p our les auteurs comme [Kohn et McKenney 1990 ] qui n'em-

ploien t pas de régularisation, l'utilisation de métho des du second ordre p ermet de mieux

prendre en compte les mauv ais conditionnemen ts lo caux du hessien puisque le calcul de

ce dernier in tervien t dans la détermination du p oin t suiv an t de l'algorithme (p our plus de
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détails sur les métho des du second ordre, on p ourra se rep orter à [Press et coll. 1986 ]).

D'autre part, p our les auteurs qui fon t app el à des critères � stabilisés � a v ec des a priori

con v exes comme [Hua et coll. 1991 ] ou [W o o et coll. 1993 ], il est imp ortan t que le terme

d' a priori ne supprime pas complètemen t les mauv ais conditionnemen ts lo caux du critère

a�n de préserv er le caractère non linéaire utilisé dans la métho de. P our le critère MAP

que nous désirons optimiser, la problématique n'est pas tellemen t di�éren te : asymptoti-

quemen t ( i.e., p our les 


p

! 1 ou 


p

! �1 ), le critère régularisé v a tendre v ers 1 dans

toutes les directions alors que ce n'est pas le cas sans régularisation (Il su�t p our v oir cela

de prendre 
 = 
 1 , de faire tendre 
 v ers 1 : on constate alors que J ( 
 ) demeure b orné).

En rev anc he, près du minim um, le critère régularisé doit préserv er la non linéarité du

problème � au risque � de conserv er des conditionnemen ts lo caux relativ emen t médio cres.

C'est la raison p our laquelle les métho des classiques du premier ordre (gradien t optimal

ou gradien t à pas adaptatif ) son t in utilisables en pratique : les directions successiv es de

ces métho des de descen te étan t orthogonales en tre elles, ou pro c hes de l'orthogonalité, la

tra jectoire de l'algorithme dans une v allée prononcée sera oscillan te et l'algorithme très

p eu e�cace ( cf. Fig. IV.3). D'où l'utilité des métho des du second ordre.

Fig. IV.3 - Comp ortement des métho des de desc ente du pr emier or dr e dans une r é gion du

critèr e c ar actérisé e p ar un c onditionnement mé dio cr e de son hessien. En tr ait plein ( � ) ,

métho de du gr adient optimal, en tir eté ( �� ) , métho de du gr adient c onjugué.

T outefois, le coût de calcul de ces métho des demeure très élev é puisqu'il fait app el au

hessien du critère, ce qui, dans le cas que nous étudions, revien t à sto c k er une matrice de

P � P = 296

2

p oin ts à c haque itération. De plus, le critère J ( 
 ) étan t fortemen t éloigné

d'un critère quadratique, l'appro ximation lo cale du hessien est susceptible de p erdre de

son e�cacité si l'on c herc he à rallonger les pas à c haque itération. Un compromis en tre la

précision des métho des d'ordre 1 et l'e�cacité des métho des d'ordre 2 a été trouv é dans les

métho des de gr adient c onjugué , construites à l'origine p our résoudre les systèmes linéaires

mal conditionnés. Si H est le hessien du critère quadratique résultan t, la métho de du gra-

dien t conjugué v a conduire à des directions de descen te successiv es orthogonales, non plus

p our le pro duit scalaire canonique mais p our le pro duit scalaire h H :; : i . Les directions de

descen tes successiv es son t dès lors app elées c onjugué es ( cf. [Lascaux et Theo dor 1987 ]).

La direction de descen te e�ectiv e, qui n'est plus celle de plus grande p en te, p ermet d'al-

longer considérablemen t la longueur de c haque pas de descen te et de réduire ainsi d'autan t

le nom bre de ces pas de sorte que si P est le nom bre de v ariables du critère à minimi-

ser, le minim um exact sera attein t en faisan t app el à P calculs successifs du gradien t

du critère. Des extensions e�caces de cette métho de p our des critères non quadratiques

on t été prop osées par Fletc her et Reev es, puis P olak et Ribière ( cf. [Press et coll. 1986 ]).

Ces métho des de gradien t conjugué comp ensen t l'absence de calcul du hessien du critère

par une minimisation � de ligne � très précise dans c haque direction c hoisie (par app els

successifs à des calculs du critère), de façon à garder la propriété de conjugaison.
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Un premier défaut de ces algorithmes est qu'ils son t construits p our minimiser le

nom bre d'app els de calcul du gradien t, comme si ce calcul était algorithmiquemen t b eau-

coup plus lourd que celui du critère. Ceci est loin d'être toujours v éri�é, d'autan t plus que

ce dernier fait app el à des calculs partiels déjà e�ectués lors du calcul du critère au même

p oin t. Un second incon v énien t est que ces métho des de gradien t conjugué c herc hen t à

minimiser de manière très précise le long des directions de descen te alors qu'une stratégie

plus e�cace, sem ble-t'il, consiste à ne pas � s'attarder � à minimiser précisémen t dans

cette direction ( cf. remarque IV.3) et à passer rapidemen t à une nouv elle direction, comme

l'illustre la plus grande e�cacité du gradien t à pas adaptatif par rapp ort au gradien t op-

timal. Algorithmiquemen t, on observ e qu'un b on compromis consiste à e�ectuer un calcul

du gradien t p our 3 à 5 calculs du critère. Ceci nous a conduit à mettre en ÷uvre une v ersion

adaptativ e appro c hée du gradien t conjugué, que nous app elons gr adient pseudo-c onjugué

parce qu'à la condition de minimisation exacte dans la direction de descen te, nécessaire

p our garder la propriété lo cale de conjugaison, a été substituée une minimisation grossière

e�ectuée en un p etit nom bre d'app els du critère ( cf. [Brette et coll. 1997 ]).

P ar ailleurs, à cause de la relativ e imprécision in tro duite dans la minimisation de

ligne, la propriété de c onjugaison en tre les directions de minimisation successiv es, qui

garan tissait le caractère desc endant des directions prop osées, n'est plus rigoureusemen t

v éri�ée dans notre algorithme. A�n d'éviter que la correction prop osée n'ab outisse à une

direction de monté e , nous in tro duisons un test d'angle en tre la direction de plus grande

p en te et la direction pseudo-conjuguée prop osée (selon les form ules de P olak-Ribière). Si

l'angle obten u est en v aleur absolue sup érieur à 90 degrés, la direction prop osée (alors

mon tan te) est refusée et on lui substitue la direction de plus grande p en te. En pratique

( cf. Figs. IV.5 et IV.6), cette métho de s'a v ère aussi e�cace qu'un gradien t conjugué exact

p our un coût de calcul nettemen t moins élev é.

Cas de réduction du pas

Cas d'allongemen t du pas

Fig. IV.4 - Il lustr ation de la str até gie de minimisation de ligne adopté e. Si, ave c le p as

initial, le pr emier p oint c alculé dans la dir e ction de desc ente est situé sous la valeur initiale

du critèr e, une str até gie d'al longement du p as (additive et multiplic ative) est r etenue. En

r evanche, si le pr emier p oint est situé au dessus de c ette valeur initiale, une str até gie

(multiplic ative) de r é duction du p as est appliqué e.
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Récapitulatif IV.1 (Algorithme du gradien t pseudo-c onjugué (GPC)).

L'algorithme GPC que nous pr op osons se dé�nit c omme suit :

� Initialisation de 


0

, 


1

= 


0

;

� k  0 , � = �

0

;

� g

0

= grad


 = 
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J , d
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0
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� T ant que k g
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k > � , fair e :

� k  k + 1 , n  0 ;
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k
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0
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;

� Calcul de la dir e ction de desc ente p otentiel le :

d
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k
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k � 1
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k

(IV.8)

ave c ( cf. P olak-Ribiere [Press et coll. 1986 ])
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� Si g
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k � 1

d

p ot
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> 0 ( cf. [Brette et coll. 1997 ]) , fair e
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:

Minimisation de ligne :
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) < J ( 


n � 1

k

) , fair e

� n  n + 1 ;

� �  �� ave c � > 1 ;

� 


n

k

= 


n � 1

k

� � d

k

.

� 


k +1

= 


n � 1

k

.

� Si J ( 


1

k

) > J ( 


0

k

) , fair e

� tant que J ( 


1

k

) > J ( 


0

k

) , fair e

� �  � � ave c � < 1 ;

� 


1

k

= 


0

k

� � d

k

.

� 


k +1

= 


1

k

.
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Fig. IV.5 - E�c acité c omp ar é e, lors de la minimisation du critèr e J ( � ) , des algorithmes

des métho des de desc ente d'or dr e 1 à p as adaptatif. En tr ait plein ( � ) , évolution du critèr e

ave c le gr adient à p as adaptatif (GP A) ; en tr aints mixtes ( �� ) , évolution de J

obs

ave c le

gr adient pseudo-c onjugué (GPC). On r emar que la nette sup ériorité du GPC, dès le début

de la minimisation. On observe aussi, ave c le GPC, que la minimisation s'e�e ctue p ar

p aliers suc c essifs de plus en plus pr olongés au fur et à mesur e des itér ations. Ces deux

observations c on�rment l'existenc e de r é gions du critèr e p our lesquel les l'appr oximation

hessienne gar de un c onditionnement r elativement mé dio cr e.
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Fig. IV.6 - Comp ar aison des normes du gr adient sur le même exemple que c elui de

la �gur e pr é c é dente. En tr ait plein ( � ) , GP A ; en p ointil lés (:) , GPC. L e test d'ar-

r êt choisi étant un seuil sur la norme du gr adient au p oint c onsidér é, la c ondition
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J
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< 2 : 10

� 4

est véri�é e p our le GPC en moins de 2000 itér ations alors qu'il

en faut plus de 20000 ave c le GP A. A insi, la pseudo-c onjugaison p ermet d'obtenir une

pr é cision algorithmique pr o che de c el le des métho des du se c ond or dr e p our le c oût d'une

métho de du pr emier or dr e.
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Remarque IV.3 (Stratégie de minimi sati on de ligne).

La stratégie de minimisation de ligne que nous présen tons dans le récapitulatif IV.1 est

relativ emen t grossière ( cf. Fig. IV.4). On trouv e dans la littérature ( cf. [Press et coll. 1986 ]

et [Lascaux et Theo dor 1987 ] des métho des de minimisation de ligne rep osan t sur des

appro ximations p olynômiales (le plus souv en t quadratiques ou cubiques) du critère le long

de la direction descen te. T outefois, ces appro ximations ne fonctionnen t guère e�cacemen t

p our minimiser le présen t critère, en particulier à cause de sa non con v exité. Nous préférons

ici une métho de de rec herc he un p eu plus systématique dans la direction de descen te, a v ec,

dans le cas où le p as couran t � s'a v ère trop p etit au départ ( cf. Fig. IV.4), une stratégie

d'allongemen t à la fois additiv e et m ultiplicativ e. En pratique, on observ e que les directions

pseudo-c onjugué es prop osées par l'algorithme son t très fréquemmmen t acceptées (plus de

9 fois sur 10). Ceci atteste donc que la stratégie de minimisation de ligne obten ue réalise

un b on compromis simplicité/e�cacité.

3.3 Résultats des sim ulations MAP

Nous présen tons ici les résultats obten us par sim ulation n umérique. Les calculs on t été

e�ectués sur une station de tra v ail HP 9000, a v ec le logiciel Matlab 4.2

Comme de nom breux auteurs ( e.g., [Hua et coll. 1991 ]), nous initialisons notre algo-

rithme de minimisation par un 


0

uniforme (ici, nous prenons 


0

= 0 ). On p eut en visager

d'automatiser ce c hoix en commençan t la minimisation a v ec 


0

= 


0

1 , où 


0

minimise la

fonction

j ( 
 ) =

K

X

k =1










�
v

k

obs

�

�

P

n

A

� 1

exp f 
 1 g

�

P

n

t

D
�

{

k

obs










2

2 s

2

k

:

Le terme de régularisation disparaît puisque J

apr

( 
 1 ) = 0 . Ceci corresp ondrait à la v aleur

de conductivité mo y enne uniforme la plus pro c he des données observ ées. Si on note

M :=

�

P

n

�

� 1

�

P

n

t

D

où, rapp elons le, � = A

� = 1

, alors un simple calcul de dériv ée donne :




0

= ln

"

�

K

X

k =1

�
{

t

obs

M

t

M
�

{

obs

s

2

k

�

� 1

�

K

X

k =1

�
{

t

obs

M

t

�
v

obs

s

2

k

�

#

:

Une év en tuelle v aleur complexe de 


0

rév èlerait des observ ations très incohéren tes, i.e.,

un RSB b eaucoup trop bas p our que les mesures soien t utilisables en TIÉ.

Nous présen tons ici les résultats obten us a v ec cinq termes d' a priori di�éren ts : le

premier est obten u sans terme de régularisation ( cf. Figs. IV.8.b et IV.9.b) ; le second

a v ec une régularisation Gauss-Mark o v sur � ( cf. Figs. IV.8.c et IV.9.c), comme suggéré

dans [Hua et coll. 1991 ] ; le troisième a v ec un terme d' a priori Hub er-Mark o v sur � ( cf.

Figs. IV.8.d et IV.9.d) ; le quatrième a v ec une régularisation Gauss-Mark o v sur 
 ( cf.

Figs. IV.8.e et IV.9.e) ; le cinquième a v ec un terme d' a priori Hub er-Mark o v sur 
 ( cf.

Figs. IV.8.f et IV.9.f ). Dans les deux cas où nous utilisons le terme d' a priori Hub er-

Mark o v, Nous a v ons c hoisi p our le seuil � une v aleur très p etite de façon à a v oir une
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régularisation quasi- L

1

. Comme nous l'a v ons men tionné dans le c hapitre I Ÿ 3.5, p our

tous les cas régularisés, nous c hoisissons l'h yp erparamètre � � au jugé � de façon à obtenir

qualitativ emen t la meilleure estimation p ossible.

A�n d'essa y er de quan ti�er la qualité des reconstructions , nous calculons la distance

L

1

séparan t la distribution de conductivité estimée ^
 de l'original 
 . Cette norme passe en

e�et p our a v oir une assez b onne adéquation a v ec l'appréciation visuelle. Plus précisémen t,

nous utilisons la mesure de distance suiv an te :

�

1

( 
 ; ^
 ) =

k 
 � ^
 k

1

k 
 k

1

(IV.10)

où 
 ; ^
 : 
 � ! R son t resp ectiv emen t les distributions caractérisées par les v ecteurs 
 et
^


 .

L'in tro duction de cette mesure nous p ermet en particulier d'illustrer quan titativ emen t ce

qu'on observ e qualitativ emen t en c hoisissan t les h yp erparamètres � au jugé � : la qualité

des estimées n'est réellemen t sensible à la v ariation des h yp erparmètres que p our des

v ariations de l'ordre d'un facteur d'éc helle ( cf. Fig. IV.7). L'autre di�culté lors de la mise

en ÷uvre algorithmique consiste à c hoisir le seuil de la norme du gradien t corresp ondan t

au test d'arrêt. Il s'agit de trouv er le seuil en-deçà duquel les améliorations fournies par

une prolongation de la minimisation seron t minimes. En pratique, ce seuil idéal dép end

des h yp erparamètres de sorte que son c hoix est op éré de pair a v ec celui de � .

�

1

(




;

^




)
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Fig. IV.7 - Évolution de l'é c art à l'original en fonction de l'hyp erp ar amètr e � , p our une

r é gularisation Gauss-Markov ( � ) et Hub er-Markov (+) sur 
 , ave c un RSB de 40 dB.

L es variations de c es c ourb es sont en c onc or danc e ave c l'appr é ciation visuel le c omp ar é e

des estimateurs (en p articulier, les minima de chaque c ourb e semblent bien c orr esp ondr e

aux meil leur es r e c onstructions obtenues en faisant varier � ). On r emar quer a les plages

de faible sensibilité de �

1

( 
 ; ^
 ) en fonction de � autour du minimum, ave c c ep endant une

plus gr ande r obustesse dans le c as Gauss-Markov que dans le c as Hub er-Markov.
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a - Distribution de conductivité originale. b - Reconstruction sans régularisation.

c - Reconstruction Gauss-Mark o v sur � . d - Reconstruction Hub er-Mark o v sur � .

e - Reconstruction Gauss-Mark o v sur 
 . f - Reconstruction Hub er-Mark o v sur 
 .

0.45 0.91 1.87 3.82 7.82 16 32.72

g - Échel le (lo garithmique) de c onductivité.

Fig. IV.8 - R e c onstructions MAP en TIÉ (RSB de 40 dB).
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a - Distribution de log-conductivité originale. b - Reconstruction sans régularisation.
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Fig. IV.9 - Pr o�l 3D des r e c onstructions MAP en TIÉ (RSB de 40 dB).
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régularisation � � �

1

( 
 ; ^
 ) temps d'exécution

aucune 0 1 1 : 06 4035 s

Gauss-Mark o v sur � 0 : 035 1 0 : 88 832 s

Hub er-Mark o v sur � 0 : 6 10

� 5

0 : 99 2546 s

Gauss-Mark o v sur 
 0 : 003 1 0 : 615 244 s

Hub er-Mark o v sur 
 0 : 7 10

� 5

0 : 53 1415 s

T ab. IV.1 - Comp ar aison des é c arts �

1

( 
 ; ^
 ) entr e la distribution originale 
 et la dis-

tribution estimé e ^
 , p our di�ér entes métho des de r é gularisation. L a p ar amétrisation en 


et l'utilisation d'une r é gularisation quasi- L

1

p ermettent de diminuer c et é c art de manièr e

signi�c ative.

Les résultats fon t clairemen t v aloir l'app ort de la régularisation en 
 puisque seul

ce t yp e de régularisation p ermet de reconstruire des con trastes comparables à celui de

la distribution originale. Le c hoix en tre l' a priori gaussien et l' a priori quasi- L

1

p eut

être en visagé comme un compromis en tre la rapidité d'optimisation p our le premier et la

qualité de reconstruction p our le second. On p eut remarquer le temps de calcul très élev é

de la métho de non régularisée. Ceci est dû à un c hoix, p our la condition d'arrêt, d'un

seuil plus faible sur la norme du gradien t. Au vu d'un certain nom bre de sim ulations, on

p eut faire les trois constatations suiv an tes :

� Dans le cas de l'estimation non régularisée, on observ e que, plus on dimin ue le seuil

du test d'arrêt, plus la qualité de la reconstruction se dégrade (qualitée p erçue aussi bien

visuellemen t qu'a v ec �

1

( 
 ; ^
 ) ). La �gure IV.8.b est donc qualitativ emen t meilleure que la

reconstruction � MAP � exacte corresp ondan te. En e�et, il est conn u qu'une minimisation

très p eu précise dans le cas non régularisé p ossède des e�ets régularisan ts, p ouv an t laisser

croire, si le seuil est mal c hoisi, que les propriétés du MAP non régularisé ne son t pas si

mauv aises dans ce cas ;

� Dans le cas de l'estimation régularisée en � , on constate que la dimin ution du seuil

du test d'arrêt �nit par engendrer une très len te dégradation de la qualité de reconstruc-

tion. Cela p eut s'in terpréter comme une conséquence du caractère non n ul sur leur b orne

inférieure ( i.e., 0 ) des densités a priori Gauss-Mark o v et Hub er-Mark o v sur � . Ainsi, si

ces densités a priori ne son t pas impr opr es , elles n'en demeuren t pas moins inadaptées

à la régularisation p our une v ariable p ositiv e telle que � . On remarque en particulier

l'incapacité à reconstruire les zones de conductivité de haut con traste (qui se traduit par

un caractère excessiv emen t � homogène � des deux régions conductrices) et une tendance

à sous régulariser p our les conductivités très faibles (v oire à fa v oriser l'émergence de com-

p osan tes de conductivité négativ es). Ce dernier p oin t explique en particulier la moins

b onne qualité de la reconstruction a v ec régularisation quasi- L

1

vis-à-vis de la régularisa-

tion gaussienne en � . T out ceci justi�e qu'on quali�e ces métho des de stabilisantes plutôt

que r é gularisantes ;

� Dans le cas de l'estimation régularisée en 
 , il sem ble que la dimin ution du seuil
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du test d'arrêt amène systématiquemen t une meilleure estimation (tout au moins lorsque

l'h yp erparamètre � est pro c he de l'optimal décrit Fig. IV.7). Les �gures IV.8.e et IV.8.f

demeuren t donc qualitativ emen t en-deçà de l'exacte estimation MAP corresp ondan te.

En�n, un a v an tage non négligeable des métho des de régularisation en 
 réside égalemen t

dans leur plus grande rapidité de con v ergence.
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a - Représen tation 2D b - Pro�l 3D

Fig. IV.10 - R e c onstruction Hub er-Markov sur 
 (RSB de 60 dB). On obtient, p our

l'é c art à l'original, �

1

( 
 ; ^
 ) = 0 : 47 .

À titre de comparaison, nous présen tons ( cf. Fig. IV.10) les reconstructions Hub er-

Mark o v sur 
 obten ues a v ec un RSB de 60 dB. Comme l'atteste la v aleur de l'écart à

l'original ( �

1

( 
 ; ^
 ) = 0 : 47 ), les résultats obten us son t meilleurs qu'à 40 dB. T outefois, cette

amélioration, obten ue p our un coût algorithmique 3 fois sup érieur, n'est pas qualitativ e-

men t très signi�cativ e. Ceci p eut s'expliquer en partie parce qu'à 60 dB, on s'appro c he

des limites de précision du mo dèle direct (don t on a estimé l'erreur de discrétisation en tre

50 et 70 dB au c hapitre I I I).

Il sem ble en�n que le caractère m ultimo dal du critère J ( 
 ) demeure assez p eu prononcé

puisqu'en pratique, on obtien t des résultats qualitativ emen t très pro c hes en faisan t v arier

l'initialisati on 


0

.
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4 Conclusion

Nous prop osons ici une métho de d'estimation de t yp e MAP en TIÉ, qui préserv e

la non linéarité de la dép endance des observ ations vis-à-vis de la conductivité grâce à

l'utilisation de la MÉF. P our cela, nous in tro duisons une densité a priori de t yp e Hub er-

Mark o v, non plus sur la conductivité mais la log-conductivité. Sur le plan algorithmique,

la détermination du MAP est op érée a v ec une métho de du t yp e gradien t conjugué, conçue

de façon à p ouv oir optimiser, a v ec un coût de calcul réduit, un critère p ouv an t conserv er

lo calemen t des appro ximation hessiennnes don t les conditionnemen ts demeuren t élev ées.

Cette métho de, qui a été mise en ÷uvre sur des jeux d'observ ations sim ulés a v ec un

maillage � haute résolution � , fournit des estimées sur un maillage de résolution in termé-

diaire. Les résultats obten us attesten t des améliorations à plusieurs niv eaux :

� La métho de p ermet de reconstruire des distributions de conductivité fort con tras-

tées (dans notre exemple, le con traste v aut 20) ;

� La métho de s'a v ère robuste p our un RSB de 40 dB, ce qui constitue un gain de

plus de 25 dB par rapp ort à la métho de non linéaire de [Hua et coll. 1991 ]. De plus, la

qualité de reconstruction est très p eu sensible au p oin t d'initialisation de l'algorithme ;

� Le temps de calcul de la métho de est réduit, surtout lorsqu'on utilise une loi a

priori Gauss-Mark o v ;

� L'utilisation de la loi a priori Hub er-Mark o v p ermet de préserv er le caractère

év en tuellemen t discon tin u de la distribution de conductivité à estimer.

5 Annexe : calcul du gradien t du critère MAP

Nous présen tons ici le calcul du gradien t du critère (IV.5), don t nous rapp elons l'ex-

pression :

J ( 
 ) =

K
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Alors
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;

où J

g

� 1

( 
 )

, le jacobien de g

� 1

, s'écrit :

J

g

� 1

= Diag (exp 
 ) = Diag( � ) ;
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expression dans laquelle Diag ( u ) désigne la matrice diagonale con tenan t les élémen ts de

u sur la diagonale. On a donc,
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Or, p our l'in v erse d'une matrice, on a la règle de dériv ation suiv an te :
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est une matrice qui ne dép end pas de � (elle ne dép end que de la structure géométrique

du maillage con ten ue dans Q ) d'une part et qui est très creuse (en particulier, elle est

aisémen t sto c k able) d'autre part, on obtien t

@ J

k

obs

@ �

p

=

1

s

2

k

(

�

P

n

A

� 1

�

�

p

A

� 1

�

�

P

n

t

D
�

{

k

obs

)

t

(
�

v

k

obs

�

�

P

n

A

� 1

�

�

P

n

t

D
�

{

k

obs

) :

P ar ailleurs, on a p our le terme de régularisation :
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est impaire.

L'expression comp osan te par comp osan te du gradien t de J ( 
 ) est donc la suiv an te :

@ J

@ 


p

=

K

X

k =1

e




p

s

2

k

(

�

P

n

A

� 1

exp 


�

p

A

� 1

exp 


�

P

n

t

D
�

{

k

obs

)

t

(
�

v

k

obs

�

�

P

n

A

� 1

�

�

P

n

t

D
�

{

k

obs

)

+ �

X

q 2 v ( p )

�

0

�

( 


p

� 


q

) : (IV.11)
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Chapitre V

ÉCHANTILLONNA GE STOCHASTIQUE ET

BILINÉARITÉ

1 In tro duction

C

e chapitre présen te une étude plus prosp ectiv e en vue de prop oser un algo-

rithme d'éc han tillonnage sto c hastique de t yp e MCMC p our l'estimation de la log-

conductivité en TIÉ. T rois raisons principales motiv en t cette étude :

� P artan t d'ab ord du caractère non linéaire du mo dèle direct c hoisi, on remarque la

nature sp éci�que de cette non linéarité : mo y ennan t quelques manipulations à partir de

l'éq. (I I I.40), le mo dèle direct p eut être vu comme une é quation biliné air e sous c ontr ainte

biliné air e . Il sem ble donc in téressan t de p ouv oir exploiter cette propriété p our construire

une métho de d'estimation sp éci�que ;

� Ensuite, p our des problèmes in v erses biliné air es tels que la dé c onvolution myop e (où

non seulemen t l'en trée mais aussi l'op érateur de con v olution est inconn u), des métho des

d'estimation ba y ésiennes (à base d'éc han tillonneurs de Gibbs) p euv en t être mises en ÷uvre

de façon particulièremen t simple ;

� En�n, en raison du coût de calcul élev é requis lors de la mo délisation de pro-

blèmes in v erses non linéaires, les métho des d'éc han tillonnage sto c hastiques on t été très

p eu utilisées p our les résoudre. P our le problème d'imagerie à ondes di�ractées, une

mise en ÷uvre du recuit sim ulé a été e�ectuée par [Garnero et coll. 1991 ]. En TIÉ, dans

[F o x et Nic holls 1997 ], les auteurs utilisen t un éc han tillonneur de Métrop olis p our recons-

truire une carte binaire de conductivité. T outefois, la non linéarité ab outit à ce que le

v oisinage a p osteriori d'un pixel à éc han tillonner s'étend à l'ensem ble des sites si bien

qu'en pratique, ces métho des son t rendues in utilisables à cause de leur coût de calcul

prohibitif. La métho de que nous essa y ons de construire ici est destinée à être implan tée

sous la forme d'un algorithme � rapide � car, en conjuguan t le caractère extr êmement

cr eux de la matrice de rigidité A

�

du problème et la bilinéarité du mo dèle, elle p ermet de

construire, sans appro ximation, une métho de d'éc han tillonnage à v oisinage a p osteriori

très réduit.

Dans un premier temps, nous présen tons donc ce cadre de métho des d'éc han tillonnages

p our des problèmes bilinéaires. Ensuite, nous essa y ons d'appliquer ces propriétés au pro-

blème in v erse de TIÉ en in tro duisan t le caractère con train t du mo dèle direct bilinéaire

dans la construction d'un algorithme MCMC sp éci�que. T out au long du c hapitre, nous
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nous appuy ons sur un exemple simple à deux v ariables p our illustrer les di�cultés et le

comp ortemen t attendu de la métho de.

2 Résolution ba y ésienne de problèmes in v erses bili-

néaires

Considérons le problème décrit par le mo dèle de con v olution suiv an t :

y

obs

= h � x + b ; (V.1)

où y

obs

désigne les observ ations, x est l'ob jet rec herc hé, h désigne l'ondelette con v oluan te

et b représen te l'incertitude du mo dèle. La détermination de l'ob jet x lorsque h est conn ue

corresp ond à la résolution d'un problème in v erse don t le mo dèle direct est linéaire (il existe

de nom breuses métho des désormais � classiques � p our les résoudre). En rev anc he, lorsque

l'ondelette h est inconn ue ou mal conn ue, la détermination conjoin te de l'ob jet et de

l'ondelette est un problème in v erse bilinéaire. P our la résolution de ce t yp e de problème,

l'utilisation de lois a priori est absolumen t essen tielle p our lev er des indéterminations

telles que le signe de h et x , leur puissance, v oire leur phase.

Les études sur ce t yp e de problème son t encore p eu nom breuses. Men tionnons les tra-

v aux de [Gautier et coll. 1997 ] p our la décon v olution a v eugle d'éc hogrammes ultrasonores.

Les auteurs in tro duisen t une loi a priori séparable gaussienne généralisée p our retrouv er le

caractère impulsionnel de l'ob jet x (une séquence de ré�ectivité) et une loi Gauss-Mark o v

p our fa v oriser la douceur sur l'ondelette h . L'estimateur MAP revien t alors à minimiser

un critère de la forme suiv an te :

J ( x ; h ) =

1

2

�

k y

obs

� h � x k

2

+ �

X

i

j x

i

j

p

+ � h

t

Q h

�

; p > 1 :

On remarque alors que le critère est con v exe en x à h �xé et récipro quemen t. Les auteurs

exploiten t donc cette bic onvexité du critère p our le minimiser alternativement en x et en

h . Néanmoins, le critère n'étan t pas con v exe, cette métho de de minimisation est sous-

optimale dans le sens où elle ne garan tit la con v ergence que v ers un minim um lo cal ou

un p oin t selle du critère. En e�et, en tan t que métho des d'optimisation déterministes ( cf.

c hapitre I Ÿ 3.2.2), les métho des de minimisation alternées ne p ossèden t pas de propriétés

de con v ergence globale.

Cette di�culté disparaît a v ec l'utilisation des algorithmes d'éc han tillonnage sto c has-

tiques (MCMC). L' é chantil lonneur de Gibbs , que nous présen tons main tenan t, v a nous

p ermettre en particulier de con tin uer à manipuler x et h de manière alternée.
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2.1 L'éc han tillonneur de Gibbs (EG)

Considérons p our cela une loi à éc han tillonner, caractérisée par sa densité de probabi-

lité p ( x ) = f

X

( x ) sur � . La plupart des descriptions de la littérature son t e�ectuées dans le

cas où � con tien t un nom bre �ni d'états discrets [Geman et Geman 1984 ], [Winkler 1995 ].

Nous donnons ici une présen tation du résultat � étendue � à un espace � con tin u. T oute-

fois, si les no y aux de transition que nous présen tons ici sous la forme de densités s'a v èren t

p onctuellemen t in�nies, il est préférable d'in tro duire l'éc han tillonneur de Gibbs à partir

de distributions ( cf. [Chib et Green b erg 1994 ]).

En conserv an t les notations in tro duites au c hapitre I Ÿ 3.4.2, nous notons � :=

f s

1

; : : : ; s

N

x

g l'ensem ble des sites (ou pixels) à éc han tillonner. L'EG consiste à e�ectuer

des tirages successifs selon des probabilités conditionnelles qui son t à supp orts réduits par

rapp ort à � et que l'on sait éc han tillonner alors que l'on ne sait pas faire un tirage global

de la loi f . L'idée sous-jacen te consiste à construire une c haîne de Mark o v don t l'état

stationnaire est la loi à éc han tillonner. P our cela, on a b esoin d'une stratégie de bala y age

des sites.

Dé�nition V.1 (Stratégie de bala y age).

On app elle str até gie de b alayage S = f �

1

; ::; �

M

g toute én umération de supp orts �

m

tels que l'ensem ble des supp orts décrits con tienne tous les sites : � = [

M

m =1

�

m

.

En particulier, il n'est pas nécessaire que le recouvremen t dé�ni à partir de la réunion

des supp orts soit une partition de l'ensem ble des sites. Le tirage sur c haque supp ort �

m

v a alors être e�ectué selon un no y au de transition lo cal.

Dé�nition V.2 (No y au de transition lo cal).

Le no y au de transition lo cal de x à y , noté �

m

( x ; y ) , est la densité en y dé�nie par :

�

m

( x ; y ) :=

8

<

:

p

�

y

�

m

j y

� n �

m

�

si y

� n �

m

= x

� n �

m

0 sinon.

(V.2)

Le no y au de transition lo cal est donc la densité de probabilité de transition de l'état

x à l'état y , dé�nie à partir de la c ar actéristique lo c ale p

�

y

�

m

j y

� n �

m

�

. Il n'autorise donc

que des c hangemen ts sur le supp ort lo cal �

m

. Dès lors, si le c hangemen t de x à z nécessite

l'utilisation de deux supp orts m et n , un no y au de transition de x à z p eut s'écrire comme

une comp osition des deux no y aux

� ( x ; z ) =

Z

�

�

m

( x ; y ) �

n

( y ; z ) d y ;

ce qui corresp ond à deux tirages successifs à partir des caractéristiques lo cales asso ciées

à �

m

et �

n

: un tirage �

m

( x ; y ) suivi d'un tirage �

n

( y ; z ) . Nous p ouv ons alors donner la

dé�nition suiv an te.
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Dé�nition V.3 (No y au de Mark o v [Winkler 1995]).

Le noyau de Markov p our la densité f

X

( x ) , noté �

S

, est le no y au de transition (global)

dé�ni à partir de la stratégie de bala y age S :

�

S

( x ; z ) =

Z

�

1

( x ; y

1

) :::

Z

�

M � 1

( y

M � 2

; y

M � 1

) �

M

( y

M � 1

; z ) d y

M � 1

::: d y

1

; (V.3)

où les �

m

son t les no y aux de transitions lo caux dé�nis à partir des caractéristiques lo cales

de f

X

( x ) .

La mise à jour de tous les sites selon le no y au de Mark o v �

S

est app elée b alayage .

Ensuite, p our que l'algorithme con v erge, il su�t comme l'indique le théorème suiv an t ( cf.

[Geman et Geman 1984 ], [Winkler 1995 ]), d'itérer les bala y ages.

Théorème V.1 (Con v ergence de l'éc han tillonneur de Gibbs).

Posons :

�

n

S

( x ; z ) =

Z

�

�

n � 1

S

( x ; y ) �

S

( y ; z ) d y ; (V.4)

où �

S

est un noyau de Markov p our la densité f

X

( x ) dé�ni à p artir de la str até gie de

b alayage S . A lors, p our tout x 2 � , on a :

lim

n !1

Z

�

g

Y

( y ) �

n

S

( y ; x ) d y = f

X

( x ) : (V.5)

uniformément p our toute densité de pr ob abilité initiale g

Y

( y ) .

Dans le cas qui nous in téresse (éq. (V.1)), le v ecteur à éc han tillonner est la concaté-

nation des v ecteurs x et h . En particulier, si la loi ( a p osteriori ) à éc han tillonner s'écrit

p ( x ; h j y

obs

; � ) / exp � J ( x ; h )

a v ec

J ( x ; h ) =

1

2

�

k y

obs

� h � x k

2

+ � x

t

Rx + � h

t

Q h

�

:

Alors, a v ec la règle de Ba y es, on obtien t

p ( x ; h j y

obs

; � ) = p ( x j h ; y

obs

; � ) p ( h j y

obs

; � )

= p ( h j x ; y

obs

; � ) p ( x j y

obs

; � ) ;

d'où il apparaît que les densités conditionnelles p ( x j h ; y

obs

; � ) et p ( h j x ; y

obs

; � ) son t

toutes les deux gaussiennes (on sait donc les éc han tillonner directemen t). La stratégie

de bala y age à deux supp orts S = f �

x

; �

h

g est donc parfaitemen t en visageable p our

éc han tillonner la loi p ( x ; h j y

obs

; � ) a v ec l'EG. T outefois, d'autres stratégies de bala y ages

p euv en t être utilisées, telles que des stratégies de visite site p ar site . En e�et, si l'on note

x

� p

le v ecteur con tenan t tous les x

i

excepté le p -ième, il apparaît que la caractéristique lo-

cale p ( x

p

j x

� p

; h ; y

obs

; � ) est égalemen t gaussienne de même que p ( h

q

j h

� q

; x ; y

obs

; � ) . En

particulier, l'ordre de bala y age des sites n'in tervien t pas dans la démonstration de con v er-

gence de l'EG. On p eut donc alterner des tirages en x

p

et en h

q

ou encore ([Winkler 1995 ])

c hoisir une stratégie de bala y age aléatoire. T out au plus, le c hoix d'une stratégie de ba-

la y age in�ue sur la vitesse de con v ergence de l'algorithme.
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2.2 Illustration par un exemple à deux v ariables

P our illustrer le comp ortemen t de l'EG, nous prenons un exemple simple bidimension-

nel dans lequel la densité f

( X ; H )

( x; h ) est dé�nie par

f

( X ; H )

( x; h ) =

1

Z

exp � J ( x; h ) (V.6)

où le critère J ( x; h ) s'écrit

J ( x; h ) =

1

2

�

( y

obs

� hx )

2

s

2

+

x

2

s

2

x

+

h

2

s

2

h

�

; (V.7)

que nous particularisons a v ec les v aleurs suiv an tes : s = 50 , s

x

= 10 , s

y

= 10 et y

obs

= 100 .

Le problème p ossède donc une symétrie impaire par rapp ort aux axes ( O x ) et ( O y ) ( cf.

Fig. V.1). Cette symétrie corresp ond à une indétermination du signe sur x et h , que ni

les observ ations ni les termes de régularisation c hoisis ici ne con tribuen t à lev er.

h
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-25

-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

25

x

Fig. V.1 - A l lur e du critèr e J ( x; h ) c orr esp ondant à la distribution bivarié e à é chantil lon-

ner. L ors des tir ages suc c essifs � mar qués ici p ar des (+) � e�e ctués ave c l'é chantil lonneur

de Gibbs, le déplac ement s'e�e ctue en alternanc e, soit horizontalement (tir age des x ), soit

vertic alement (tir age des h ). En e�et, chaque c oup e horizontale ou vertic ale du gr aphique

c orr esp ond à un critèr e quadr atique, i.e., une distribution (c onditionnel le) gaussienne.

(L es lignes de nive aux r epr ésenté es ici ne sont p as liné air ement esp ac é es.)

La distribution f

( X ; H )

( x; h ) se rév èle bimo dale ( cf. Fig V.1). P our trouv er les form ules

corresp ondan t au tirage en x , il su�t d'écrire f

( X ; H )

( x; h ) = f

( X j H )

( x j h ) f

H

( h ) et d'iden-

ti�er la gaussienne corresp ondan t à f

( X j H )

( x j h ) , ce qui donne

m

x

=

�

1

s

2

x

+

h

2

s

2

�

� 1

�

y

obs

h

s

2

�

(V.8)
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h

-25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25
-25

-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

25

x

Fig. V.2 - Nuage de p oints é chantil lonnés apr ès L = 1300 b alayages p ar EG (seul le

dernier p oint de chaque b alayage est a�ché). On observe que le nuage se densi�e autour

des deux mo des.

p our la mo y enne du tirage de x et

�

2

x

=

�

1

s

2

x

+

h

2

s

2

�

� 1

(V.9)

p our sa v ariance. Le problème étan t symétrique en x et h , il su�t d'in terv ertir ces deux

v ariables p our obtenir la mo y enne et la v ariance de h . L'éc han tillonnage de Gibbs est alors

obten u en alternan t les tirages de x à h �xé et récipro quemen t. On observ e que sa mise

en ÷uvre resp ecte le caractère bimo dal de la distribution f

( X ; H )

( x; h ) , ( cf. Fig. V.2). Une

estimation de la mo y enne a p osteriori (MP) E[ X ; H j Y = y

obs

] , op érée � rapidemen t � en

mo y ennan t toutes les réalisations x

l

et h

l

ab outit ici à au couple (0 ; 0) , qui ne représen te

pas du tout l'ob jet rec herc hé. En fait, étan t donné l'indétermination sur les signes de x

et h , il faut ramener tout à un quadran t et calculer :

j x j

MP

=

1

L � L

0

L

X

l = L

0

j x

l

j

et j h j

MP

=

1

L � L

0

L

X

l = L

0

j h

l

j

qui son t les estimateurs p ertinen ts des esp érances E[ jX j

�

�

Y = y

obs

] et E[ jH j

�

�

Y = y

obs

] et

où l'en tier L

0

< L signi�e que l'on attend que la c haîne de Mark o v ait attein t un état

stationnaire a v an t de comptabiliser les éc han tillons dans l'estimation.

Dans [Cheng et coll. 1996 ], les auteurs utilisen t ainsi un éc han tillonneur de Gibbs en

décon v olution a v eugle (a v ec un mo dèle gaussien sur l'ondelette et un mo dèle b ernoulli-

gaussien sur la ré�ectivité). En outre, ils étenden t le princip e d'alternance en tre x et h à
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l'estimation de la v ariance des observ ations s

2

de loi conditionnelle �

� 2

, ce qui ab outit à

une métho de d'estimation ba y ésienne � totale � dans le sens où les h yp erparamètres eux-

mêmes son t estimés dans la métho de. En fait, les métho des sto c hastiques alternées son t

particulièremen t in téressan tes p our des problèmes multiliné air es ou, de manière générale,

p our des problèmes don t la densité a p osteriori fait apparaître des densités conditionnelles

éc han tillonnables de manière simple.

3 Éc han tillonnage bilinéaire sous con train te

Dans ce paragraphe, nous essa y ons de v oir commen t les métho des d'éc han tillonnage

bilinéaire p euv en t s'étendre lorsqu'une con train te d'égalité, elle-même bilinéaire, s'a joute

au problème. P our cela, nous commençons par mon trer que le problème de TIÉ p eut

s'écrire sous une forme biliné air e c ontr ainte .

3.1 Problème de TIÉ vu sous forme bilinéaire con train te

Le caractère biliné air e c ontr aint que nous établissons ici n'est pas une sp éci�cité de

la TIÉ. Ainsi, en tomographie de di�raction, le problème rev êt exactemen t la même pro-

priété, qui se présen te sous une formulation jointe du problème ([Carfan tan 1996 ]). Dans

la remarque I I.2, nous soulignons l'asp ect bilinéaire de l'application

( � ;

~

E ) 7! ~ | = �

~

E :

Il est immédiat de v oir que le caractère con train t in tervien t à partir du momen t où ~ | et

~

E son t �xés, ce qui est le cas, p our le problème in v erse, le long de la fron tière 
 .

P our construire le mo dèle bilinéaire des observ ations, nous partons de l'équation

(I I I.37), prise a v ec v

r ef

= 0 :

A

�

v =

�

P

n

t

D
�

{ : (V.10)

Le mo dèle direct (restrein t) de l'équation (I I I.40) est établi en résolv an t ce système linéaire

(et en ne retenan t que les

�

N comp osan tes fron talières de v ). P our simpli�er l'écriture,

p osons

j :=

�

P

n

t

D
�

{ : (V.11)

Puisque A

�

est une matrice dép endan t linéairemen t de � , l'équation

A

�

v = j (V.12)

est biliné air e en ( � ; v ) . P ar conséquen t, il existe une matrice M

v

, de taille N � P , telle

que cette équation s'écrit

M

v

� = j : (V.13)
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Nous mon trons en annexe ( cf. Ÿ 6.1) qu'il existe un tableau � de taille P � N � N ,

extrêmemen t creux et dép endan t des seules caractéristiques géométriques du maillage 


h

,

tel que

( M

v

)

np

=

N

X

i =1

� ( p; n; i ) v

i

: (V.14)

P our construire une métho de d'estimation tiran t parti de la bilinéarité, il est ten tan t

de prop oser l'équation d'observ ation suiv an te :

M

v

� = A

�

v = j

obs

+ b ;

où b représen te l'incertitude, que l'on p eut mo déliser par une loi gaussienne comme p our

le mo dèle d'observ ation utilisé p our le MAP par l'équation (IV.2). En e�et, l'idée sous-

jacen te consiste à mettre en ÷uvre un EG dans lequel on alternerait des tirages selon les

deux lois conditionnelles p ( � j v ) et p ( v j � ) , toutes deux gaussiennes.

Malheureusemen t, une telle prop osition omet de prendre en compte le fait qu'une

partie du v ecteur de tension est observ ée (donc �xée), ce qui v a induire une con train te

lors de l'in v ersion. En outre, le v ecteur j , de longueur N , ne p ossède pas uniquemen t des

comp osan tes observ ées (à une transformation par D près), ce qui v a induire une seconde

con train te. Essa y ons de donner une écriture plus détaillée de cette double con train te en

p osan t (quitte à réordonner les colonnes de A

�

) :

v :=

h

�

v

�

v

i

: (V.15)

De même, (quitte à réordonner les lignes de A

�

), on p eut p oser

j :=

h

�

|

�

|

i

=

h

�

|

0

i

; (V.16)

puisque la matrice

�

P

n

est un op érateur de pro jection sur la fron tière, (on a donc en

particulier
�

| = D
�

{ ) si bien que l'équation (V.10) s'écrit :

A

�

h

�

v

�

v

i

=

h

�

|

0

i

(V.17)

soit encore

�

A

11

�

A

12

�

A

21

�

A

22

�

�

h

�

v

�

v

i

=

h

�

|

0

i

; (V.18)

en partionnan t la matrice de rigidité A

�

. Remarquons que, puisque A

�

est régulière,

les matrices carrées A

11

�

et A

22

�

le son t aussi. De plus, comme A

�

est symétrique, on a

( A

12

�

)

t

= A

21

�

. De même, on p eut partitionner la matrice M

v

de façon à écrire :

h

M

1

v

M

2

v

i

� =

h

�

|

0

i

: (V.19)

où M

1

v

est de taille

�

N � P et M

2

v

est de taille ( N �

�

N ) � P . Puisque
�

v est une grandeur

observ ée, l'inconn ue du problème se limite au couple ( � ;

�

v ) . Nous ab outissons donc au
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mo dèle joint d'observ ations qui suit, p our K jeux d'observ ations :

M

1

v

k � =
�

|

k

obs

+

�

b

k

; k = 1 ; ::; K

s.c. M

2

v

k � = 0

et s.c.
�

v

k

=
�

v

k

obs

;

(V.20)

qui s'exprime aussi sous la forme

A

11

�

�
v

k

obs

+ A

12

�

�

v

k

=
�

|

k

obs

+

�

b

k

; k = 1 ; ::; K

s.c. A

21

�

�
v

k

obs

+ A

22

�

�

v

k

= 0 :

(V.21)

On remarque que la con train te A

21

�

�
v

k

obs

+ A

22

�

�

v

k

= 0 , qui corresp ond à l'équation M

2

v

k � =

0 , est elle-même bilinéaire en ( � ;

�

v ) . En�n, notons qu'il faut a jouter à ces expressions la

con train te d'espace � > 0 , où le signe > désigne ici une comparaison v alable comp osan te

par comp osan te. À partir de là, une première solution v a consister à � accepter � la

con train te et à éliminer

�

v : on revien t alors au mo dèle direct (I I I.40) utilisé au c hapitre

précéden t, sans p ossibilité d'utiliser la bilinéarité. Une seconde appro c he, destinée à utiliser

cette dernière, consiste au con traire à r elaxer la con train te. P our v oir en quoi cela consiste,

nous reprenons l'exemple à deux v ariables étudié précédemmen t.

3.2 Exemple biv arié de relaxation d'une con train te bilinéaire

Le mo dèle d'observ ation ab outissan t au critère (V.7) s'écrit :

y

obs

= hx + b

1

; b

1

� N (0 ; s

2

) : (V.22)

Nous lui a joutons ici une con train te bilinéaire du t yp e

z = ( h � h

0

)( x � x

0

) : (V.23)

La relaxation de cette con train te consiste à in tro duire (momen tanémen t) une v ariable

aléatoire b

2

tel que

z = ( h � h

0

)( x � x

0

) + b

2

b

2

� N (0 ; T s

2

) ; (V.24)

où la temp ér atur e T désigne en quelque sorte le � degré de lib erté � a v ec lequel on relaxe la

con train te. On obtien t alors un mo dèle d'observ ations, rep osan t sur les équations (V.22)

et (V.24), qui est totalemen t bilinéaire. P ar conséquen t, le critère corresp ondan t à la

nouv elle loi s'écrit :

J

T

( x; h ) =

1

2

�

[ y

obs

� hx ]

2

s

2

+

[ z � ( h � h

0

)( x � x

0

)]

2

T s

2

+

x

2

s

2

x

+

h

2

s

2

h

�

; (V.25)

loi que l'on p eut éc han tillonner aisémen t a v ec l'EG. En op éran t de même que dans

l'exemple non con train t, on obtien t :

m

x

=

�

1

s

2

x

+

h

2

s

2

+

( h � h

0

)

2

T s

2

�

� 1

�

y

obs

h

s

2

+

( h � h

0

)( z + x

0

( h � h

0

))

T s

2

�

(V.26)
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p our la mo y enne du tirage de x et

�

2

x

=

�

1

s

2

x

+

h

2

s

2

+

( h � h

0

)

2

T s

2

�

� 1

(V.27)

p our sa v ariance (de nouv eau p our le tirage de h , il su�t d'in terv ertir x et h ).
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Fig. V.3 - Nuage de p oints é chantil lonnés apr ès L = 500 b alayages p ar EG, ave c une

c ontr ainte biliné air e (tr ac é e en tr ait mixte �� ) p our T = 0 ; 1 . L es c ourb es de nive aux

r epr ésenté es sur la �gur e a sont les mêmes qu'au Ÿ 2.2 et ne pr ennent donc p as en c ompte

le terme de r elaxation [ z � ( h � h 0)( x � x

0

)]

2

= ( T s

2

) . L e critèr e c omplet J

T

( x; h ) , ave c le

même nuage, est r epr ésenté sur la �gur e b .

Nous reprenons dans cet exemples les même v aleurs de paramètres que précédemmen t,

en a joutan t z = 20 , x

0

= � 10 et h

0

= 1 . Le c hoix de la temp érature est essen tiellemen t

un compromis en tre la �délité à la con train te ( T ! 0) et la capacité à parcourir celle-ci en

un nom bre restrein t de bala y age ( T ! 1 ) . Dans notre exemple, a v ec une v aleur T = 0 ; 1 ,

on obtien t un assez b on compromis apparen t ( cf. Fig. V.3). Av ec T = 0 ; 01 , on obtien t

une relaxation trop faible ( cf. Fig. V.4 a) tandis que p our T = 1 , celle-ci commence à être

trop élev ée ( cf. . Fig. V.4 b).

P ar ailleurs, on observ e le caractère désormais asymétrique du critère con train t. L'in-

terprétation de cette asymétrie, ainsi qu'une év en tuelle lev ée du caractère am bigu qu'elle

o ccasionne, dép end de l'in terprétation propre au problème considéré. Ainsi, en TIÉ où

l'on disp ose d'une con train te d'espace � > 0 , l'ensem ble des tirages �

p

6 0 son t rejetés.

T outefois, un mo y ennage des tirages obten us ne corresp ond pas à la mo y enne e�ectiv e-

men t rec herc hée puisque les p oin ts éc han tillonnés ne se situen t pas rigoureusemen t sur la

con train te. Une correction est en visageable a v ec l'éc han tillonnage p ondéré.
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Fig. V.4 - Nuage de 500 p oints é chantil lonnés ave c une temp ér atur e a : T = 0 ; 01 et b :

T = 1 . On observe en a gr ande �délité à la c ontr ainte, mais le p as de déplac ement est tr op

p etit p our p ermette facilement le p assage d'un mo de à l'autr e p our un nombr e r estr eint de

b alayage. En r evanche, en b , la temp ér atur e est tr op élevé e p our r epr ésenter la c ontr ainte

ave c �délité.

3.3 Princip e de l'éc han tillonnage p ondéré

L' é chantil lonnage p ondér é , encore app elé métho de de Monte Carlo de fonction d'im-

p ortanc e (de l'anglais � imp ortance sampling � ), est utilisé p our estimer l'esp ér anc e d'une

fonction g ( x ) sous une loi de densité p ( x ) = f

X

( x ) que l'on ne sait pas éc han tillonner

directemen t. L'idée sous jacen te, men tionnée dans [Rob ert 1992 ], consiste à exploiter le

fait qu'il est souv en t plus aisé de calculer une densité que de l'éc han tillonner. Supp osons

que nous sac hions éc han tillonner selon une loi � ( x ) (app elée fonction d'imp ortance), alors

l'esp érance de g ( x ) s'écrit

E

p

[ g ( X )] =

Z

�

g ( x ) p ( x ) d x

=

Z

�

g ( x )

p ( x )

� ( x )

� ( x ) d x

=

Z

�

g ( x )

p ( x )

� ( x )

� ( x ) d x

Z

�

p ( x )

� ( x )

� ( x ) d x

=

E

�

h

g ( X )

p ( X )

� ( X )

i

E

�

h

p ( X )

� ( X )

i

:
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P ar conséquen t, si f x

1

; ::; x

L

g est une suite de p oin ts éc han tillonnés selon � ( e.g., par

EG), on p eut estimer l'esp érance de g sous la loi p par

g

MP

=

L

X

l = L

0

! ( x

l

) g ( x

l

)

L

X

l = L

0

! ( x

l

)

(V.28)

où ! ( x

l

) , c o e�cient de p ondér ation ( cf. Fig. V.7), est dé�ni à partir de

! ( x ) :=

p ( x )

� ( x )

: (V.29)

La vitesse de la con v ergence de cette métho de est étroitemen t liée au c hoix de la fonction �

- plus � est pro c he de p , plus rapide est la con v ergence de la mo y enne. On remarquera par

ailleurs que la connaissance des constan tes de normalisation des lois p et � n'est pas né-

cessaire puisque leur rapp ort, qui apparaît aussi bien au n umérateur qu'au dénominateur

de l'équation (V.28), se simpli�e.

3.4 Résultats de l'éc han tillonnage p ondéré p our l'exemple biv a-

rié

Nous p ouv ons appliquer cette règle à l'exemple précéden t. Nous disp osons d'une den-

sité bilinéaire éc han tillonnable f

T

( X ; H )

( x; h ) = exp [ � J

T

( x; h )] = Z

T

. P ar ailleurs, nous c her-

c hons à estimer la mo y enne de la loi f

( X ; H )

( x; h ) , prise sur la con train te h = z = ( x � x

0

) + h

0

( cf. éq. (V.23)), loi que l'on renomme

p ( x ) = f

( X ; H )

( x;

z

( x � x

0

)

+ h

0

) =

1

Z

p

exp � J

p

( x ) ; (V.30)

a v ec

J

p

( x ) =

1

2

�

[ y

obs

� x ( z = ( x � x

0

) + h

0

)]

2

s

2

+

x

2

s

2

x

+

( z = ( x � x

0

) + h

0

)

2

s

2

h

�

: (V.31)

On remarque ( cf. Fig. V.5) le caractère bimo dal de cette densité, qui s'ann ule p our x = x

0

.

Or, nous disp osons de couples ( x

l

; h

l

) obten us par éc han tillonnage de f

T

( X ; H )

( x; h ) . P ar

conséquen t, si nous ne retenons que les x

l

, ceux-ci corresp onden t à un éc han tillonnage

sous la densité mar ginale en x :

f

T

X

( x ) =

Z

f

T

( X ; H )

( x; h ) d h: (V.32)

Nous p ouv ons obtenir une expression explicite de cette densité (toujours à une constan te

de normalisation près). En e�et, f

T

( X ; H )

( x; h ) = f

T

( H j X )

( h j x ) f

T

X

( x ) a v ec une densité condi-

tionnelle f

T

( H j X )

( h j x ) gaussienne, donc aisémen t iden ti�able. Nous nous con ten tons ici de
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p

(

x

)
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Fig. V.5 - Densité de pr ob abilité p ( x ) c orr esp ondant à f

( X ; H )

( x; h ) prise sur la c ontr ainte

h = z = ( x � x

0

) + h

0

. C'est c ette distribution dont on cher che l'esp ér anc e. L a c onstante de

normalisation a été c alculé e numériquement.

fournir une expression de f

T

X

( x ) � l'ensem ble des calculs p ermettan t de l'obtenir est simple

mais assez long. P osons

1

�

2

T

:=

x

2

s

2

+

( x � x

0

)

2

T s

2

+

1

s

2

h

(V.33)

et

�

T

�

2

T

:=

xy

obs

s

2

+

( x � x

0

)( z + h

0

( x � x

0

))

T s

2

(V.34)

où �

T

( x ) et �

T

( x )

2

son t resp ectiv emen t la mo y enne et la v ariance de la gaussienne à

iden ti�er. Alors, en p osan t

I

T

( x ) :=

1

2

�

�

�

2

T

�

T

( x )

2

+

y

2

obs

s

2

+

[ z + h

0

( x � x

0

)]

2

T s

2

+

x

2

s

2

x

�

; (V.35)

on obtien t la densité

f

T

X

( x ) =

p

2 � �

T

( x )

2

Z

T

exp � I ( x ) (V.36)

qui est représen té sur la �gure V.6 p our plusieurs v aleurs de T .

L'estimation de la mo y enne se ramène donc, a v ec l'éc han tillonnage p ondéré, à calculer

x

MP

L

=

L

X

l = L

0

x

l

p ( x

l

)

f

T

X

( x

l

)

L

X

l = L

0

p ( x

l

)

f

T

X

( x

l

)

; (V.37)
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f

T

X

(
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)
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Fig. V.6 - Densités f

T

X

( x ) c orr esp ondant à la loi mar ginale en x de f

T

( X ; H )

( x; h ) , que l'on

sait é chantil lonner, p our les temp ér atur es T = 1 , T = 0 ; 1 et T = 0 ; 01 . Il faut r emar quer

que la limite de c ette loi, lorsque T ! 0 , n 'est p as la loi jointe c ontr ainte p ( x ) (cf. la

r emar que V.1), même si son al lur e s'en r appr o che. Comme p our p ( x ) , les c onstantes de

normalisation ont été c alculé es numériquement.

!

(

x

)
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Fig. V.7 - F onction de p ondér ation ! ( x ) = p ( x ) =f

T

X

( x ) p our di�ér entes temp ér atur es.

On observe que p our T ! 0 , ! devient pr op ortionnel à j x � x

0

j c onformément au r ésultat

r app orté dans la r emar que V.1.
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=

L

X

l = L

0

x

l

Z

T

Z

p

p

2 � �

T

( x

l

)

2

exp f� J

p

( x

l

) + I

T

( x

l

) g

L

X

l = L

0

Z

T

Z

p

p

2 � �

T

( x

l

)

2

exp f� J

p

( x

l

) + I

T

( x

l

) g

; (V.38)

ce qui donne, compte ten u de la simpli�cation des constan tes de normalisation,

x

MP

L

=

L

X

l = L

0

x

l

p

2 � �

T

( x

l

)

2

exp f� J

p

( x

l

) + I

T

( x

l

) g

L

X

l = L

0

p

2 � �

T

( x

l

)

2

exp f� J

p

( x

l

) + I

T

( x

l

) g

: (V.39)

Remarque V.1 (Limite de la densité f

T

X

( x ) lorsque T ! 0 ).

On p ourrait s'attendre à ce que la densité marginale

f

0

X

( x ) = lim

T ! 0

f

T

X

( x )

tende v ers la loi con train te p ( x ) , puisqu'alors � toute la masse de probabilité � se concen tre

v ers la con train te. En fait, il n'en est rien. Un calcul faisan t app el à un dév elopp emen t

limité p ermet en e�et d'établir que cette densité, si elle existe, s'écrit

f

0

X

( x ) =

"

lim

T ! 0

p

T

Z

T

#

s

p

2 � exp � J

p

( x )

j x � x

0

j

; (V.40)

qui se distingue de p ( x ) par le dénominateur en j x � x

0

j . P ar ailleurs, on p eut v oir qu'il

n'existe pas une seule manière de relaxer la con train te. P ar exemple, à la place du terme

[ z � ( h � h

0

)( x � x

0

)] =T s

2

, on aurait pu c hoisir [ z = ( x � x

0

) � ( h � h

0

)] =T s

2

qui, s'il n'est

pas bilinéaire, v a néanmoins engendrer une accum ulation de densité autour de la con train te

lorsque T ! 0 .

L'étude des résultats obten us par sim ulation fait clairemen t apparaître l'e�cacité de

l'éc han tillonnage p ondéré. La �gure V.8 mon tre la con v ergence de la mo y enne p ondérée

v ers l'esp érance de la loi p ( x ) (il s'agit ici de l'esp érance globale mais on p eut tout aussi

bien, à partir des éc han tillons tirés, estimer les esp érances corresp ondan t à c hacun des

mo des de p ( x ) ).

Cette constatation e�ectuée sur une tr aje ctoir e de 2000 bala y ages est con�rmée par

une étude statististique sur un grand nom bre de tra jectoires ( M = 200 ). ( cf. Fig. V.9).

Nous calculons p our cela les mo y ennes empiriques instan tanées ( i.e., au stade du l -ième

éc han tillon) des mo y ennes estimées

�x

l M

:=

1

M

M

X

m =1

x

MP

l m
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où x

MP

l m

désigne l'estimation couran te de la mo y enne x

MP

l

, p our la m -ième tra jectoire,

sur l � L

0

p oin ts ( l = L

0

; ::; L ) . Nous calculons égalemen t les écarts-t yp es empiriques

instan tanés des mo y ennes estimées qui son t dé�nis par

�

x

l M

=

v

u

u

t

M

X

m =1

( x

MP

l m

� �x

l M

)

2

p

M � 1

: (V.41)
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Fig. V.8 - Évolution de l'estimé e de la MP de p ( x ) au c ours de l'é chantil lonnage p ondér é

( T = 0 ; 1) et ( L

0

= 20) . En tir eté ( �� ) , valeur de la MP glob ale c alculé e p ar inté gr ation

numérique. On observe que la moyenne non c orrigé e p ar la p ondér ation, en p ointil lés

( � � � ) , est loin de s'appr o cher de la vr aie valeur tandis que la moyenne estimé e ave c la

p ondér ation, en tr ait plein ( � ) , c onver ge bien vers c el le-ci.

Puisque f

0

X

( x ) est di�éren t de p ( x ) , la question se p ose de sa v oir p our quelle temp é-

rature il est préférable d'e�ectuer l'éc han tillonnage p ondéré. P our cela, nous étudions les

statistiques sur un grand nom bre ( M = 200 ) de tra jectoires comprenan t c hacune 2000

bala y ages, en faisan t v arier la temp érature. Une estimation empirique de l'erreur qua-

dratique nous p ermet d'apprécier la con v ergence de la métho de en fonction de T . Nous

dé�nissons d'ab ord le biais empirique comme

�

x

l M

= �x

l M

� E

p

( x ) (V.42)

i.e., l'écart en tre la mo y enne empiriques des mo y ennes estimées et la � vraie � mo y enne

(que nous a v ons calculée par in tégration n umérique). En app elan t v ariance empirique le

carré de l'écart-t yp e empirique dé�ni par l'équation (V.41), l'erreur quadratique empirique

est donnée par

�

x

l M

= �

x

l M

2

+ �

x

l M

2

: (V.43)
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Fig. V.9 - Évolution des statistiques de l'estimé e de la MP de p ( x ) au c ours de l'é chan-

til lonnage p ondér é dans les mêmes c onditions que Fig V.8. A u terme des 2000 b alayages,

la moyenne empirique des moyennes estimé es ave c c orr e ction, en tr ait plein ( � ) ,vaut 1 ; 41

c ontr e � 6 ; 44 sans c orr e ction, la vr aie valeur étant 1 ; 32 . En r evanche, c omme on p ouvait

s'y attendr e, l'é c art-typ e empirique de l'estimé e p ondér é e vaut 1 ; 02 ( �� ) c ontr e 0 ; 73 ( � � � )

sans p ondér ation. A u bilan, l'emploi de l'é chantil lonnage p ondér é est pleinement justi�é

puisque la vr aie valeur se situe à l'intérieur de l'interval le de c on�anc e dé�ni p ar l'é c art-

typ e c e qui est loin d'êtr e le c as sans c orr e ction.
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Fig. V.10 - Évolution, en fonction de la temp ér atur e, de l'err eur quadr atique empirique

EQE des moyennes estimé es. L e biais étant tr ès faible, l'EQE r e�ète surtout la varianc e.

On observe qu'une faible r elaxation de la c ontr ainte ( T < 0 ; 1) engendr e une forte aug-

mentation de l'EQE, alors que c el le-ci est stabilisé e p our une forte r elaxation ( T > 10) .

Un c ompr omis semble né anmoins se dessiner autour de T = 1 .
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On observ e ( cf. Fig. V.10 a) que l'erreur quadratique augmen te fortemen t p our T ! 0

alors qu'elle sem ble se stabiliser v ers une v aleur �nie p our T ! 1 . Il sem blerait donc qu'en

dehors de la zone � optimale � située autour de T = 1 , l'utilisateur puisse aussi en visager

d'utiliser une relaxation complète de la con train te ( i.e., J

T

( x; h ) = J

1

( x; h ) = J ( x; h ) )

a v ec une certaine e�cacité car alors le terme de relaxation [ z � ( h � h

0

)( x � x

0

)] =T s

2

disparaît du critère, ce qui allège d'autan t les calculs.

4 Estimation MP-EGP en TIÉ

Dans le paragraphe précéden t, nous établissons commen t le problème in v erse de TIÉ

p eut s'écrire sous une forme bilinéaire con train te et commen t cette di�culté, o ccasion-

née par la con train te en vue de l'estimation de la MP , p eut être surmon tée grâce à un

é chantil lonnage de Gibbs p ondér é (MP-EGP). Dans ce paragraphe, nous tirons parti du

caractère bilinéaire con train t des équations (V.20) et (V.21) p our construire une métho de

d'estimation MP-EGP en TIÉ.

La démarc he que nous suiv ons ici est similaire à celle de l'exemple biv arié : le couple

( x; h ) est remplacé par le couple ( � ;

�

v ) . T outefois, deux di�érences ma jeures apparaissen t.

D'ab ord, la con train te d'espace � > 0 et le c hoix de loi a priori que nous op érons ab ou-

tissen t à un éc han tillonnage de la v ariable 
 = ln � (donc substituée à � ) selon une loi qui

n'est pas gaussienne. Ensuite, la mise en ÷uvre de l'EG p our déterminer la MP nécessite

de déterminer une stratégie de bala y age sp éci�que p our visiter tous les sites du couple

( 
 ;

�

v ) .

La complexité des notations emplo y ées dans ce paragraphe p eut apparaître quelque

p eu rébarbativ e. T outefois, cette complexité re�ète la prise en compte d'un grand nom bre

de sp éci�cités propres à la TIÉ p our mettre en ÷uvre la métho de MP-EGP . Sans cette

prise en compte, une métho de d'estimation sto c hastique en TIÉ est inen visageable à cause

d'un coût calcul rédhibitoire. On remarquera en rev anc he le caractère élémen taire des

étap es de l'algorithme : résolution d'équation linéaire à une inconn ue et tests d'inégalités

(p our le tirage des 


p

), mettan t en a v an t le caractère �nalemen t � réalisable � de la

métho de prop osée.

4.1 Choix et écriture des densités

A�n d'e�ectuer l'éc han tillonnage p ondéré, nous a v ons b esoin d'écrire 3 densités : la

densité de la loi relaxée (e�ectiv emen t éc han tillonnée a v ec l'EG), la densité marginale de

cette loi (re�étan t l'éc han tillonnage sur 
 ) et la densité resp ectan t la con train te (don t on

c herc he la MP). P our cela, nous partons des équations d'observ ations (V.20) ou (V.21).

En relaxan t la con train te a v ec une temp érature T , le mo dèle mo di�é se présen te sous la

forme

A

11

�

�
v

k

obs

+ A

12

�

�

v

k

=
�

|

k

obs

+

�

b

k

; k = 1 ; ::; K (V.44a)

et A

21

�

�
v

k

obs

+ A

22

�

�

v

k

=

�

b

k

: (V.44b)
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où

�

b

k

� N (0 ; s

2

k

) et

�

b

k

� N (0 ; T s

2

k

) . Le terme de �délité aux observ ations du critère

corresp ondan t à la densité de la loi relaxée s'écrit donc

U

T obs

( � ;

�

v ) =

1

2

2

6

4

K

X

k =1










A

11

�

�
v

k

obs

+ A

12

�

�

v

k

�
�

|

k

obs










2

s

2

k

+










A

21

�

�
v

k

obs

+ A

22

�

�

v

k










2

T s

2

k

3

7

5

(V.45)

a v ec

�

v =

�

(

�

v

1

)

t

; ::; (

�

v

K

)

t

�

t

; (V.46)

tandis que le terme corresp ondan t, p our la loi resp ectan t la con train te, v aut

U

obs

( � ) =

1

2

"

K

X

k =1







[ A

11

�

� A

12

�

( A

22

�

)

� 1

A

21

�

]
�

v

k

obs

�
�

|

k

obs







2

s

2

k

#

(V.47)

(p our l'obtenir, il su�t d'éliminer les

�

v

k

en in tro duisan t leurs v aleurs obten ues à partir

de la con train te qui se scinde ici en K con train tes).

Dans le paragraphe Ÿ 3, nous étudions un exemple dans lequel l'éc han tillonnage est

gaussien p our les deux t yp es de v ariables x et h . En fait, ceci n'est n ullemen t nécessaire

au b on fonctionnemen t de la métho de. Il su�t simplemen t que l'une des deux gran-

deurs (celle que l'on v a éliminer) soit gaussienne et que l'on sac he éc han tillonner la loi

conditionnelle de l'autre grandeur. Ceci nous p ermet d'in tro duire une loi a priori non

gaussienne sur � de façon à resp ecter la con train te d'ensem ble � > 0 . Dans le c hapitre

IV, nous a v ons souligné le rôle imp ortan t joué dans la reconstruction par le c hangemen t

de v ariable 
 = ln � et l'in tro duction d'un a priori sur 
 . T outefois, plutôt qu'une re-

paramétrisation dans la densité, nous prop osons ici d'utiliser un changement de variable

alé atoir e ( cf. c hapitre I Ÿ 3.4.1). Nous n'a v ons plus en e�et de b esoin de conserv er le MAP

par transformation puisque nous c herc hons à estimer la MP . Ensuite, ce t yp e de c hange-

men t de v ariable p ermet que le n uage de p oin ts éc han tillonnés sous la nouv elle loi soit

l'image par le c hangemen t de v ariable du n uage de p oin ts sous l'ancienne. En�n, dans la

mesure ou le c hangemen t de v ariable est e�ectué pixel par pixel (ce qui est le cas ici),

sa matrice jacobienne est diagonale. Le caractère mark o vien de la loi de départ est donc

conserv é a v ec la même structure de v oisinage.

Nous commençons donc par présen ter la loi à éc han tillonner en fonction de � . Nous

c hoisissons ici une loi a priori don t l'énergie présen te la forme

U

apr

( � ) =

1

2

�

� k H ln � k

2

+ � k ln � k

2

�

: (V.48)

On a donc une loi a priori Gauss-Mark o v sur les di�érences premières en ln � (sur un

v oisinage d'ordre 1), via la matrice de di�érence H (de taille Q � P ), et gaussienne (rap-

p el à 0), via le terme de p énalisation � k ln � k

2

. Ce dernier terme est destiné à in terv enir

a v ec un très p etit co e�cien t � > 0 de façon à rendre la loi a priori in tégrable et à limi-

ter d'év en tuelles instabilités n umériques. La form ule de c hangemen t de v ariable aléatoire

donnée par l'équation (I.29), appliquée sur la loi a priori a v ec la transformation � 7! � ,
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ab outit à la densité a priori suiv an te :

p

apr

( 
 ) / exp � J

apr

( 
 ) (V.49)

où J

apr

( 
 ) =

1

2

�

� k H 
 k

2

+ � k 
 k

2

�

P

X

p =1




p

�

; (V.50)

le dernier terme pro v enan t du déterminan t jacobien du c hangemen t de v ariable � = ln �

qui s'écrit

Q

P

p =1

(exp 


p

) . P osons par ailleurs

J

T obs

( 
 ;

�

v ) := U

T obs

(exp 
 ;

�

v ) (V.51)

et J

obs

( 
 ) := U

obs

(exp 
 ) : (V.52)

Alors, grâce à la règle de Ba y es, les lois a p osteriori s'écriv en t

p ( 
 ) / exp �

�

J

obs

( 
 ) + J

apr

( 
 )

�

(V.53)

p our la loi resp ectan t la con train te et

f

T

( 
 ;

�

v ) / exp �

�

J

T obs

( 
 ;

�

v ) + J

apr

( 
 )

�

(V.54)

p our la loi relaxée ( i.e., la fonction d'imp ortance) que l'on éc han tillonne e�ectiv emen t.

En p osan t

f

T

( 
 ;

�

v ) = f

T

(

�

v j 
 ) f

T

( 
 ) ; (V.55)

on s'ap erçoit que f

T

(

�

v j 
 ) est une densité gaussienne. Sa matrice de co v ariance R




(de

taille

�

N K �

�

N K a v ec

�

N := N �

�

N ) est donnée par

R

� 1




= diag f ( R

1




)

� 1

; ::; ( R

K




)

� 1

g ;

i.e., la matrice blo c-diagonale des ( R

k




)

� 1

, où ( R

k




)

� 1

est dé�nie par

( R

k




)

� 1

=

1

s

2

k

�

A

21

exp 


A

12

exp 


+

1

T

A

22

exp 


A

22

exp 


�

:

Quan t à sa mo y enne

�

m




, elle v aut

�

m




=

�

(

�

m

1




)

t

; ::; (

�

m

K




)

t

�

t

a v ec ( R

k




)

� 1
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A
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�

1
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exp 
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exp 


)
�

v

k
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�

:

P ar iden ti�cation, on en déduit f

T

( 
 ) :

f

T

( 
 ) / exp � I

T

( 
 )

où I

T

( 
 ) =

1

2

"

�

K

X

k =1

�
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(V.56)
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4.2 Stratégie de bala y age et form ules de mises à jour

L'ensem ble des sites à visiter comprend l'ensem ble E des P élémen ts 


p

p our 
 et ( K

fois) l'ensem ble

�

N des

�

N n÷uds in térieurs au domaine p our les

�

v

k

. Nous adoptons ici

une stratégie de bala y age site par site. En e�et, en règle générale, cette stratégie sem ble

plus e�cace en terme de vitesse de con v ergence qu'un bala y age parallélisé. De plus, en

raison du caractère non gaussien de la conditionnelle f

T

( 
 j

�

v ) , un tirage parallèle selon

cette loi n'est pas simple. La stratégie que nous adoptons est donnée par le � no y au �

algorithmique suiv an t :

P our p = 1 ; ::; P , faire

� Éc han tillonnage de 


p

selon f

T

( 


p

j 


� p

;

�

v ) , où l'indice � p désigne toutes les comp o-

san tes de 
 excepté le p -ième ;

� Mise à jour des grandeurs, dép endan t de 
 , nécessaires à l'éc han tillonnage : A

exp 


;

� P our n 2

�

S ( p ) , l'ensem ble des sommets v oisins de l'élémen t p situés strictemen t à

l'in térieur du domaine, p our k = 1 ; ::; K , faire

� Éc han tillonnage de v

k

n

selon la loi f

T

( v

k

n

j

�

v

k

� n

; 
 ) ;

� Mise à jour des grandeurs, dép endan t de

�

v

k

, nécessaires à l'éc han tillonnage :

M

2

v

k .

La stratégie de bala y age consiste donc à alterner les visites des élémen ts et les visites des

sommets de ces élémen ts (s'ils son t strictemen t situés à l'in térieur du domaine). En e�et,

il sem ble qu'une mo di�cation de la conductivité sur un élémen t a�ectera plus fortemen t

les p oten tiels de ses sommets que des autres. Au cours d'un bala y age, un sommet in térieur

sera donc visité autan t de fois que le nom bre d'élémen ts auquel il appartien t. Remarquons

en outre l'imp ortance d'optimiser la mise à jour de A

exp 


et M

2

v

k , i.e., de ne mettre à

jour que les comp osan tes mo di�ées de façon à dimin uer le coût de calcul de l'algorithme.

La r apidité �nale de l'algorithme dép end p our une b onne part de l'e�ort d'optimisation

app orté à cet endroit. On p eut aussi en visager d'a jouter J

T obs

( 
 ;

�

v ) dans les grandeurs à

calculer dans la mesure où la mise à jour de ce critère a joute p eu à l'e�ort algorithmique en

cours (puisqu'il ne fait pas in terv enir d'in v ersion de matrice et fait app el à des grandeurs

calculées précédemmen t). Précisons main tenan t les di�éren tes mises à jour.

4.2.1 Tirage des v

k

n

et mise à jour des M

v

k

La mise à jour des v

k

n

selon f

T

( v

k

n

j

�

v

k

� n

; 
 ) est relativ emen t aisée puisque cette loi est

une gaussienne mono v ariée, iden ti�able à partir de la relation

f

T

( 
 ;

�

v ) = f

T

( v

k

n

j

�

v

k

� n

; 
 ) f

T

(

�

v

k

� n

; 
 ) :
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En rapp elan t que f

T
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(V.57)

on obtien t aisémen t la v ariance �

2

nk

de la caractéristique lo cale

�

2

nk

= s

2

k

h

X

i 2

�

N
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exp 
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� 1

(V.58)

ainsi que sa mo y enne �

nk

donnée par

�

nk

�

2
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= �
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(V.59)

qui su�sen t p our faire un tirage selon f

T

( v

k

n

j

�

v

k

� n

; 
 ) . Remarquons que ces deux expressions

p euv en t être encore particularisées car la matrice A

exp 


est très creuse, ce qui limite

énormémen t le nom bre de termes non n uls dans les sommations. En e�et, ( A

exp 


)

ij

= 0

s'il n'existe pas d'élémen ts comm uns aux sommets d'indices i et j . Le v oisinage a p osteriori

du n÷ud n se réduit donc, d'une part aux éléments comm uns au n÷ud n et d'autre part

aux n÷uds distincts de n situés sur ces élémen ts. On p eut dès lors mettre à jour les K

matrices M

v

k . P artan t de l'équation V : 14 , si on � prime � les grandeurs mises à jour, il

vien t

( M

v

k )

0

ip

= ( M

v

k )

ip

+ � ( p; i; n )( v

k

n

0

� v

k

n

) : (V.60)

Le nom bre d'élémen ts ( i; p ) à mettre à jour ainsi est réduit puisque � ( p; i; n ) = 0 si les

sommets i et n ne son t pas comm uns à l'élémen t p . Si l'élémen t p comprend le n÷ud n

p our sommet, il existe 3 indices i corresp ondan t à des � ( p; i; n ) non n uls. P our un nom bre

mo y en de 6 élémen ts comprenan t le n÷ud n p our sommet, l'étap e de remise à jour des

M

v

k comp orte donc 18 � K app els de la form ule (V.60).

4.2.2 Tirage des 


p

et mise à jour de A

exp 


Le tirage des 


p

selon f

T

( 


p

j 


� p

;

�

v ) s'a v ère plus délicat puisque cette densité n'est pas

gaussienne. Commençons p our cela par iden ti�er cette loi conditionnelle à partir de la

relation

f

T
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 ;
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v ) = f

T
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;

�

v ) f

T
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;
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On a f

T
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v ) / exp � J
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v ) , a v ec (en utilisan t l'autre écriture du mo dèle relaxé)
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L'iden ti�cation de la caractéristique lo cale à éc han tillonner f

T

( 


p

j 


� p

;

�

v ) p eut donc s'ef-

fectuer à une constan te m ultiplicativ e près

f

T

( 


p

j 


� p

;

�

v ) =

1

Z

T p

exp � J

T p

( 


p

) (V.62)

a v ec J

T p
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p
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1
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p 1

e
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+ �

p 2

e
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+ �

p 3
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p

+ �

p 4




p

�

; (V.63)

où les �

pi

son t donnés par

�

p 1

=

K

X

k =1

1

s

2

k

h

X

n 2

�

N

( M

v
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np

+
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X
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v
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i

;

�
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=
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X
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s
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X
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np
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v

k )

ni

e




i

� j

obs

n

) +

1

T

X

n 2

�

N
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v
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i 6= p
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�

i

;

�

p 3

= �

h

Q

X

q =1

( H )

2

q p

i

+ � et

�

p 4

= 2 �

h

Q

X

q =1

X

i 6= p

( H )

q p

( H )

q i

i

� 2 :

Remarquons que �

p 1

> 0 et �

p 3

> 0 . Comme p our A

exp 


, le caractère creux des M

v

k

p ermet de mettre à jour 


p

à coût réduit. À partir de ce que nous v enons de v oir p our

la mise à jour des M

v

k , le v oisinage a p osteriori de l'élémen t 


p

se comp ose d'une part

de ses sommets et d'autre part des élémen ts v oisins à l'ordre 2, i.e., tous les élémen ts

p ossédan t un sommet comm un a v ec lui. Remarquons que, puisque le v oisinage a priori

in tro duit par H est un v oisinage d'ordre 1, le v oisinage a p osteriori n'est pas étendu au

delà de l'ordre 2.

La di�culté ici réside surtout dans le tirage selon f

T

( 


p

j 


� p

;

�

v ) qui ne rev êt pas la

forme d'une densité conn ue. P our e�ectuer un tirage de 


p

selon cette densité, nous uti-

lisons la métho de de r éje ction . Une présen tation de cette métho de et son application au

tirage de 


p

selon f

T

( 


p

j 


� p

;

�

v ) son t détaillées dans l'annexe Ÿ 6.2. Retenons que l'emploi

de cette métho de, don t le coût algorithmique demeure p eu élev é, s'a v ère particulièremen t

pratique p our mettre en ÷uvre un EG comp ortan t des caractéristiques lo cales rev êtan t

une forme plus élab orée qu'une densité gaussienne.
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P our la mise à jour de A

exp 


, on p eut, de même que p our les comp osan tes des M

v

k ,

faire apparaître le tableau � dans l'écriture de A

exp 


. Nous établissons en e�et dans

l'annexe Ÿ 6.1 que

( A

exp 


)

ij

=

P

X

p =1

� ( p; i; j ) e




p

p our ( i; j ) 2 N

2

. Il est dès lors aisé d'en déduire la form ule de remise à jour de A

exp 


qui

suit

( A

exp 


)

0

ij

= ( A

exp 


)

ij

+ � ( p; i; j )( e




p

0

� e




p

) : (V.64)

Comme p our les M

v

k , le nom bre de couple ( i; j ) à mettre à jour est limité puisque, à p �xé,

� ( p; i; j ) est non n ul uniquemen t si la paire de n÷uds f i; j g appartien t à l'élémen t p , ce

qui donne 9 couples ( i; j ) (donc 9 élémen ts de A

exp 


) à mettre à jour. Le nom bre d'app els

de (V.64) se ramène donc à 6 en utilisan t la propriété de symétrie ( A

exp 


)

ij

= ( A

exp 


)

j i

.

4.2.3 P ondération des éc han tillons

La dernière étap e de la métho de consiste à mettre en ÷uvre l'éc han tillonnage p ondéré

p our obtenir la MP . La constrain te d'espace � > 0 étan t automatiquemen t v éri�ée grâce

au c hangemen t de v ariable 
 = ln � , il n'est pas nécessaire de rejeter des éc han tillons

successifs de 


l

, l = L

0

; ::; L . Le c hoix de L dép end non seulemen t de la rapidité de

l'algorithme mais aussi des capacités et mo y ens de sto c k age disp onibles. On obtien t alors
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=

L

X

l = L

0

! ( 
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! ( 
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(V.65)
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(V.66)

Or, d'après l'équation (V.56), I

T apr

( 
 ) s'iden ti�e a v ec J

apr

( 
 ) . On obtien t donc, après

élimination des termes pro v enan t de la régularisation,
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On observ e que la calcul de la p ondération fait app el à des structures algorithmiques

plus élab orées (in v ersion de matrices) que la phase d'éc han tillonnage. T outefois, comme

ce calcul n'est pas requis à c haque tirage mais après c haque bala y age, cela alourdit p eu le

coût algorithmique de la métho de (d'autan t plus que les matrices à in v erser son t creuses).

5 Conclusion

Dans ce c hapitre, nous tirons parti de la propriété structurelle de bilinéarité sous

con train te du problème de TIÉ (écrite sous la forme d'un mo dèle join t) p our prop oser

une métho de d'estimation sp éci�que de la MP par éc han tillonnage de Gibbs p ondéré

(MP-EGP). P our construire et v alider cette métho de, nous nous appuy ons d'une part

sur les résultats théoriques de con v ergence de l'EG et de l'éc han tillonnage p ondéré et

d'autre part sur les résultats de sim ulations op érés sur un exemple biv arié. Ces résultats

v aliden t l'utilisation d'une fonction d'imp ortance construite en relaxan t la con train te, et

sem blen t indiquer qu'une temp érature de relaxation su�sammen t élev ée doit être utilisée

a�n de limiter l'erreur quadratique mo y enne de l'estimée. Nous a v ons c hoisi un exemple

su�sammen t simple p our que l'étude ait une p ortée générale. En même temps, il constitue

un b on re�et des di�cultés du problème de TIÉ et nous p ermet d'en tirer une métho de

MP-EGP adaptée.

P our celle-ci, nous exploitons les a v an tages obten us p our le MAP ( cf. c hapitre IV)

a v ec l'emploi de la log-conductivité 
 dans la régularisation, en le réin tro duisan t dans

l'estimation MP , mais ici sous la forme d'un changement de variable alé atoir e . La stratégie

de bala y age adoptée, utilisan t comme seuls supp orts les sites un par un, consiste en une

alternance en tre les sites-élémen ts p our 
 et les sites-no euds p our les p oten tiels in ternes

�

v . Bien que l'in tro duction de cette dernière grandeur par rapp ort au MAP augmen te le

nom bre de données à estimer, le v oisinage a p osteriori de c haque caractéristique lo cale se

réduit aux seuls sites adjacen ts du site visité, ce qui confère à c haque étap e de l'algorithme

un coût de calcul très faible. La MP-EGP n'a pu, faute de temps, être mise en ÷uvre à

ce jour p our la TIÉ. Néanmoins, la con v ergence observ ée dans l'exemple biv arié laisse

en trev oir de b ons résultats p our cette métho de.
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6 Annexe

6.1 Écriture des matrices M

v

et A

�

La matrice M

v

est dé�nie par la relation

A
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v =: M

v
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Alors, d'après les équations (I I I.36) selon laquelle
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:

Or, d'après l'équation (V.68), on a

M

v

= grad

v

( grad

�

� )

ce qui donne, p oin t par p oin t, l'expression de la matrice M

v

:
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En p osan t alors

� ( p; n; i ) := ( B

N

)

pn

( B

N

)

pi

+ ( C

N

)

pn

( C

N

)

pi

+ ( B

n

)

pn

( B

n

)

pi

+ ( C

n

)

pn

( C

n

)

pi

;

on s'ap erçoit que le tableau � de taille P � N � N est extrêmen t cr eux et qu'il ne dép end

que des caractéristiques géométriques du maillage. De plus, on a la symétrie � ( p; n; i ) =

� ( p; i; n ) . On p eut donc sto c k er � aisémen t et retenir que

( M

v

)

np

=

N

X

i =1

� ( p; n; i ) v

i

: (V.70)

On p eut aussi exprimer les comp osan tes de A

�

sous une forme similaire. En e�et, A

�

p eut se mettre sous la forme

A

�

= B

t

N

�

�
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N

�

�
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;

ce qui revien t à écrire, comp osan te par comp osan te
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;

soit encore, sous une forme comparable à M

v

,

( A

�

)

ij

=

P

X

p =1

� ( p; i; j ) �

p

: (V.71)

6.2 Tirage par la métho de de réjection

La métho de de réjection est surtout utilisée p our e�ectuer des tirages selon des lois mo-

no v ariée. On p eut en trouv er une présen tation dans [Chib et Green b erg 1994 ] ou dans des

ouvrages de programmation tels que [Press et coll. 1986 ]. Sa form ulation est la suiv an te.

Propriété V.1 (Métho de de réjection).

Soit f ( x ) une densité de probabilité. Supp osons que

� Il existe une densité g ( x ) que l'on sait éc han tillonner ;

� Il existe un réel � > 0 tel que, 8 x; � f ( x ) 6 g ( x ) .

Alors, le tirage de x selon la pro cédure suiv an te

1. Tirer x

p ot

selon la loi g ( x ) ;

2. Tirer u selon 1

[0 ; 1]

( u ) , distribution uniforme sur [0 ; 1] ;

3. Si u 6

g ( x

p ot

)

� f ( x

p ot

)

, faire x  x

p ot

et sortir, sinon, aller en 1.

est un tirage e�ectué selon f ( x ) .
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On remarque en tre autre qu'il n'est pas nécessaire de connaître � . Seule la connaissance

du pro duit � f ( x ) est requise, ce qui p ermet d'e�ectuer un tirage selon une densité f ( x )

sans connaître sa constan te de normalisation. Ceci est particulièremen t in téressan t p our

le cas qui nous in téresse puisque la densité que l'on c herc he à éc han tillonner est du t yp e

f ( 
 ) =

1

Z

f

exp � J ( 
 )

a v ec J ( 
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2
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�

1

e
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+ �

2
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+ �

3




2

+ �

4




�

;

a v ec Z

f

inconn u (et �

1

> 0 , �

3

> 0 ). L'idée que nous mettons en ÷uvre ici consiste à

utiliser comme ma joran t une densité gaussienne de sorte que la condition

9 ( � ; g ( 
 )) t.q. 8 
 ; � f ( 
 ) 6 g ( 
 ) ;

se ramène, en p osan t

g ( 
 ) =

1

Z

g

exp � K ( 
 ) ;

à la condition suiv an te
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 ; �
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f
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 ) 6

1

Z
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 � � )
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2 �
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soit encore
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En c hoisissan t de paramétrer la v ariance par

�

2

=

1
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et la mo y enne par

� = �
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2 �
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;

il su�t de déterminer un �
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tel que
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Fig. V.11 - Métho de de r éje ction. A l lur es r esp e ctives de K ( 
 ) ( �� ) et J ( 
 ) ( � ) . Nous

pr enons ici �

1

= 2 , �

2

= � 4 , �

3

= 4 et �

4

= 8 . Nous choisissons le c o e�cient �

5

=

�

2

4

= 4 �

3

+ �

2

2

= 4 �

1

= 6 qui véri�e au plus juste la c ondition (V.74).
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Fig. V.12 - Métho de de r éje ction. A l lur es r esp e ctives de g ( 
 ) (délimitant la clo che en gris

clair) et � f ( 
 ) (délimitant la clo che en gris fonc é), ave c les mêmes choix de c o e�cients

que dans la Fig. V.11. L e taux de r éje ction de c ette métho de d'é chantil lonnage vaut le

r app ort de l'air e c omprise entr e les deux c ourb es (en gris clair) sur l'air e c omprise sous

g (somme des air es en clair et en fonc é). Pour la minimiser, on choisit le c o e�cient �

5

qui véri�e au plus juste les c onditions �nales (V.74) et (V.75).
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ou bien encore
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> 0 (V.73)

a v ec � > 0 . Si l'argumen t du minim um de cette parab ole (qui v aut �

min

= � �
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= 2 �
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) est

strictemen t p ositif, ( i.e., puisque �
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> 0 , si �
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< 0 ), alors la condition devien t
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tandis que si �

min

6 0 , ( i.e., �

2

> 0 ) il apparaît de suite que la condition devien t

�

5

>

�

2

4

4 �

3

: (V.75)

P our minimiser le taux de réjection, on prendra le co e�cien t �

5

qui v éri�e au plus juste,

soit la condition (V.74) si �

2

< 0 , soit la condition (V.75) si �

2

> 0 ( cf. Figs. V.11 et

V.12).

L'algorithme de tirage de la loi f ( 
 ) se résume donc à la pro cédure suiv an te

u  2 ;




p ot

= 


0

;

T an t que u > exp � J ( 
 ) + K ( 
 ) � �

5

, faire

� Tirer 


p ot

� N ( �; �

2

) ;

� Tirer u selon 1

[0 ; 1]

( u ) , distribution uniforme sur [0 ; 1] .


 = 


p ot

.



CONCLUSION

RÉSUMÉ DE L'ÉTUDE ET PERSPECTIVES

L

a princip ale difficul té lors de la résolution du problème in v erse de tomographie

d'imp édance électrique pro vien t du caractère non linéaire du lian t les grandeurs

observ ées (p oten tiels et couran ts électriques) à la grandeur rec herc hée.

La construction d'un sim ulateur n umérique repro duisan t �dèlemen t le phénomène

constitue donc une première di�culté. Nous mon trons que l'utilisation de la métho de

des élémen ts �nis p our mo déliser le problème direct s'a v ère particulièremen t in téressan te

en TIÉ. En e�et, le découpage du milieu en élémen ts p ermet de construire un mo dèle

qui s'adapte de manière très souple à la géométrie du milieu étudié. Ensuite, l'ordre p eu

élev é des fonctions de base utilisées (ordre 0 et 1) induit des matrices de rigidités très

creuses et, par conséquen t, des coûts de calculs très p eu élev és. En�n, a v ec la MÉF, on

obtien t une précision d'appro ximation du mo dèle direct comprise en tre 50 et 70 dB , i.e.,

de l'ordre de grandeur des incertitudes sur les mesures. P ar conséquen t, le caractère non

linéaire du problème direct est correctemen t préserv é par la métho de.

Le problème in v erse de TIÉ est un problème mal-p osé. Ceci explique l'instabilité d'un

grand nom bre de métho des d'estimation (non régularisées) utilisées jusqu'ici. Dans ce

tra v ail, nous prop osons et mettons en ÷uvre une métho de d'estimation de t yp e maxi-

m um a p osteriori rep osan t sur l'in tro duction d'une loi a priori Hub er-Mark o v sur la

log-conductivité. Une minimisation e�cace du critère (non con v exe) est obten ue par la

métho de du gradien t pseudo-conjugué. Les résultats obten us fon t v aloir des améliorations

en terme de robustesse au bruit, de con traste, de rapidité d'exécution et de qualité de re-

construction (la loi Hub er-Mark o v fa v orisan t la conserv ation des discon tin uités de l'ob jet

lors de la reconstruction).

En dernier lieu, nous présen tons une métho de (MP-EGP) d'estimation de la mo y enne

a p osteriori qui exploite directemen t une écriture bilinéaire du problème direct de TIÉ,

app elée mo dèle join t. En e�et, cette propriété, souv en t utilisée dans les métho des déter-

ministes d'estimation, est quasimen t demeurée inexploitée à ce jour dans le cadre des

métho des sto c hastiques d'estimation p our les problèmes in v erses non linéaires. D'autre

part, il apparaît que les métho des de Métrop olis ou de recuit sim ulé, appliquées à ce t yp e

de problèmes, son t d'un coût de calcul trop élev é p our être utilisables. P our tirer parti de

cette propriété, la métho de MP-EGP utilise un éc han tillonnage de Gibbs a v ec une stra-

tégie de bala y age site par site. Le caractère con train t de cette écriture bilinéaire constitue

une di�culté supplémen taire qui est résolue grâce à l'in tro duction d'une correction par

éc han tillonnage p ondéré. Un exemple simple illustre le comp ortemen t, les di�cultés ainsi
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que la con v ergence de la métho de prop osée.

La p oursuite de toute cette étude p eut être complétée dans plusieurs directions :

� Bien évidemmen t, le premier tra v ail réside dans la mise en ÷uvre et la v alidation de

la métho de MP-EGP en TIÉ. Une mise en ÷uvre à partir de routines Cmex commandées

depuis Matlab est actuellemen t en cours ;

� Si les résultats obten us à partir de cette métho de s'a v èren t prometteurs, l'in tro-

duction de lois a priori non gaussiennes ( e.g., de t yp e L

1

) sur la log-conductivité p eut

être en visagée de façon à mieux restaurer les discon tin uités ;

� Il p eut être in téressan t d'étudier, p our comparaison a v ec la métho de MAP prop osée

ici, une métho de d'estimation MAP de 
 construite, non plus a v ec un c hangemen t de

paramètre dans la densité a p osteriori mais par un c hangemen t de v ariable aléatoire ;

� Il sera égalemen t en visageable d'étudier l'in tro duction de ra�nemen t de maillages

op érés, au cours de l'optimisation, dans des zones bien délimitées du milieu, par exemple,

aux endroits où apparaissen t d'imp ortan tes di�érences en tre les log-conductivités. Ceci

p ermettrait d'augmen ter la résolution de l'estimateur de manière presque aussi e�cace et

moins coûteuse qu'un ra�nemen t général du maillage ;

� En�n, il est bien sûr souhaitable de tester la métho de à partir de données réellemen t

observ ées. Dans ce cas, l'incorp oration dans le mo dèle direct, de la connaissance exacte

de la conductivité des électro des, ainsi que leur géométrie, p ourron t être pris en compte

grâce à la souplesse de la MÉF.

Dans le cadre de p ersp ectiv es plus fondamen tales, la p ossibilité d'incorp oration au sein

de la métho de MP-EGP , d'une étap e d'estimation des h yp erparamètres, p ourra être étu-

diée, à l'instar des tra v aux prop osés dans [Cheng et coll. 1996 ] en décon v olution m y op e.

P ar ailleurs, l'exploitation des métho des que nous prop osons ici en TIÉ p eut s'étendre à

d'autres problèmes in v erses non linéaires. Ainsi, des problèmes de tomographie (comme

la tomographie à ondes di�ractées ou à couran t de F oucault par exemple) son t suscep-

tibles d'être exploités a v ec la MÉF. Des étap es dans ce sens on t déjà été franc hies dans

[Carfan tan 1996 ] a v ec l'utilisation de la métho de des momen ts (métho de mixte). T oute-

fois, les matrices de rigidité obten ues a v ec cette métho de son t pleines, ce qui limite les

capacités d'in v ersion et le nom bre de pixels à étudier. De manière générale, tout problème

in v erse non linéaire mo délisé à partir de métho des discrètes (et non plus mixtes) comme

la MÉF, est susceptible d'être exploité e�cacemen t grâce au caractère creux des tenseurs

in terv enan t dans leur mo dèle direct.
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N OM : M AR TIN Prénom : Thierry

Titre : In v ersion ba y ésienne du problème non linéaire de tomographie d'imp édance électrique

mo délisé par une métho de d'élémen ts �nis.

Title : Ba y esian resolution of the non linear in v erse problem of Electrical Imp edance T omograph y

with Finite Elemen t mo deling.

Résumé : L'estimation de distributions de résistivité, conn ue sous le nom de tomo gr aphie

d'imp é danc e éle ctrique (TIÉ), est un problème in v erse non linéaire et mal p osé. P our form uler le

problème direct, il est nécessaire, dans le cas général, d'utiliser une appro ximation car l'équation

aux dériv ées partielles régissan t l'exp érience ne p ossède pas de solution explicite. L'emploi de la

métho de des élémen ts �nis (MÉF) nous p ermet de concev oir, p our une faible c harge de calcul,

un mo dèle direct qui, non seulemen t préserv e le caractère non linéaire du phénomène mais p os-

sède égalemen t une précision su�san te p our l'in v ersion. Nous op érons une régularisation dans le

cadre ba y ésien en in tro duisan t des lois a priori mark o viennes sur la lo g-c onductivité . Le système

de v oisinage de ces lois est construit directemen t à partir du maillage triangulaire adopté p our

la MÉF. Nous prop osons d'ab ord une estimation du maximum a p osteriori (MAP) de la densité

obten ue a v ec une loi a priori Hub er-Mark o v qui fa v orise des reconstructions douces tout en au-

torisan t des discon tin uités lo cales. Le critère résultan t est minimisé par la métho de du gr adient

pseudo-c onjugué . P ar rapp ort aux métho des préexistan tes, les sim ulations mon tren t de nettes

améliorations des estimations sur les plans de la robustesse au bruit, de la rapidité d'exécution

ainsi que la capacité à restaurer des distributions con trastées et discon tin ues. Nous présen tons

ensuite le problème de TIÉ sous une forme bilinéaire con train te. Exploitan t cette propriété ainsi

que le caractère très creux de la mo délisation MÉF, nous prop osons une métho de sto c hastique

d'estimation de la mo y enne a p osteriori (MP) de la log-conductivité. La mo y enne des p oin ts

obten us par éc han tillonnage de Gibbs d'une fonction d'imp ortance, corrigée par une p ondération

bien c hoisie, con v erge v ers l'esp érance rec herc hée.

Abstract : Resistivit y distribution estimation, widely kno wn as Electrical Imp edance T omog-

raph y (EIT), is a non linear ill-p osed in v erse problem. Ho w ev er, the partial deriv ativ e equation

ruling this exp erimen t yields no analytical solution for arbitrary conductivit y distribution. Th us,

solving the forw ard problem requires an appro ximation. The Finite Elemen t Metho d (FEM) pro-

vides us with a computationally c heap forw ard mo del whic h preserv es the non linear image-data

relation and also rev eals su�cien tly accurate for the in v ersion. Within the Ba y esian approac h,

Mark o vian priors on the lo g-c onductivity distribution are in tro duced for regularization. The

neigh b orho o d system is directly deriv ed from the FEM triangular mesh structure. W e �rst pro-

p ose a maximum a p osteriori (MAP) estimation with a Hub er-Mark o v prior whic h fa v ours smo oth

distributions while preserving lo cally discon tin uous features. The resulting criterion is minimized

with the pseudo-c onjugate gr adient metho d. Sim ulation results rev eal signi�can t impro v emen ts

in terms of robustness to noise, computation rapidit y and abilit y to estimate discon tin uous and

highly con trasted distribution. Then, w e giv e a constrained bilinear presen tation of the EIT

problem. T aking adv an tage of suc h a structure as w ell as the high sparsit y of the MEF mo d-

eling, w e prop ose a sto c hastic estimation metho d of the log-conductivit y p osterior mean (PM).

Actually , the sough t exp ectation is obtained from the con v ergence of a Gibbs sampled cloud of

p oin ts that are a v eraged with an Imp ortance Sampling w eigh ting.

Mots clefs : T omographie d'imp édance électrique, élémen ts �nis, maxim um a p osteriori , c hamp

de Mark o v, gradien t conjugué, bilinéarité, éc han tillonneur de Gibbs, éc han tillonnage p ondéré.

Keyw ords : Electrical Imp edance T omograph y , Finite Elemen t Metho d, maxim um a p osteriori ,

Mark o v Random Field, conjugate gradien t, bilinearit y , Gibbs Sampler, Imp ortance Sampling.


