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Introduction

La robotique industrielle est en plein essor et on dénombre aujourd'hui environ 1,5 million de robots indus-

triels en activité dans le monde. Un grand nombre de ces robots sont constitués d'une architecture sérielle :

le robot est caractérisé par une chaîne cinématique ouverte, ce qui implique que leurs moteurs sont montés

en série. Ces systèmes sont relativement simples à modéliser et possèdent un grand espace de travail. En

revanche, leur rapportcharge utile sur poids du robotest très faible.

On distingue une architecture parallèle d'une architecture sérielle par le fait qu'elle possède plusieurs

chaînes cinématiques reliant la base (�xe) à la plate-formemobile. Ces architectures présentent plusieurs

avantages : chaque chaîne cinématique ne possède généralement qu'un seul moteur, �xe sur la base. Cela

permet de considérablement alléger le poids de la partie mobile du robot. Cette structure permet également

une meilleure raideur, un meilleur comportement dynamique[Tlusty et al., 1999] (accélération, rapport

charge utile/poids total) ainsi qu'une meilleure précision théorique [Briot, 2007]. Il existe plusieurs modèles

de robots industriels constitués d'une architecture parallèle, dont les plus courants sont la plate-forme de

Gough (probablement le premier robot parallèle, représenté sur la �gure1(a)) et le robot Delta (inventé par

Clavel en 1986 et représenté sur la �gure1(b)).

(a) Plateforme de Gough (ou
Gough-Stewart)

(b) Robot Delta

Si les robots parallèles se sont principalement développésdans le domaine de la production, ils ont

également un rôle important dans le domaine spatial. En effet, ils équipent déjà une partie des télescopes

terrestres (Telescopio Nazionale Galileo, University of Arizona MMT, UKRIT ou encore GRANTECAN)

et commencent à être embarqués dans certains satellites. Onpeut ainsi citer l'hexapode réalisé par ADS
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international dans le cadre du projet SAGE II. Le but de ce projet est d'estimer la quantité d'aérosols et

d'autres constituants de notre atmosphère depuis la station spatiale internationale.

Malgré toutes ces applications, la proportion de robots parallèles en activité dans l'industrie est large-

ment inférieure à celle des robots sériels. Cette sous-représentation des robots parallèles est due à deux

points principaux : les robots parallèles sont plus complexes, ce qui complique leur modélisation et leur

commande, et leur espace de travail est, à encombrement égal, plus faible que celui des robots sériels. Il

nous semble que la relative complexité des robots parallèles n'est pas un obstacle majeur pour leur dévelop-

pement industriel, le temps de développement étant largement négligeable face au temps de fonctionnement

de machines industrielles. C'est surtout la faible taille de leur espace de travail qui limite aujourd'hui les

applications. Cette faible taille est généralement due à laprésence de singularités [Arakelian, 2008,Conconi

and Carricato, 2009,Gosselin and Angeles, 1990] qui, contrairement aux mécanismes sériels, séparent l'es-

pace de travail en différents domaines, appelés aspects (correspondant à un ou plusieurs modes d'assem-

blage [Merlet, 2006b]). Généralement, l'espace de travail du manipulateur se limite à un seul de ces aspects.

De nombreuses solutions ont ainsi été proposées, dont la plupart sont détaillées dans le premier chapitre

de ce manuscrit. La plupart d'entre elles consistent à éviter ces singularités, ou à concevoir des mécanismes

tels que ces singularités aient peu (voire pas) d'impact. L'objectif de ce manuscrit est de présenter une

solution différente, consistant à traverser ces singularités. En effet, il est possible de plani�er une trajec-

toire traversant une singularité de Type 2 sans que le modèledynamique du mécanisme ne dégénère [Briot,

2008b]. Cette solution est prometteuse, puisqu'elle permettrait à n'importe quel mécanisme parallèle de

changer de mode d'assemblage, et ainsi de réaliser des tâches dans l'ensemble de son espace de travail.

Le premier objectif de cette thèse est donc de déterminer l'ensemble des conditions de dégénérescence

du modèle dynamique des mécanismes parallèles. Pour chaquetype de dégénérescence, une méthodolo-

gie de plani�cation de trajectoire optimale a été développée. Dans un second temps, une loi de commande

permettant le suivi d'une trajectoire de traversée de singularité est présentée. Cette loi de commande a été

couplée à une commande avancée a�n d'augmenter sa robustesse. En�n, une méthode permettant de sortir

un mécanisme à l'arrêt dans une position singulière a été mise au point.

Le mécanisme à cinq barres est un mécanisme parallèle plan relativement simple choisi a�n d'illustrer

l'ensemble des développements présentés dans ce manuscrit. Dans un premier temps, un modèle ADAMS

couplé à une commande réalisée grâce à Matlab SIMULINK a permis de valider les travaux en simulation.

Par la suite, un prototype de mécanisme à cinq barres a été conçu et utilisé a�n de valider expérimentalement

l'ensemble des travaux présentés ici. En�n, la traversée desingularité de Type 2 a pu être appliquée sur un

mécanisme à cinq barres DexTAR de l'ETS de Montréal, et va être mise en place sous peu sur le mécanisme

à cinq barres de la société Mécademic.
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État de l'art

Les robots parallèles ont un espace de travail de faible taille. En effet, leur modèle cinématique

est non linéaire et couplé, ce qui engendre l'apparition de singularités. Ces singularités séparent

l'espace de travail en différents aspects. De nombreuses études ont cherché à augmenter l'espace

de travail des robots parallèles. Ce chapitre mentionne lesprincipaux travaux dans ce domaine.
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4 État de l'art

1.1 Robots parallèles et singularités

Dans un premier temps, ce chapitre a pour objectif de présenter rapidement l'apparition et l'évolution

historique des robots parallèles. Il ne s'agit en aucun cas de réaliser une liste exhaustive des manipulateurs

parallèles existants, mais de présenter les étapes principales du développement de la robotique parallèle.

Nous verrons ensuite comment l'étude de ces mécanismes a révélé la présence de singularités et l'impact

que ces singularités ont sur le comportement du mécanisme.

1.1.1 Histoire des robots parallèles

D'après la terminologie [IFToMM 2003], un mécanisme est appelé manipulateur parallèle s'il contrôle le

mouvement de son effecteur (également appelé plate-forme mobile) au moyen d'au moins deux chaînes

cinématiques allant de l'effecteur vers le bâti.

Le premier exemple d'architecture parallèle fut développépar James E. Gwinnett en 1928 [Bonev,

2003]. Il s'agit d'une plate-forme mobile destinée à l'industrie du divertissement représentée sur la �-

gure1.1. Le brevet américain, proposant le premier robot parallèlesphérique, fut déposé en 1931 [Gwinnett,

1931].

FIGURE 1.1 – Première architecture parallèle [Gwinnett, 1931]

Il faudra attendre plus de 30 ans et l'apparition de la plate-forme de Gough [Gough and Whitehall,

1962] pour que les robots parallèles se développent au niveau industriel. Cette plate-forme est le premier

hexapode octaédrique, et est encore aujourd'hui un des robots parallèles les plus répandus au niveau indus-

triel. Ce mécanisme parallèle, représenté sur la �gure1.2, fut développé en 1947 a�n de répondre à des

problématiques aéronautiques, à savoir les tests de contraintes sur les trains d'atterrissage. Ce mécanisme

permettait alors de déterminer les propriétés des pneus sous les efforts combinés de plusieurs charges.

Ce n'est que vingt ans plus tard qu'apparait l'idée d'utiliser des hexapodes dans le domaine de l'aéronau-

tique, lorsque le Dr. Stewart proposa un manipulateur à six degrés de liberté a�n de réaliser des simulations

de vol [Stewart, 1965]. Le développement important de la �lière aéronautique dans les années 60 créa le

besoin de machines permettant de déplacer de manière multi-directionnelle des masses importantes, tel que

des cockpits d'avion. Les hexapodes ayant un rapportcharge utile sur poids du robottrès important, ils
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FIGURE 1.2 – Premier hexapode [Gough and Whitehall, 1962]

étaient donc particulièrement adaptés à ces tâches.

Le développement des plates-formes de Gough-Stewart a conduit à la création de manipulateurs spéci-

�ques dans de nombreux domaines tels que l'assemblage ou le biomédical. Une autre architecture parallèle

très répandue est l'architecture Delta (représentée sur la�gure 1.3), développée en 1986 par le Prof. Ray-

mond Clavel [Clavel, 1990].

FIGURE 1.3 – Schéma de l'architecture Delta proposée dans le brevet[Clavel, 1990]

Remarquons que le robot Delta a été conçu pour des applications à très haute vitesse. Il est particuliè-

rement répandu dans les domaines de l'électronique, l'agroalimentaire et le secteur pharmaceutique pour
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la réalisation rapide de tâches nécessitant le déplacementde faibles masses. Ces dernières années, de nou-

velles applications du mécanisme Delta ont été développées, permettant entre autres de créer des interfaces

haptiques particulièrement adaptées au domaine chirurgical.

1.1.2 Les singularités des robots parallèles

Suite au succès de ces architectures parallèles, de nombreuses autres architectures ont été proposées. Malgré

la promesse de machines ayant une forte capacité de charge etpouvant atteindre des vitesses et des accélé-

rations importantes, la plupart de ces machines n'ont jamais réussi à s'imposer sur le marché industriel.

Pourtant, les mécanismes parallèles semblent bien plus adaptés à la manipulation de charges lourdes,

leur rapport masse du robot/ charge utile étant bien meilleur. Les architectures parallèles ont donc parfaite-

ment répondu aux attentes concernant leur charge utile. De plus, les robots Delta ainsi que les architectures

Quattro [Pierrot et al., 2008,Özgür et al., 2011] connaissent un large succès commercial pour la production

en série grâce à leur capacité d'accélération. Remarquons tout de même que les robots sériels Scara (tel que

le Stäubli TP80) opèrent désormais à des vitesses très proches de celles des architectures Delta et Quattro.

Une des raisons de ce manque de succès est liée au fait que les architectures parallèles proposent gé-

néralement un espace de travail opérationnel restreint comparé à la taille du manipulateur. Cela est dû à la

présence de singularités à l'intérieur de l'espace de travail, contrairement à celles des machines sérielles qui

se situent sur les limites de l'espace de travail.

Les travaux des Prof. Gosselin et Angeles [Gosselin and Angeles, 1990] sont reconnus comme étant

une des premières études majeures des singularités des mécanismes parallèles. En se basant sur le modèle

cinématique général d'un mécanisme parallèle, cette étudea permis de distinguer trois types de singularités.

Soient _qa, le vecteur des vitesses des articulations actives du mécanisme parallèle, et_x, le vecteur des dé-

rivées temporelles des coordonnées cartésiennes de la plate-forme mobile. Le modèle cinématique général

d'un mécanisme parallèle peut toujours s'écrire sous la forme :

A p _x = B p _qa (1.1)

avecA p la matrice cinématique parallèle etB p la matrice cinématique sérielle. Dans cette étude trois types

de singularités basés sur la dégénérescence de ce modèle cinématique sont dé�nis :

� Singularités de Type 1 : ces singularités apparaissent lorsque le mécanisme est dans une position

telle que la matrice cinématiqueB p n'est pas inversible. Dans une telle con�guration, le mécanisme

perd la possibilité de se déplacer suivant une direction. Ces singularités correspondent aux limites

de l'espace de travail. On les retrouve ainsi sur les machines sérielles et elles sont, pour cette raison,

également appeléessingularités sérielles.

� Singularités de Type 2 : ces singularités apparaissent lorsque le mécanisme est dans une position

telle que la matrice cinématiqueA p n'est pas inversible. Dans une telle con�guration, un ou plusieurs



État de l'art 7

degrés de liberté du mécanisme deviennent incontrôlables.Ces singularités divisent l'espace de travail

en différents aspects, réduisant l'espace de travail opérationnel du mécanisme à un seul de ces aspects.

De plus, un mécanisme dans une position singulière de Type 2 peut ne pas résister à l'action d'un

effort extérieur appliqué sur la plate-forme mobile, ce quiconduit au calcul d'efforts in�nis dans les

actionneurs. Les singularités de Type 2 sont dues au couplage des lois entrées/sorties du mécanisme ;

contrairement aux singularités de Type 1, elles n'existentdonc que pour les mécanismes parallèles et

sont également appeléessingularités parallèles.

� Singularités de Type 3 : ces singularités correspondent à des con�gurations pour lesquelles les deux

matrices cinématiques dégénèrent simultanément et regroupent donc une singularité de Type 1 et de

Type 2.

À la suite de cette étude, d'autres types de singularités ontété identi�és. En effet, le modèle cinéma-

tique étudié ne prend pas en compte les articulations passives de chaque jambe du mécanisme. Or celles-ci

peuvent également se trouver en position singulière. On distingue deux autres types de singularités majeurs :

� Les singularités de contraintes [Zlatanov and Bonev, 2002] correspondent à des positions pour les-

quelles le mécanisme dans son ensemble et la plate-forme ontun degré de liberté supplémentaire,

différent des mobilités contrôlées de l'effecteur. Ces singularités ne sont donc possibles que pour des

mécanismes ayant moins de six degrés de liberté. Dans une telle position, ce degré de liberté peut

ne pas être contrôlable. Ainsi, si un mécanisme possédant trois degrés de liberté en translation est en

singularité de contrainte, sa plate-forme mobile aura un degré de liberté en rotation supplémentaire et

non contrôlé.

� Les singularités ditesLPJTS[Conconi and Carricato, 2009, Zlatanov et al., 1994b, Zlatanov et al.,

1994a] (Leg Passive Joint Twist System) apparaissent lorsque la structure cinématique passive d'au

moins une jambe dégénère. Dans une telle con�guration, au moins une jambe a un mouvement in-

terne, et ce, même si l'effecteur et les actionneurs sont bloqués. Ces singularités sont étudiées et

détaillées dans le chapitre2.

Remarquons que ces deux derniers types de singularités n'apparaissent que pour des structures parallèles

complexes, ce qui explique leur découverte tardive.

Parmi ces singularités, les singularités de Type 2 sont probablement les plus problématiques. Les sin-

gularités de contrainte et de jambe sont relativement rares, et la plupart des architectures parallèles n'en

possèdent pas. Les singularités de Type 1 se situent sur les limites de l'espace de travail et sont relativement

simples à traverser, elles n'ont donc qu'un impact mineur sur la taille de l'espace de travail. En�n les singu-

larités de Type 2 (et, a fortiori, les singularités de Type 3)séparent l'espace de travail en différents aspects

et il n'est généralement pas possible de les contourner.

Les singularités de Type 2 sont donc celles ayant le plus grosimpact sur la taille de l'espace de travail

des robots parallèles. La section suivante détaille cet impact.
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1.2 Espace de travail des robots parallèles

L'espace de travail d'un robot parallèle correspond au volume total parcouru par l'effecteur, ou la plate-

forme mobile, lorsque le manipulateur parcourt l'ensembledes positions articulaires possibles. L'espace

de travail est déterminé en fonction des paramètres géométriques du manipulateur. Pour une position des

actionneurs, il peut exister plusieurs positions possibles de la plate-forme mobile. Ces différentes posi-

tions correspondent à différentes con�gurations des jambes, appelées modes d'actionnement. Les différents

modes d'actionnement sont séparés les uns des autres par dessingularités de Type 2, et un aspect de l'es-

pace de travail est associé à chaque mode d'assemblage [Wenger and Chablat, 1997]. De même, pour une

position �xée de la plate-forme mobile, il peut exister plusieurs positions des actionneurs, appelées modes

de fonctionnement. Les différents modes d'assemblage sontgénéralement séparés par une singularité de

Type 2.

Il est aujourd'hui encore très complexe de déterminer le lieu des singularités de Type 2 pour les robots

à plus de trois degrés de liberté. De plus, il est généralement considéré qu'il est impossible pour un méca-

nisme de traverser ces singularités. Les robots parallèlessont alors limités à une partie de leur espace de

travail total, appeléeespace de travail opérationnel.

FIGURE 1.4 – Modes de fonctionnement, singularités sérielles (noir), singularités parallèles (pointillés
rouges) et espace de travail opérationnel (blanc)

A�n d'illustrer l'impact des singularités de Type 2 sur l'espace de travail des mécanismes parallèles,

on s'intéresse à un mécanisme plan 5R (mécanisme à cinq barres). La �gure 1.4 représente les différents

aspects de l'espace de travail d'un mécanisme 5R sans prendre en compte les éventuelles collisions mé-

caniques. Pour chacun des quatre modes de fonctionnement dumécanisme, on remarque qu'il existe deux

modes d'assemblage. Le premier, représenté en blanc sur la �gure1.4, est l'espace accessible sans ren-

contrer de singularité. Le deuxième, représenté en jaune, est séparé du premier par une singularité de Type

2 (ou singularité parallèle), en rouge sur la �gure1.4. En�n les singularités sérielles (en noir) délimitent

l'espace de travail total. Finalement, on remarque que quelque soit le mode de fonctionnement, l'espace de

travail opérationnel est largement inférieur à l'espace detravail total du mécanisme.

02_Etat_art/Images/5R_mode_fonctionnement.eps
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1.3 Indices caractérisant la proximité d'une singularité de Type 2

Lorsque le mécanisme approche (réciproquement s'éloigne)d'une singularité de Type 2, ses propriétés

dynamiques se dégradent [Merlet, 2006b]. A�n de mettre au point une loi de commande permettant la tra-

versée des singularités de Type 2, un indice caractérisant cette dégradation (et par conséquent la distance au

lieu des singularités) est nécessaire.

On s'intéresse aux différents critères de performance cinétostatique existant pour les mécanismes pa-

rallèles. Lorsqu'on étudie un système mécanique tel qu'un robot parallèle, il y a un couplage fort entre la

cinématique et la statique. Il est donc préférable de ne pas utiliser la notion de statique en tant que telle,

mais de préférer le terme decinétostatique.

La prochaine section présente une liste non exhaustive d'indices cinétostatiques dont l'utilisation semble

pertinente pour notre étude.

1.3.1 La dextérité

En robotique, la dextérité mesure l'aptitude d'un manipulateur à effectuer un mouvement précis à faible

amplitude. On essaye ainsi de caractériser l'in�uence des erreurs de mesures articulaires sur la position de

l'effecteur. La plupart des indices cinétostatiques ont pour but de caractériser cette dextérité. On part du

postulat que les erreurs de mesure sur les articulations sont bornées, c'est à dire :

k�qk � 1 (1.2)

En partant du modèle géométrique direct, on peut exprimer laprécision de l'effecteur en fonction de la

précision des articulations par :

� x = Jp� q ) J � 1
p � x = � q (1.3)

On en déduit donc que :

� xT J � T
p J � 1

p � x = � qT � q � 1 (1.4)

Pour un système à deux degrés de liberté, cette relation peutfacilement être représentée. Si l'on utilise

une norme Euclidienne, l'espace d'erreur sur les articulations représente alors un cercle, et l'espace d'erreur

induit sur l'effecteur sera une ellipse qui correspond à l'image du cercle par la matrice Jacobienne. Dans le

cas ou cette matrice n'est pas carrée, on utiliseJpJT
p à la place de la Jacobienne. Cette ellipse, représentée

dans la �gure1.5, est appelée ellipse de manipulabilité. Dans le cas plus général, l'espace d'erreur sur les

articulations sera une hypersphère, et son image une ellipsoïde.

On peut voir grâce à cette ellipse deux directions particulières dé�nies par� min et � max . La première

est la direction dans laquelle le mécanisme est le plus précis. C'est la direction du vecteur propre associé

à la plus petite valeur propre deJp, appeléefacteur d'ampli�cation de précision. A l'inverse, la seconde

correspond à la direction dans laquelle le mécanisme est le moins précis, elle correspond au vecteur propre
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FIGURE 1.5 – Espace d'erreur articulaire d'un manipulateur à 2 degrés de liberté et espace induit sur l'ef-
fecteur en utilisant la norme Euclidienne

associé à la plus grande valeur propre deJp et est appeléefacteur d'ampli�cation des vitesses.

Finalement, on peut donc estimer la précision d'un mécanisme dans les différentes directions. Puisqu'en

singularité de Type 2 le mécanisme a un degré de liberté incontrôlable, la précision suivant cette direction

empire. Cependant, la valeur de cette précision n'est pas liée à une quelconque notion de distance de la

singularité. De plus, les critères utilisant la matrice Jacobienne ont souvent peu de sens physique pour des

robots ayant des degrés de liberté à la fois en rotation et en translation. Dans ce cas, les termes associés

aux rotations ne sont pas homogènes en terme d'unité à ceux associés aux translations. On peut diviser les

termes en rotation par une longueur caractéristique, mais ceci ne donne pas plus de sens physique puisque

cette longueur n'a pas de sens réel.

D'autre part, l'utilisation de la norme Euclidienne a été remise en cause [Merlet, 2006a]. Si l'on prend

l'exemple d'un mécanisme dont l'erreur articulaire est de 1sur une de ses articulations, la norme eucli-

dienne impose alors que les erreurs sur toutes les autres articulations soient nulles. Cette corrélation entre

les erreurs n'est pas représentative de la réalité. Dans [Merlet, 2006a], l'utilisation de la norme in�nie est

proposée. La perte de relation entre les erreurs articulaires induit donc logiquement une modi�cation de

l'espace d'erreurs articulaires qui devient un carré, et deson image qui devient un parallélogramme (le

polyèdre de manipulabilité). Cette norme est plus adaptée et possède un sens physique, mais elle n'est

pas exprimable de façon analytique, ce qui explique en partie l'utilisation de la norme euclidienne aupa-

ravant. Ce parallélogramme contient l'ellipse de manipulabilité dans l'espace des coordonnées articulaires

généralisées.

1

1

-1

-1

Dq2

Dq1

Jp

Dy

Dx

l 2

l 1

FIGURE 1.6 – Espace d'erreur articulaire d'un manipulateur à 2 degrés de liberté et espace induit sur l'ef-
fecteur en utilisant la norme in�nie

02_Etat_art/Images/erreur_norme_euclidienne.eps
02_Etat_art/Images/erreur_norme_infinie.eps
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Dans ces deux cas, les facteurs d'ampli�cation de précisionet des vitesses sont deux facteurs qu'il est

important de quanti�er. Si l'un d'eux a une grande valeur, ona alors une ampli�cation importante de l'er-

reur, ce qui est généralement à proscrire. Les deux facteursétant liés, il faut trouver un compromis entre les

deux.

Plusieurs critères analytiques ont été développés a�n de caractériser la précision du mécanisme de façon

plus générale. Les critères les plus pertinents sont présentés dans la suite.

1.3.2 La manipulabilité

Notée� , la manipulabilité caractérise la forme de l'espace d'erreur induite sur l'effecteur en calculant le

produit des demi-axes de l'ellipse pour la norme Euclidienne ou le volume du polyèdre pour la norme

in�nie :

� =
q

det(JT
p Jp) =

q �
�JT

p Jp

�
� (1.5)

La manipulabilité donne une idée globale de la dextérité du mécanisme, mais elle ne permet pas de

différencier une petite ellipse circulaire d'une petite ellipse longue, mais très �ne.

1.3.3 L'indice de conditionnement

L'indice de conditionnement permet de quanti�er l'ampli�cation d'erreur la plus importante. En effet, si

l'on prend en compte le système d'équations linéaires :

J � 1
p � x = � q (1.6)

Le facteur d'ampli�cation permet d'exprimer comment une erreur relative� q est multipliée a�n d'engen-

drer une erreur relative� x. Pour n'importe quelle norme véri�ant :




 J � 1

p � x



 �




 J � 1

p




 k� xk (1.7)

On a alors :
k� xk
kX k

�



 J � 1

p




 kJpk

� q
q

(1.8)

On dé�nit le facteur d'ampli�cation appeléindice de conditionnement� par :

� (J � 1
p ) =




 J � 1

p




 kJpk (1.9)

Cet indice dépend directement de la norme utilisée. Il est généralement calculé en utilisant la norme 2,

qui correspond à la racine carrée du rapport entre la plus grande valeur propre et la plus petite valeur propre

de JpJT
p . On peut également le calculer en utilisant la norme Euclidienne, dé�nie pour une matrice non
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carrée par :

� (Jp) =
P

� 2
iQ

� i
(1.10)

avec� i la i-ème valeur propre deJ.

L'indice de conditionnement pouvant tendre vers l'in�ni, on utilise généralement l'indice de condition-

nement inverse, qui est compris entre 0 et 1. Ainsi, lorsque l'indice de conditionnement inverse est égal à 0,

on a au moins une valeur propre nulle et la matrice Jacobienneest singulière.

L'indice de conditionnement présente plusieurs avantages: la dé�nition historique d'une singularité de

Type 2 proposée par le Prof. Gosselin [Gosselin and Angeles, 1990] s'appuie sur la dégénérescence de la

matrice Jacobienne, étudier les propriétés de son inverse est donc logique. De plus, cet indice nécessite peu

de temps de calcul. En revanche, la matrice Jacobienne ne donne pas d'informations sur le comportement

dynamique du mécanisme, bien que, par dé�nition, une singularité de Type 2 engendre une dégénérescence

du modèle dynamique du mécanisme. Cet indice n'est donc pas pertinent.

1.3.4 Facteurs de transmission de vitesse

Dans [Briot et al., 2010], deux indices basés sur la norme in�nie et caractérisant les directions dans les-

quelles les vitesses sont le plus (respectivement le moins)ampli�ées sont proposés. Le premier facteur,

kmax
� est la distance la plus longue entre l'origine et l'une des faces du parallélépipède obtenues lors de la

projection de l'espace des vecteurs des actionneurs dans l'espace des vitesses cartésiennes (ou parallélo-

gramme si l'on a deux degrés de liberté). Dans le cas tridimensionnel, c'est à dire pour un mécanisme à

trois degrés de liberté, il peut être exprimé ainsi [Briot et al., 2010] :

kmax
� = max

j
(kJ(q)ej k) (1.11)

avece1 = [1; 1; 1]T ; e2 = [1; � 1; 1]T ; e3 = [1; 1; � 1]T ; e4 = [1; � 1; � 1]T

Le second facteurkmin
� est la distance la plus courte entre l'origine et l'une des faces du parallélépipède.

Elle est plus complexe à exprimer :

kmin
� = min

i;j;k;m

� q
JT

2 J2 � (JT
2 J1) (JT

1 J1)� 1 JT
1 J2

�
(1.12)

avec

J = [ I 1 I 2 I 3]

J1 = [ I i I j ]

J2 = ( � 1)m I k

m=1,2 ;i,j,k = 1,2,3 eti 6= j i 6= k j 6= k

Dans certains cas, il n'est pas nécessaire d'assurer une transmission de vitesse minimale dans toutes les

directions, mais dans une direction seulement. Dans ce cas,il a été montré dans [Briot et al., 2010] qu'il
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est possible d'obtenir le facteur de transmission de vitesse minimale. Il s'agit cependant d'une méthode

complexe qui ne sera pas détaillée ici.

Le facteur de transmission des vitesses est un critère intéressant, mais il ne rend pas bien compte de la

dynamique du mécanisme. Pour la prendre en compte, on privilégie le facteur de transmission des efforts.

1.3.5 Facteur de transmission d'effort

Pour les mécanismes parallèles à 3 degrés de liberté, on a la relation entre les efforts des actionneurs� et

les forcesf appliquées sur la plate-forme mobile suivante :

f = Jp
� T � (1.13)

Cette relation est similaire à celle obtenue pour le facteurde transmission des vitesses, mais où la matrice

Jp
� T remplaceJp . Les facteurs de transmission d'efforts peuvent donc être calculés de la même manière

que ceux de vitesse [Briot et al., 2010]. On notekmin
f le facteur de transmission d'effort minimal etkmax

f

le maximal. Tout comme pour les facteurs de transmission de vitesse, on peut avec ces facteurs évaluer

les performances du mécanisme en terme de transmission d'efforts. Pour se faire, on observe la taille du

parallélépipède véri�ant des conditions de transmissionsd'efforts minimaux ou maximaux.

On peut en�n noter que les facteurs de transmission d'efforts et de vitesses maximaux et minimaux sont

reliés, si l'on utilise la norme deux, par la relation :

kmax
f = 1=kmin

� ; kmin
f = 1=kmax

� (1.14)

Ainsi, cet indice permet de mesurer, pour un état du mécanisme, la qualité de la transmission des efforts.

Cet indice a pour avantage de rendre compte de la dynamique dumécanisme. Cependant, il n'est pas lié à

une distance géométrique de la singularité et le calcul est relativement complexe et peut nécessiter un temps

de calcul relativement long.

1.3.6 L'angle de pression

On dé�nit l'angle de pression comme l'angle formé par la direction d'une force et la direction du déplace-

ment qu'elle engendre à son point d'application (�gure1.7). Ainsi, un angle de pression nul signi�e que la

force se transforme entièrement en mouvement, alors qu'un angle de pression de 90° signi�e que la force

n'engendre pas de mouvement. On dé�nit également l'angle detransmission valant 90° moins l'angle de

pression.

L'angle de pression est un indicateur de performance de plusen plus sollicité et utilisé dans le domaine

de la robotique. S. Balli et S. Chand [Balli, 2002] ont étudié l'angle de pression de plusieurs exemples de

mécanisme à deux degrés de liberté. Sutherland [Sutherland and Roth, 1973] a prouvé qu'une barre articulée

ne fera bouger une autre barre que si son torseur cinématiquen'est pas proportionnel au torseur cinématique
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de la seconde. En partant de l'étude d'un robot parallèle à quatre barres, C. Lin et W. Chang [Lin and Chang,

2002] ont complété le travail de Sutherland [Sutherland, 1981] pour estimer la qualité d'un mouvement et

de transmission des efforts en fonction de l'angle de pression.

O

F

�

~V

FIGURE 1.7 – Dé�nition de l'angle de pression� pour une force F appliquée à une barre reliée enO par
une liaison pivot.

Arakelian, Briot et Glazunov [Arakelian, 2008] ont démontré que, pour tous les mécanismes plans, pour

un momentM et une forcef connus, la réaction maximale dans une articulationB i , reliée à la plate-forme

mobile d'un robot parallèle plan quelconque, valait :

Ri max =

 i f jMj =di

cos� i
(1.15)

avec
 i =
p

1 + ( bi =di )2 � 2cos� i bi =di la distance entre le pointB i et le centre de rotation instantané de

la plate-formeP lorsqu'on détache le brasi, � est l'angle de pression,bi est la distance entre P etB i .

Cette équation montre donc que, pour un ensemble de forces etde moments extérieurs appliqués à

la plate-forme, la réaction dans les articulations passives dépend à la fois de l'angle de pression et de la

position du centre de rotation instantanée. Cela permet de calculer les efforts maximaux dans les articula-

tions d'un robot parallèle. Briot et Arakelian [Briot, 2011] et [Briot, 2010] ont ainsi pu trouver les bornes

maximales admissibles sur l'angle de pression pour les mécanismes plans permettant d'assurer une bonne

transmission des efforts dans toutes les liaisons.

Pour conclure cette section, les singularités des robots parallèles sont complexes à détecter et aucun

indice universel n'existe. Les singularités ont un impact direct sur la taille de l'espace de travail des mé-

canismes parallèles. Elles font donc l'objet de nombreusesétudes cherchant à pallier cette faiblesse en

augmentant la taille de l'espace de travail opérationnel. La partie suivante détaille les principales solutions

existantes.

02_Etat_art/Images/angle_pression.eps
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1.4 Solutions existantes a�n d'augmenter la taille de l'espace de tra-

vail

Comme nous l'avons vu dans la partie précédente, la faible taille de l'espace de travail opérationnel des

mécanismes parallèles est due entre autres à la présence de singularités de Type 2 qui séparent l'espace de

travail en différents aspects. Les différentes méthodes présentées dans cette partie ont donc pour objectif de

limiter l'impact de ces singularités sur l'espace de travail opérationnel a�n d'en augmenter la taille.

1.4.1 Conception optimale

Une première approche consiste à concevoir des mécanismes tels que leur espace de travail opérationnel ne

possède pas de singularité tout en répondant aux exigences du cahier des charges. On dé�nit l'espace de

travail dextre comme étant l'ensemble des positions atteignables pour lesquels un critère de performance

est assuré.

Parmi les différentes solutions, on distingue deux méthodes détaillées ci-après : la conception optimale

d'architecture sans singularités ou dont les singularitésont un impact limité sur la taille de l'espace de

travail effectif [Briot and Pashkevich, 2010, Liu et al., 2006] et la conception de mécanismes découplés

(n'ayant donc pas de singularités de Type 2) [Kong and Gosselin, 2002,Gogu, 2004].

1.4.1.1 Conception optimale

Lors de la conception optimale de mécanisme, on dé�nit :

� Des fonctions objectifs : il s'agit des différents critèresà optimiser. On cherche par exemple à mini-

miser la masse totale du mécanisme ou la vitesse maximale desactionneurs.

� Des contraintes à respecter (par exemple, l'absence de singularité de Type 2).

L'objectif est alors de trouver l'ensemble des solutions deconception Pareto-optimale1 par rapport aux

objectifs dé�nis qui respectent les contraintes. Ces solutions sont obtenues à l'aide d'algorithmes d'optimi-

sation, par exemple ceux implémentés dans la toolboxGlobalOptimisationde Matlab.

A�n d'illustrer ce principe, on s'intéresse à l'exemple d'optimisation du mécanisme IRSBot2 [Germain,

2013]. Dans cet exemple, de nombreuses contraintes portant entre autres sur les propriétés de l'espace de

travail (telle que l'absence de singularité de contrainte)sont combinées, seules les fonctions objectifs seront

ici détaillées. Ces fonctions objectifs sont la masse du mécanisme, la première fréquence propref 1 ainsi

que l'empreinte au sol du robotbbw . La méthodologie de conception optimale complète n'est pasdétaillée

ici, seule la forme du front de Pareto est présentée sur la �gure 1.8.

L'algorithme d'optimisation permet donc de calculer l'ensemble des solutions Pareto optimales consti-

tuant le front de Pareto représenté sur la �gure1.8. L'utilisateur doit alors choisir parmi ces solutions celle

convenant le mieux à ses besoins. Par exemple, s'il choisit de privilégier l'optimisation de la masse, son

1Une solution est dé�nie comme optimale au sens de Pareto (Pareto optimale) s'il est impossible d'améliorer une fonction
objectif sans en détériorer une autre.
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FIGURE 1.8 – Exemples de front de Pareto de l'IRSBot2 [Germain, 2013]

choix se portera sur la solution repérée par un triangle violet. Dans le cas de l'IRSBot2, la solution choisie

est celle la moins massive, ayant comme première fréquence propref 1 = 49Hz (solutionS*).

Remarquons que, quelque soit la solution optimale au sens dePareto retenue, la solution réelle sera toujours

légèrement différente de la solution optimale, suite aux incertitudes de fabrication.

La conception optimale est donc une solution adaptée lors dela conception de mécanisme devant res-

pecter un cahier des charges spéci�ques.

1.4.1.2 Mécanismes isotropes

A�n d'améliorer les performances des robots, de nombreusesétudes ont cherché à concevoir des méca-

nismes isotropes [Gogu, 2004,Kong and Gosselin, 2002], c'est à dire dont les performances cinématiques

sont invariantes en fonction de la direction. Le mécanisme Orthoglide [Chablat and Wenger, 2003] est un

mécanisme localement isotrope (c'est à dire isotrope dans une partie de son espace de travail) à trois degrés

de liberté développé à l'IRCCyN ; son architecture cinématique est décrite sur la �gure1.9(a). Il est actionné

par trois moteurs linéaires orthogonaux deux à deux, ce qui permet d'avoir une modélisation très simple.

Lorsque le mécanisme est en position isotrope, son modèle cinématique est découplé et le mécanisme a

alors un comportement très proche de celui d'une machine sérielle, tout en ayant une rigidité supérieure.

02_Etat_art/Images/Pareto.eps
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(a) Cinématique du mécanisme Orthoglide (b) Prototype de mécanisme Orthoglide

FIGURE 1.9 – Mécanisme isotrope à trois degrés de liberté Orthoglide

Généralement, les mécanismes sont isotropes uniquement enun point de leur espace de travail, et leurs

performances varient beaucoup en dehors de ce point. A�n d'améliorer les performances, des mécanismes

découplés ont été proposés, présentés dans la section suivante.

1.4.1.3 Mécanismes découplés

On appelle robot découplé tout mécanisme dont les lois entrées/sorties ne sont pas couplées (ou partielle-

ment couplées) [Kong and Gosselin, 2002, Gogu, 2004]. Cette approche permet de créer des mécanismes

sans singularités, mais aux dépens de leur rigidité.

Les dif�cultés propres aux singularités des robots parallèles viennent en partie du fait que leurs modèles

cinématiques sont couplés : pour chaque degré de liberté du mécanisme, la vitesse et l'accélération de celui-

ci ne dépendent pas des coordonnées, vitesses et accélérations d'un seul actionneur. L'objectif des robots

découplés est de supprimer cette non-linéarité en découplant leurs degrés de liberté. Dans ce cas, la relation

entrée/sorties du mécanisme s'écrit_x = J _q avecJ une matrice constante et triangulaire [Gogu, 2008].

Un des premiers robots découplés est le Tripteron (représenté sur la �gure1.10) [Kong and Gosselin,

2002, Gosselin, 2009]. Il a été développé par les Prof. Gosselin et Kong au laboratoire de robotique de

l'université Laval. Ces travaux ont été suivis par la conception d'un mécanisme découplé à quatre degrés de

liberté (Quadrupteron [Gosselin et al., 2007,Gosselin, 2009]).

Le Tripteron possède trois degrés de liberté en translation, chaque degré étant actionné par un actionneur

linéaire. Ce type d'architecture permet d'avoir un modèle cinématique linéaire, proche de ceux des méca-

nismes sériels. Ces mécanismes ont donc une modélisation simple tout en ayant leurs moteurs supportés

par la base, conservant ainsi l'un des avantages majeurs desstructures parallèles. Cependant, le découplage

total des degrés de liberté rend le mécanisme peu rigide.

De plus, la taille de l'espace de travail des robots découplés reste faible et la conception de nouvelles

architectures répondant à des besoins spéci�ques est dif�cile. On admet désormais généralement que le

découplage total ne permet pas de créer des mécanismes assezraides pour être une solution viable.
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FIGURE 1.10 – Mécanisme Tripteron du laboratoire de robotique de l'université Laval

A�n de simpli�er la modélisation des robots parallèles touten conservant une rigidité importante, une

autre classe de manipulateurs découplés a été créée : les robots PAMINSA [Arakelian, 2006]. Ces architec-

tures proposent un compromis entre le découplage et la conservation de sa raideur en découplant une partie

de ses degrés de liberté.

Jambe

Plateforme

FIGURE 1.11 – Cinématique d'un mécanisme
PAMINSA

FIGURE 1.12 – Prototype de PAMINSA du
Centre Commun de Mécanisme de l'INSA
Rennes

Le prototype de PAMINSA développé durant la thèse de S. Briotà l'INSA de Rennes (�gure1.12)

possède quatre degrés de liberté : trois translations et unerotation autour de l'axe~z; cette dernière étant

entièrement découplée. L'actionneur linéaireM4 génère la translation suivant l'axe~z de l'ensemble des

jambes du mécanisme, et donc de la plate-forme. Ce découplage partiel a plusieurs applications poten-

tielles. Il permet par exemple d'utiliser un actionneur puissant suivant la direction verticale, a�n de soulever

des charges lourdes, tout en utilisant des actionneurs moins puissants pour diriger les autres directions.

Les mécanismes partiellement découplés proposent une alternative intéressante aux robots entièrement

découplés, mais leur conception n'est pas triviale. Ces mécanismes permettent donc de répondre à des pro-
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blématiques spéci�ques que les mécanismes parallèles non découplés ne peuvent réaliser.

D'autres solutions plus générales sont donc recherchées. On s'intéresse dans la partie suivante aux

robots capables de modi�er leur morphologie : les robots recon�gurables.

1.4.1.4 Mécanismes redondants

On distingue trois types de redondance :

� La redondance métrologique qui correspond à l'ajout de capteurs supplémentaires, et ne permet donc

pas d'in�uencer la cinématique du mécanisme.

� La redondance en actionnement qui consiste à ajouter des actionneurs sans modi�er les degrés de

liberté du mécanisme considéré.

� La redondance cinématique qui consiste à modi�er la structure cinématique du mécanisme.

1.4.1.5 Actionnement redondant

Puisqu'en singularité la plate-forme mobile perd un degré de liberté, une solution évidente pour suppri-

mer le problème des singularités est d'ajouter des actionneurs redondants [Dasgupta and Mruthyunjaya,

1998,Cheng et al., 2003,Glazunov et al., 2004,Alvan, 2003].

Par dé�nition, un mécanisme est redondant en actionnement s'il existe une in�nité d'efforts possibles

dans les actionneurs générant un même effort sur la plate-forme mobile. A�n d'en illustrer le principe, on

s'intéresse à un mécanisme 3RRR dont l'architecture cinématique est représentée �gure1.13. Ce méca-

nisme a trois degrés de liberté (deux translations dans le plan (O�! x �! y ) et une rotation autour de l'axe�! z ).

Ici, les trois actionneurs sont situés aux pointsC1; C2 et C3.

Ce mécanisme a été étudié à de nombreuses reprises [Arakelian, 2008, Chablat, 2008] en particulier

pour les propriétés de ses singularités.

Un exemple de mécanisme 4RRR redondant en actionnement est présenté sur la �gure1.14. Bien que

ce mécanisme ai les mêmes degrés de liberté qu'un mécanisme 3RRR classique, l'ajout d'une jambe RRR

actionnée supplémentaire permet de modi�er la morphologiedu mécanisme. Le mécanisme ainsi obtenu

peut alors atteindre des aspects de son espace de travail inatteignable par un mécanisme 3RRR sans rencon-

trer de singularités.

La redondance en actionnement a pour avantage d'être applicable à n'importe quel mécanisme. Cepen-

dant, cette solution coûte très cher, les actionneurs représentant une partie importante du coût d'un robot.

De plus, la gestion de la redondance en actionnement est un problème complexe qui complique considéra-

blement la commande du robot.
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FIGURE 1.13 – Architecture classique d'un méca-
nisme 3RRR

FIGURE 1.14 – Mécanisme redondant en actionne-
ment Dual-V développé au LIRMM [Wijk et al.,
2013]

1.4.1.6 Redondance cinématique

Nous avons vu dans la partie1.4.1.5que l'ajout d'actionneurs supplémentaires sur une architecture parallèle

n'était pas une solution viable. En effet, le suractionnement peut engendrer des efforts internes à la structure

parallèle ce qui complexi�e considérablement la commande.

Tout comme la redondance en actionnement, la redondance cinématique nécessite l'ajout d'actionneurs,

mais permet de considérablement limiter l'impact des singularités sur l'espace de travail. Dans [Wang and

Gosselin, 2004], les auteurs étudient trois mécanismes redondants cinématiquement : un mécanisme plan

3RPR, un mécanisme sphérique à trois degrés de liberté et une plate-forme de Stewart (six degrés de liberté).

Seul l'exemple du mécanisme 3RPR sera présenté ici.

Un mécanisme 3RPR comporte trois jambes, chacune composée de deux liaisons pivots (pointsA i et

B i sur la �gure1.15) et d'une liaison glissière (� i ) actionnée. Il a donc trois degrés de liberté. Cependant,

en rajoutant une redondance cinématique, on ajoute un degréde liberté au mécanisme (mais pas à la plate-

forme). Ce nouveau mécanisme, présenté �gure1.16, nécessite donc quatre actionneurs : les trois liaisons

prismatiques� i auxquelles on rajoute la liaisonB1. Contrairement à un mécanisme suractionné, ce méca-

nisme a donc autant de degrés de liberté que d'actionneurs, et une telle architecture n'engendre donc pas

d'efforts internes.

En étudiant les propriétés de ces mécanismes et de leur matrice cinématiqueA p, les auteurs de [Wang

and Gosselin, 2004,Kong et al., 2013] ont montré que ces mécanismes étaient très ef�caces pour éviter les

singularités comparées à leurs homologues sans redondancecinématique. Finalement, cette solution, très

étudiée pour les mécanismes sériels, est assez peu utilisée. Tout comme la redondance en actionnement,

l'ajout d'actionneurs supplémentaires est coûteux, et cette solution ajoute des contraintes de conception

importantes qui ne sont pas applicables à tout type d'activité.
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FIGURE 1.15 – Architecture classique d'un mé-
canisme 3RPR
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FIGURE 1.16 – Architecture d'un mécanisme 3RPR
avec redondance cinématique

1.4.1.7 Actionnement variable

Les premiers mécanismes à actionnement variable furent proposés en 2007 [Arakelian, V.; Briot, S.; Gla-

zunov, 2007,Arakelian, 2008]. On dé�nit un mécanisme à actionnement variable comme toutmécanisme

possédant un ou plusieurs actionneurs pouvant changer de mode d'actionnement, offrant ainsi un degré de

mobilité interne différent. Ce changement engendre une modi�cation du lieu des singularités : en changeant

de mode d'actionnement, l'ancienne position singulière devient non singulière et le mécanisme peut la tra-

verser. En retournant dans son mode d'actionnement initial, le mécanisme a changé de mode d'assemblage.

Pour une architecture donnée, il existe plusieurs manièresde mettre en place des actionnements va-

riables. Dans le cas du mécanisme 3RRR (présenté dans la partie1.4.1.5), l'architecture optimale est pro-

posée dans [Arakelian, 2008]. La �gure 1.17 représente le mécanisme NaVaRo, qui diffère légèrement

de cette architecture optimale par son mode d'actionnement(actionnement de l'élémentCi D i dans le cas

optimal, actionnement de l'angle( \D i Ci B i ) dans le cas du NaVaRo).

En modi�ant le mode d'actionnement aux pointsCi de la jambei , le mécanisme peut être actionné soit

par les élémentsCi B i , ce qui correspond au mécanisme 3RRR présenté précédemment, soit par l'angle

relatif entre les élémentsCi D i et les élémentsCi B i . Dans le second cas, la transmission des efforts est

différente, modi�ant ainsi les positions dans lesquelles les actionneurs ne peuvent plus transmettre d'efforts

à la plate-forme.

A�n d'illustrer le fonctionnement de ce mécanisme, on considère une trajectoire de la plate-forme mo-

bile du mécanisme classique et nécessitant un changement demode d'assemblage. Un mécanisme 3RRR

classique devrait traverser une singularité de Type 2 a�n dechanger son mode d'assemblage, il ne peut donc

pas suivre cette trajectoire.

On considère désormais cette même trajectoire pour le mécanisme à actionnement variable. Lorsque le
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FIGURE 1.17 – Mécanisme 3RRR avec actionnements variables [Arakelian, 2008] et prototype NaVaRo de
l'IRCCyN.

mécanisme est proche d'une position singulière, celui-ci s'arrête. Son mode d'actionnement est modi�é, de

sorte que la position inaccessible (singularité de Type 2) avec le premier mode d'actionnement devienne une

position accessible : le mécanisme peut alors la traverser sans dif�culté. Si le nouveau mode d'actionnement

ne permet pas de terminer la tâche désirée, le mécanisme doitalors de nouveau s'arrêter pour changer son

mode d'actionnement, dans le cas contraire il peut terminerle suivi de trajectoire dans le mode courant.

Bien que cette méthode soit ef�cace, le changement de mode d'actionnement est relativement long (et

ce, malgré l'optimisation du changement de mode d'actionnement [Arakelian, 2008]) et ne peut se faire

qu'à l'arrêt. La mise en place de système d'embrayage pourrait permettre de réduire ce temps, mais ceci

augmenterait le coût de fabrication et limiterait l'intérêt des mécanismes à actionnement variable comparé

à ceux ayant des actionneurs redondants.

Toutes les approches de conception optimale proposent doncde prendre en compte le problème des

singularités dès la conception. Une seconde approche consiste à concevoir un mécanisme possédant des

singularités. Mais cette approche nécessite de plani�er des trajectoires permettant au mécanisme de changer

de mode de fonctionnement ou d'assemblage, augmentant ainsi la taille de l'espace de travail opérationnel

du mécanisme.

1.4.2 Plani�cation de trajectoire permettant d'augmenter l'espace de travail opé-

rationnel

1.4.2.1 Contournement de points cusps

On s'intéresse ici aux robots recon�gurables : un mécanismeest dé�ni comme recon�gurable s'il peut

changer sa morphologie.

Le contournement de point cusp est une manière ef�cace de changer le mode d'assemblage d'un méca-

02_Etat_art/Images/3RRR_variable.eps
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nisme. Il a pour principal inconvénient de ne pas être applicable à tout type d'architecture parallèle.

Certains mécanismes possèdent plus de deux modes d'assemblage, et donc plus de deux solutions à leur

modèle géométrique direct. Un point cusp est une position telle que trois des différents modes d'assemblage

sont confondus [McAree, 1999]. Le mécanisme 3RPR et ses points cusp ont été beaucoup étudiés dans la

littérature [Coste et al., 2011,Zein et al., 2006,Bonev, 2008,Moroz et al., 2010,Manubens et al., 2012] et

seront ici utilisés pour illustrer le contournement de point cusp. En�n, remarquons que la méthodologie

présentée ici est applicable à tout point ayant plus de deux modes d'assemblage confondus.

On considère l'angle� dé�nissant l'orientation de la plate-forme par rapport au repère global (dé�ni sur

la �gure 1.16). La �gure 1.18représente l'évolution de� en fonction des longueurs des actionneurs� 1 et � 2.

Dans l'espace des con�gurations, lepli correspond aux emplacements ayant plusieurs modes d'assemblage.

Ici, pour une positionA 0 des actionneurs, on remarque qu'il existe trois positions possibleA 1; A 2 et A 3,

et donc trois modes d'assemblage. Lorsque le mécanisme est en positionP0, les trois modes d'assemblage

se confondent en un pointP : il s'agit donc d'un point cusp. Les limites de chaquepli correspondent aux

lieux des singularités de Type 2, puisque deux modes d'assemblage y sont concourants.

A 0

Espace des con�gurations

A 3

A 2

A 1

� 2

� 1

�

P

P0

Espace des jambes

FIGURE 1.18 – Exemple de trajectoire contournant un point cusp

Un exemple de trajectoire contournant un point cusp est représenté en rouge sur la �gure1.18. On re-

marque que le mécanisme peut ici suivre cette trajectoire, et donc changer de mode d'assemblage,sans

passer par une position singulière.

En�n, dans [Murray et al., 2010], une trajectoire de changement de mode d'assemblage non singulier

pour le mécanisme Gantry-Tau (un mécanisme parallèle à vocation industrielle très prometteur) est pré-

sentée. Cette trajectoire permet donc de contourner un point cusp, cependant l'étude des points cusp de ce

mécanisme n'est pas présentée, ne permettant donc pas de trouver d'autres trajectoires similaires.

On remarquera que, outre le fait que cette solution ne soit pas applicable à de nombreux mécanismes, le
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calcul des points cusps est complexe. Bien qu'il existe des méthodes algébriques permettant de déterminer

l'ensemble des points cusps de certains mécanismes (exemple du 3RPR : [Moroz et al., 2010]), il n'existe

aucune méthode générique aujourd'hui. De plus, les trajectoires de contournement de point cups peuvent

être longues et de ce fait, inutilisables pour des applications telles que lepick-and-place.

1.4.2.2 Changement de mode de fonctionnement

Une manière simple d'augmenter l'espace de travail des mécanismes parallèles est la traversée des sin-

gularités sérielles (ou Type 1). En effet, ces singularitésn'engendrent qu'une dégénérescence du modèle

cinématique et non du modèle dynamique comme les singularités parallèles. Ainsi, il est tout à fait possible

de plani�er des trajectoires traversant des singularités sérielles, puis de les suivre avec une loi de commande

adaptée [Alba, 2007,Bourbonnais, 2014].

O x
y q12

q11

r2
r1

q22

q21

q3

A1

B1

A2

B2

C1 =C2=C(x,y)

FIGURE 1.19 – Cinématique d'un méca-
nisme à cinq barres (5R)

FIGURE 1.20 – Robot DexTAR, commercialisé par
l'entreprise Mecademic©

Cette traversée permet d'accéder à de nouveaux modes de fonctionnement, chaque mode ayant ses

propres singularités de Type 2. Ainsi, le mécanisme peut considérablement augmenter son espace de travail.

À titre d'exemple, on considère un mécanisme parallèle à cinq barres tel que le DexTAR (Dextrous Twin-

Arm Robot) [Campos et al., 2010] et dont l'architecture est représentée sur la �gure1.19

Ce mécanisme est composé de cinq liaisons pivots, dont deux actionnées (pointsA1 et A2 sur la �-

gure1.19). Une méthodologie d'optimisation de trajectoire a été développée pour le robot DexTAR [Bour-

bonnais, 2014] présenté �gure1.20. Elle minimise la durée de la trajectoire, en prenant en compte les

limitations de vitesse et d'effort, et en évitant les singularités parallèles ainsi que les régions impossibles à

atteindre.

Dans le cas du mécanisme à cinq barres (5R), traverser une singularité sérielle change donc l'espace

de travail opérationnel (hors singularité de Type 2). La �gure 1.21représente différentes étapes de la tra-

versée de singularité sérielle extraites d'une vidéo du laboratoire CoRo (laboratoire de Commande et de

Robotique), ainsi que les espaces de travail accessibles dans chaque position. La �gure centrale représente

le manipulateur en position singulière. De même que sur la �gure1.4, les parties représentées en jaune sont
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FIGURE 1.21 – Extraits de vidéo de changement de mode d'assemblage d'un robot DeXTaR (propriété du
laboratoire CoRo de l'ETS Montréal) et évolution de l'espace de travail accessible

les espaces inaccessibles dans le mode de fonctionnement courant (ils sont délimités par une singularité de

Type 2). Le changement de mode de fonctionnement permet doncd'accéder à des espaces non accessibles

dans un seul mode de fonctionnement.

L'inconvénient principal de cette solution est la nécessité d'atteindre une position singulière souvent

éloignée de la trajectoire optimale (on rappelle que les singularités sérielles se situent en bordure de l'espace

de travail). Une trajectoire permettant à un mécanisme de changer de mode de fonctionnement est donc

relativement longue et ne peut pas convenir aux applications à très haute vélocité comme lepick-and-place.

De plus, certaines architectures parallèles ne peuvent pasaccéder à l'ensemble de leur espace de travail en

changeant de mode de fonctionnement.
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1.4.2.3 Changement de mode d'assemblage singulier

Une dernière approche consiste à changer de mode d'assemblage en plani�ant une trajectoireà traversles

singularités de Type 2 a�n de changer de mode d'assemblage. Dans [Hesselbach et al., 2002], une solution

proposée consiste à rajouter un actionneur de faible puissance, utilisée uniquement lorsque le mécanisme

est à proximité d'une singularité et permettant le changement de mode d'assemblage. Cette solution s'ap-

parente fortement à l'utilisation de la redondance en actionnement et présente donc les mêmes défauts.

Dans un premier temps, les travaux concernant la traversée de singularité de Type 2 se sont limités à

l'étude cinématique du mécanisme. Ainsi, il a été montré qu'un mécanisme parallèle pouvait traverser une

singularité sans que les efforts dans les actionneurs divergent [Nenchev et al., 1997,Nenchev and Tsumaki,

1996]. Cependant, ces travaux ne permettent pas d'adresser correctement les problèmes dynamiques liés

aux singularités de Type 2. En distinguant les notions de trajectoire et de chemin (le chemin ne dé�nit

qu'une suite de positions à suivre sans notion temporelle),les auteurs de [Jui and Sun, 2005] ont proposé

différentes trajectoires de traversée de singularité de Type 2 telle que les efforts des actionneurs soient

bornées. Bien que cette approche s'appuie sur la dynamique du mécanisme, cette étude n'explicite pas de

méthodologie permettant d'assurer la traversée de singularité de Type 2 sans que les efforts des actionneurs

ne divergent.

Une autre approche consiste à débrayer les actionneurs lorsque le mécanisme approche d'une singula-

rité, et à utiliser ainsi l'inertie du mécanisme pour traverser la singularité. Cette approche a été appliquée

à un mécanisme à cinq barres dans [Hesseleach et al., 2003], prouvant ainsi qu'il existe des trajectoires

permettant de réaliser cette traversée, mais sans donner dejusti�cation théorique.

C 

O x
y

r2

r1

tS

A1

B1

A2

B2

q12
q11

FIGURE 1.22 – Mécanisme 5R en position singulière.

Ces premières études prouvaient donc que la dégénérescencedu modèle dynamique d'un mécanisme

parallèle en position singulière dépend de la trajectoire de la plate-forme mobile. Dans [Briot, 2008a], un

sens physique est donné à cette dépendance. De plus, cette étude propose pour la première fois un critère

dynamique qui permet la génération de trajectoire traversant une singularité de Type 2 sans dégénérescence

du modèle dynamique.

On se propose d'illustrer ces résultats au moyen d'un mécanisme à cinq barres (mécanisme 5R). La

�gure 1.22 représente un mécanisme 5R en position singulière de Type 2.Les efforts appliqués par les
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actionneurs enA1 et A2 engendrent des forces respectivesr 1 et r 2 sur l'effecteur. Ici, ces forces sont coli-

néaires : pour contrer un effort quelconque suivant la direction t s, les efforts appliqués par le mécanisme

sur l'effecteurr 1 et r 2 doivent donc être in�nis.

Ainsi, le mécanisme a un mouvement incontrôlable suivant ladirection t s. Si la trajectoire désirée

nécessite que des efforts soient appliqués suivant la direction t s lors de la traversée, le modèle dynamique

dégénère et les efforts des actionneurs divergeront. En revanche, si la trajectoire à suivre est calculée de sorte

que, lorsque le mécanisme atteint la position singulière, les effortsr 1desiree etr 2desiree sont orthogonaux à la

direction du mouvement incontrôlable, le modèle dynamiquene dégénère pas. Finalement, un mécanisme

peut traverser une singularité de Type 2 si letorseur des efforts appliqués sur la plate-forme mobile

est réciproque au torseur cinématique du mouvement incontrôlable. Cette condition se traduit par la

relation suivante :

t s
T wp = 0 (1.16)

oùwp est le torseur des efforts extérieurs appliqués sur la plate-forme mobile.

Dans [Briot, 2008a], ce critère a été découvert et formulé à partir de la forme générale du modèle dy-

namique d'un robot parallèle. De plus, sa signi�cation physique est donnée. Il en résulte qu'un mécanisme

parallèle peut traverser une singularité de Type 2 sans que son modèle dynamique ne dégénère si la tra-

jectoire à suivre est plani�ée en respectant ce critère dynamique en singularité. Le résultat est prometteur :

n'importe quel mécanisme parallèlepeut traverser une singularité de Type 2sans modi�er son architec-

ture et sans ajouter d'actionneur.

Cependant dans [Briot, 2008a], aucun contrôleur n'a été développé a�n de réaliser un tel changement

de mode d'actionnement. Le critère (1.16) fait intervenir des vitesses et des accélérations ; seule une loi de

commande permettant le suivi de trajectoire peut donc être appliquée lors du changement de mode d'as-

semblage singulier (en particulier, toute commande de typepose-to-poseest incompatible). De plus, en cas

de problème lors de la traversée de singularité, le mécanisme peut potentiellement se retrouver bloqué en

position singulière, et aucune méthode n'existe a�n de sortir un mécanisme d'une telle position (une mé-

thode évidente étant de déplacer manuellement le robot).

En�n l'étude du modèle dynamique proposée par [Briot, 2008a] n'est pas complète. Ainsi il existe pour

certains mécanismes un type de singularité qui traduit la dégénérescence du système des torseurs cinéma-

tiques des articulations passives d'une jambe, appelées singularitésLPJTS(Leg Passive Joint Twist System).

Ces singularités peuvent également être traversée à l'aided'une stratégie de plani�cation de trajectoire op-

timale.

Le second chapitre de cette thèse a donc pour objectif de réaliser une étude complète des conditions

de dégénérescence du modèle dynamique des robots parallèles et proposer une stratégie de plani�cation

de trajectoire optimale permettant de traverser une singularité LPJTS. Le troisième chapitre présente un
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contrôleur dédié à la traversée de singularités de Type 2. Latraversée de singularité étant très sensible aux

jeux dans les articulations passives, le quatrième chapitre propose une stratégie de commande avancée per-

mettant de rendre le contrôleur plus robuste. En�n, malgré les précautions prises, le risque de ne pas réussir

à traverser la singularité n'est jamais nul. Si une telle situation se produit, le mécanisme risque de s'arrêter

en position singulière. Le cinquième chapitre propose doncune méthode permettant à un mécanisme à l'ar-

rêt dans une position singulière d'en sortir sans intervention extérieure.

L'ensemble des travaux a été validé sur un mécanisme à cinq barres, dans un premier temps en simula-

tion puis sur un banc d'essai expérimental présenté dans l'AnnexeC. De plus, le contrôleur présenté dans

le troisième chapitre a été testé sur un robot DexTAR de l'Ecole de Technologie Supérieure de Montréal.



2
Étude des conditions de dégénérescence du

modèle dynamique des robots parallèles

Ce chapitre présente la modélisation dynamique complète des mécanismes parallèles.

Grâce à cette modélisation, les conditions de dégénérescence du modèle dynamique sont ana-

lysées et des méthodes de traversée de singularités de Type 2et LPJTS sont présentées. Ces

techniques de traversée de singularités sont ensuite validées en simulation et expérimentalement

sur un prototype de mécanisme à cinq barres.
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2.1 Modèle dynamique inverse des robots parallèles

Dans ce chapitre, on cherche à exprimer le modèle dynamique inverse (MDI) d'un mécanisme parallèle.

On rappelle que l'objectif de cette étude est de permettre à un mécanisme parallèle de changer de mode

d'assemblage. Les mécanismes redondants étant créés a�n d'éviter la présence de singularités au sein de

l'espace de travail opérationnel, leMDI ne sera donc exprimé que pour les mécanismes non redondants.

On rappelle également que leMDI permet d'exprimer, pour un état donné du mécanisme (position,

vitesse, accélération), les efforts appliqués dans les actionneurs.

2.1.1 Calcul du modèle dynamique inverse des robots parallèles

Un mécanisme parallèle est une structure composée d'une plate-forme mobile reliée à une base �xe par

n jambes. Soitmi le nombre d'articulations composant la jambei . La �gure 2.1(a)représente la forme

générale d'un mécanisme parallèle. On considère que chaquejambe ne comporte qu'un seul actionneur,

représenté par une articulation grise. On peut facilement appliquer la méthodologie présentée ici à des mé-

canismes ayant plusieurs actionneurs par jambes.

Base (fixe)

Plate-forme mobile

Articulations
actives

C1,1

C2,1

C3,1

Cm1,1

Cm1-1,1

C1,n
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(a) Chaîne cinématique (Cj;k est laj èmearticulation de la
jambek, etmk est le nombre total d'articulations de la

jambek)
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Cm2,2l 1
1

l 2
1

l k
1

l n
1
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2
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2l 1

2

l 2
2

Base (fixe)

Plate-forme mobile

(b) Structure arborescente virtuelle

FIGURE 2.1 – Modélisation générale d'un robot parallèle.

Il existe de nombreuses méthodes permettant le calcul duMDI [Moon, 2007,Shah et al., 2013,Shabana,

2005, Bauchau, 2011, Özgür et al., 2013, Dwivedy and Eberhard, 2006, Müller, 2005, Cammarata et al.,

2013, Rognant et al., 2010, Wang and Mills, 2006, Wittbrodt et al., 2006, Angeles, 2003, Gallardo et al.,

2003, Park et al., 1999, Khalil and Ibrahim, 2007, Khalil and Guégan, 2002]. Cependant, la modélisation

dynamique telle qu'elle est proposée dans [Khalil and Dombre, 2004,Khalil and Ibrahim, 2007,Briot and

Gautier, 2013a] présente deux avantages pour notre étude. Tout d'abord, elle permet de prendre en compte
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la dynamique de tous les corps du mécanisme. Par ailleurs, l'utilisation de cette méthode a permis d'obtenir

une forme analytique du modèle dynamique qui permet de facilement distinguer les problèmes de dégéné-

rescence du modèle dynamique. Cette méthode est donc celle appliquée dans la suite de ce manuscrit.

Le calcul duMDI se fait en deux étapes [Khalil and Dombre, 2004,Khalil and Ibrahim, 2007,Briot and

Gautier, 2013a] :

� Dans un premier temps, on ouvre virtuellement toutes les boucles en détachant chaque jambe de la

plate-forme mobile (�gure2.1(b)). Pour chaque jambe, on considère que chaque articulation est vir-

tuellement actionnée. On a alors deux systèmes virtuels : une structure arborescente virtuelle compo-

sée den jambes indépendantes, et un corps mobile virtuel libre (plate-forme). On peut alors calculer

le modèle dynamique de chacune de ces deux structures virtuelles en utilisant une procédure basée

sur le principe de Newton-Euler [Khalil and Ibrahim, 2007],

� Dans un second temps, on referme chaque boucle en reliant chaque jambe à la plate-forme mobile.

Pour que cela soit possible, les deux structures virtuellesdoivent avoir la même position (conditions

géométriques correspondant aux équations de fermeture de boucle géométrique) ainsi que le même

comportement dynamique (les efforts à appliquer dans la plate-forme a�n de fermer la structure sont

représentés par les multiplicateurs de Lagrange). Cette dernière étape nécessite le calcul des matrices

Jacobiennes du mécanisme.

On peut alors obtenir leMDI complet du mécanisme parallèle.

La prochaine partie présente le calcul du modèle dynamique de la structure virtuelle ouverte, ce qui

correspond à la première étape présentée ci-dessus.

2.1.2 Modèle dynamique inverse de la structure ouverte

2.1.2.1 MDI de la structure arborescente virtuelle ouverte

Soit nt le nombre total d'articulations de la structure virtuelle (nt =
nP

i =1
mi ), et soit qt le vecteur des

coordonnées de l'ensemble de ces articulations. Pour n'importe quelle structure arborescente ouverte, la

modélisation dynamique peut s'écrire à partir d'un vecteurde taille(nt � 1) [Khalil and Dombre, 2004]. Ce

vecteur est une fonctionF t du vecteur des coordonnées articulairesqt , du vecteur des vitesses articulaires

_qt , du vecteur des accélérations articulaires•qt et en�n du vecteur des paramètres dynamiques standards

� st t
:

� t = F t (qt ; _qt ; •qt ; � st t
) (2.1)

avec :

� � t le vecteur(nt � 1) des efforts d'entrée de la structure virtuelle,

� � T
st t

=
h
� 11T

st : : : � mn ;n
st

T
i

où � jk
st est le vecteur des paramètres dynamiques standards de l'élément

rigide j de la jambek.



Conditions de dégénérescence du modèle dynamique 33

On rappelle que notre étude se limite à des mécanismes dont onconsidère l'ensemble des corps comme

étant rigide. L'élément rigidej de la jambek (appelé par la suite élémentjk) comporte 14 paramètres

dynamiques standards� jk
st :

� jk
st =

�
xx jk xyjk xzjk yyjk yzjk zzjk mx jk myjk mzjk mjk ia jk fv jk fs jk � of f jk

� T
(2.2)

avec :

� xx jk ; xyjk ; xzjk ; yyjk ; yzjk ; zzjk les composantes indépendantes de la matrice d'inertie de l'élément

jk I jk , exprimée dans le repèrejk (repère lié à l'origine de l'élément) [Khalil and Dombre, 2004] :

I jk =

2

6
4

xx jk xyjk xzjk

xyjk yyjk yzjk

xzjk yzjk zzjk

3

7
5 ; (2.3)

� mjk la masse de l'élémentjk,

� mx jk ; myjk ; mzjk sont les trois composantes du premier moment de l'élémentjk :

mjk
jk ����!

Ojk Sjk = [ mx jk myjk mzjk ]T (2.4)

où jk ����!
Ojk Sjk est la position du centre des masses de l'élémentjk exprimée dans le repèrejk [Khalil

and Dombre, 2004],

� ia jk est le moment d'inertie global du rotor et du réducteur du moteur d'entrainement,

� fv jk et fs jk sont les termes de frottement respectivement visqueux et deCoulomb dans l'articulation

jk,

� � of f jk = � of f f s jk
+ � of f � jk

est un terme de compensation qui regroupe le terme de compensation de

l'ampli�cateur � of f � jk
et le coef�cient de frottement de Coulomb asymétrique� of f f s jk

de sorte que

l'effort de frottement� f jk de l'articulationjk vaille [Briot and Gautier, 2013a] :

� f jk = fv jk _qjk + fs jk sign( _qjk ) + � of f jk (2.5)

où _qjk est la vitesse généralisée de l'articulationjk.

Remarquons que dans le cas de corps libres (c'est à dire d'éléments passifs), le nombre de paramètres

peut être réduit à 10 puisque les paramètres reliés aux actionneurs (ia j ; fv j ; fs j et � of f j ) ne sont pas perti-

nents.

On dé�nit qa le vecteur des coordonnées des articulations actives de la structure réelle etqd celui des ar-

ticulations passives. On considère dans la suite de l'étudeque le vecteur total des coordonnées articulairesqt

est organisé de sorte queqT
t =

�
qT

a qT
d

�
. De plus, le vecteurqd est arrangé de sorte queqT

d =
�
qT

d1 : : : qT
dn

�

où qdi est le vecteur des coordonnées de l'ensemble des articulations de la jambei.
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Soit L le Lagrangien du système. Le vecteur des efforts d'entrée dela structure virtuelle� t est arrangé

de sorte que� T
t =

�
� T

ta
� T

td

�
avec :

� ta =
d
dt

�
@L
@_qa

�
�

@L
@qa

= F ta (qt ; _qt ; •qt ; � st t
) (2.6)

et

� td =
d
dt

�
@L
@_qd

�
�

@L
@qd

= F td (qt ; _qt ; •qt ; � st t
) (2.7)

Le vecteur� ta est le vecteur(n � 1) des efforts virtuels dans les articulations de la structurevirtuelle

correspondant aux articulations activesde la structure réelle. Le vecteur� td est quant à lui le vecteur((nt �

n) � 1) des efforts virtuels dans les articulations de la structurevirtuelle correspondant aux articulations

passivesde la structure réelle.

2.1.2.2 MDI de la plate-forme virtuelle libre

De la même manière que pour la structure arborescente virtuelle, on peut écrire leMDI de la plate-forme

virtuelle libre sous la forme :

� p = F p(x; t ; _t ; � p) (2.8)

avec :

� � p le vecteur(6 � 1) composé des éléments du torseur des efforts de réaction de laplate-forme,

� � p le vecteur des paramètres dynamiques standards,

� x; t ; _t les vecteurs représentant respectivement la pose de la plate-forme, son torseur cinématique et

sa quantité d'accélération.

Finalement, on obtient les modèles dynamiques des deux structures virtuelles indépendantes. La partie

suivante détaille la méthodologie utilisée a�n de relier ces deux modèles dynamiques et permettant ainsi de

reconstruire la structure réelle.

2.1.3 Modèle dynamique inverse des robots parallèles

2.1.3.1 Modélisation géométrique

Lorsque l'on referme la structure réelle en prenant en compte les fermetures de boucle (c'est à dire en atta-

chant chaque jambe de la structure virtuelle arborescente àla plate-forme virtuelle libre), chacune des deux

structures virtuelles perd en mobilité. Il en résulte que parmi les vecteursqt et x, représentant respective-

ment l'ensemble des coordonnées des articulations et de la plate-forme, seule une partie de ces coordonnées

sont indépendantes. Soitx ind le vecteur composé des coordonnées indépendantes de la plate-forme mobile

et qa le vecteur composé des coordonnées articulaires indépendantes.



Conditions de dégénérescence du modèle dynamique 35

A�n de réaliser la fermeture de boucle géométrique, on exprime les coordonnéesxk (en translation et

en rotation) de chaque pointCmk ;k (�gure 2.1) de deux manières :

� Comme étant une fonction des coordonnées indépendantes de la plate-formex ind ,

� Comme étant une fonction de l'ensemble des coordonnées articulaires de la structure arborescenteqt .

On peut donc déduire de ces fermetures de boucle un système d'équations de la forme :

f (x; qt ) =

2

6
6
4

x1(x ind ) � x1(qt )
...

xn (x ind ) � xn (qt )

3

7
7
5 = 0 (2.9)

Ce système d'équations présente l'avantage d'être facile àobtenir. En revanche, il est généralement dif-

�cile de résoudre directement ces équations pour en déduireles modèles géométriques [Merlet, 2006b].

Une manière plus générale de procéder est de considérer que les extrémités de chaque jambe (pointsC1;i

et Cm i ;i de chaque jambei de la �gure 2.1) ont une position connue. On coupe alors chaque jambe en un

point M , séparant ainsi une chaîne cinématique composée d'éléments en série en deux. Chaque chaîne se

termine par un nouveau pointM1 (respectivementM2), de sorte qu'en refermant la chaîne, les deux points

fusionnent au pointM . À partir des articulations de chaque chaîne, on peut décrire l'ensemble des points

atteignables par chaque pointM1 et M2. A�n de pouvoir refermer le mécanisme, on doit alors résoudre le

système d'équations traduisant l'intersection de ces deuxespaces de points atteignables [Merlet, 2006b].

En appliquant cette technique à chaque jambe, on obtient le système d'équations de fermeture de boucle

réduit sous la forme :

fp(x ind ; qa) = 0 (2.10)

Le système d'équations (2.10) est plus simple à résoudre que le système (2.9). De plus, lorsqu'il n'est

pas possible de le résoudre directement, des méthodes numériques existent [Merlet, 2006b]. En le résolvant,

on obtient directement le modèle géométrique direct, exprimant les coordonnées indépendantes de la plate-

forme mobilex ind en fonction des coordonnées des articulations activesqa.

Une fois ce système d'équations résolu, on peut résoudre le système d'équations (2.9), a�n d'exprimer

l'ensemble des coordonnées articulairesqt en fonction dex, et donc deqa. Ce problème est généralement

facile à résoudre, bien que sa complexité dépende grandement du choix du point de coupure de la chaîne

cinématique [Merlet, 2006b]. En�n, des méthodologies mathématiques avancées permettent de résoudre les

cas les plus complexes [Pfurner and Husty, 2010].

2.1.3.2 Modélisation cinématique

Soit t le torseur cinématique de la plate-forme mobile. Dans le casde mécanismes à moins de six degrés de

liberté, certains termes det ne sont pas indépendants ; on dé�nit donc un vecteurv regroupant les termes

indépendants det de sorte que :
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t = Dv (2.11)

où D est de dimension(n � 6).

Si le mécanisme a 6 degrés de liberté, la matriceD est donc la matrice identité. De plus, il est bien

connu que l'utilisation des angles d'Euler crée une dissymétrie : il n'y a pas égalité entre le vecteurv et le

vecteur_x ind [Merlet, 2006b]. Soit T la matrice reliant le vecteurv au vecteur_x ind et telle que :

v = T _xind (2.12)

A�n d'obtenir le modèle cinématique, on dérive l'équation (2.10) par rapport au temps :

A pv = B p _qa (2.13)

où :

A p =
�

@fp

@x ind

�
T ; B p =

�
@fp

@qa

�
(2.14)

sont les matrices jacobiennes cinématiques parallèle et sérielle du mécanisme de dimensions(n � n). En

dehors des singularités, c'est à dire lorsque ces matrices Jacobiennes sont de rang plein, on peut donc écrire :

v = Jp _qa ; _qa = J � 1
p v (2.15)

où Jp = A � 1
p B p est la matrice Jacobienne du mécanisme.

Le modèle cinématique du premier ordre faisant intervenir le vecteur des vitesses des articulations ac-

tives _qa est donc décrit par l'équation (2.13).

On cherche maintenant à calculer le modèle cinématique du premier ordre faisant intervenir le vecteur

des vitesses des articulations passives_qd. En dérivant le système d'équations (2.9) par rapport au temps on

obtient :

J tk v � Jka _qa � Jkd _qd = 0 (2.16)

On peut donc en déduire le modèle cinématique du premier ordre des articulations passives, sous réserve

d'inversibilité de la matriceJkd :

_qd = J � 1
kd (J tk v � Jka _qa)

= J � 1
kd

�
J tk v � Jka J � 1

p v
�

= Jqd v

(2.17)

avec :

Jqd = J tk � Jka J � 1
p (2.18)

Notons que :
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� La matriceJkd est la matrice Jacobienne reliant les mouvements indépendants de la dernière articula-

tion de la jambe aux mouvements des articulations passives de chaque jambe. Il s'agit d'une matrice

diagonale par bloc, de taille((nt � n) � (nt � n)) dé�nie par :

Jkd =
�

@f 0

@qd

�
; Jkd _qd =

2

6
6
6
6
4

Jkd1 0 : : : 0

0 Jkd2 : : : 0

: : : : : :
... : : :

0 0 : : : Jkdn

3

7
7
7
7
5

2

6
6
6
6
4

_qd1

_qd2
...

_qdn

3

7
7
7
7
5

(2.19)

oùJkd i est la matrice cinématique Jacobienne reliant le torseur cinématique de la dernière articulation

de la jambei aux vitesses des articulations passives de la même jambe_qdi .

Dans cette équation,f 0 représente les(nt � n) équations indépendantes def .

� La matriceJka est la matrice Jacobienne reliant les mouvements indépendants de la dernière articu-

lation de la jambe aux mouvements des articulations activesde chaque jambe. Cette matrice est de

dimension((nt � n) � n) et est dé�nie par :

Jka =
�

@f 0

@qa

�
(2.20)

� La matriceJ tk est une matrice de dimension((nt � n) � 6) qui décrit le déplacement de n'importe

quel point de la plate-forme mobile en fonction du torseur cinématique de la plate-forme et dé�nie

par :

J tk =
�

@f 0

@x ind

�
T (2.21)

2.1.3.3 Modélisation cinématique du second ordre

A�n d'obtenir le modèle cinématique du second ordre de l'ensemble de la structure, on dérive l'équation

cinématique (2.13) par rapport au temps :

A p _v + _A pv = B p•qa + _B p _qa (2.22)

Cette équation permet d'exprimer les quantités d'accélération, en dehors des singularités, sous la forme :

_v = A � 1
p

�
B p•qa + _B p _qa � _A pv

�
(2.23)

et :

•qa = B � 1
p

�
A p _v + _A pv � _B p _qa

�
(2.24)

En introduisant le modèle cinématique (2.13) dans l'équation (2.24) on a :

•qa = J � 1
p _v + B � 1

p

�
_A p � _B pJ � 1

p

�
v = J � 1

p _v + Jd
pv (2.25)
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avec :

Jd
p = B � 1

p

�
_A p � _B pJ � 1

p

�

De plus, a�n d'obtenir le modèle cinématique du second ordrede la structure passive, on dérive l'équa-

tion (2.16), ce qui permet d'obtenir la relation reliant la quantité d'accélération dans les articulations pas-

sives à celles des articulations actives et de la plate-forme mobile :

J tk _v + _J tk v � Jka •qa � _Jka _qa � Jkd •qd � _Jkd _qd = 0 (2.26)

On peut alors obtenir l'expression de la quantité d'accélération des articulations passives :

•qd = J � 1
kd

(J tk _v + _J tk v � Jka •qa � _Jka _qa � _Jkd _qd)

= J � 1
kd

(J tk _v + _J tk v � Jka (J � 1
p _v + Jd

pv) � _Jka J � 1
p v � _Jkd Jqd v)

= J � 1
kd

(J tk � Jka J � 1
p ) _v + J � 1

kd
( _J tk v � Jka Jd

p � _Jka J � 1
p � _Jkd Jqd )v

= Jqd _v + Jd
qd

v

(2.27)

Cette équation donne donc le modèle dynamique des articulations passives en fonction de la matrice

JacobienneJqd dé�nie par l'équation (2.18) et la matrice JacobienneJd
qd

dé�nie par :

Jd
qd

= J � 1
kd

( _J tk v � Jka Jd
p � _Jka J � 1

p � _Jkd Jqd ) (2.28)

2.1.3.4 Modélisation dynamique

Maintenant que les fermetures de boucles géométriques ont été prises en compte, on s'intéresse à la ferme-

ture de boucle dynamique. Pour prendre en compte la relationd'égalité entre les efforts résultants, et ce, de

chaque coté de la fermeture de boucle, on utilise les multiplicateurs de Lagrange� T = [ � T
1 � T

2 ] [Khalil

and Dombre, 2004]. Ces multiplicateurs représentent donc les efforts internes aux points de raccordement

entre les deux structures virtuelles de chaque jambe (points dé�nis dans la section2.1.3.1).

L'utilisation de multiplicateurs de Lagrange permet d'exprimer le vecteur des efforts appliqués par les

n actionneurs� (de dimension(n � 1)) sous la forme :

� = � ta � JT
ka

� 1 + B T
p � 2 (2.29)

où :

� � 1 regroupe les torseurs des efforts de� 1
1 à � n

1 (dé�nis sur la �gure 2.1(b)). Ces torseurs sont ceux

des efforts appliqués par la structure arborescente virtuelle sur la plate-forme aux pointsCmk ;k . Ce

vecteur est relié aux torseurs des efforts virtuels dans lesarticulations de la structure virtuelle� td

(dé�nie dans l'équation (2.7)) par l'équation :

JT
kd

� 1 = � td (2.30)
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� � 2 regroupe les valeurs des normes des torseurs des efforts allant de� 1
2 à � 2

2 (également représen-

tés sur la �gure2.1(b)). Ces torseurs traduisent la dynamique de la plate-forme aux articulations

situées aux pointsCmk ;k . On dé�nit ci-dessous un sous ensemble� pr de� p (� p est dé�nit par l'équa-

tion (2.8)). Le vecteur� 2 est relié aux vecteurs� 1 et � pr par l'équation :

� JT
tk � 1 + A T

p � 2 = � pr (2.31)

� � pr est obtenu en appliquant le principe des puissances virtuelles à la plate-forme mobile. La puis-

sance virtuelle des quantités d'accélération du déplacement virtuelv � est égale à celle du déplacement

t � :

v � T � pr = t � T � p = v � T D T � p ) � pr = D T � p (2.32)

D'après les équations (2.30) et (2.31) on obtient donc l'expression des multiplicateurs de Lagrange hors

singularités :

� 1 = J � T
kd

� td (2.33)

� 2 = A � T
p (� pr + JT

tk J � T
kd

� td ) (2.34)

En réintroduisant ces valeurs dans le modèle cinématique dusecond ordre du mécanisme présenté dans

l'équation (2.29) on obtient le modèle dynamique du mécanisme réel :

� = � ta � JT
ka

J � T
kd

� td + B T
p A � T

p (� pr + JT
tk J � T

kd
� td ) (2.35)

que l'on peut exprimer sous la forme �nale :

� = � ta + ( � JT
ka

+ B T
p A � T

p JT
tk )J � T

kd
� td + B T

p A � T
p � pr (2.36)

On obtient �nalement l'expression générale du modèle dynamique inverse d'un robot parallèle. Ce

modèle prend en compte l'ensemble des paramètres dynamiques des articulations actives et passives.

Cette modélisation dynamique est linéaire par rapport aux accélérations des articulations actives•qa. Il

est donc toujours possible de trouver deux matricesM et H telles que :

� = M •qa + H (2.37)

Remarquons qu'il n'est valide que si les matricesA p et Jkd sont de rang plein. Les conditions de

dégénérescence de ce modèle dynamique sont étudiées dans lapartie suivante.
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2.2 Analyse des conditions de dégénérescence duMDI

Les conditions de dégénérescence du modèle cinématique desrobots parallèles ont été étudiées à de nom-

breuses reprises depuis [Gosselin and Angeles, 1990]. En revanche, celles des modèles dynamiques le sont

plus rarement. Une étude claire de ces conditions de dégénérescence du modèle cinématique a été réali-

sée [Conconi and Carricato, 2009]. Cette partie a pour objectif de rappeler les conditions dedégénérescence

des matricesA p et Jkd, ainsi que d'étudier leur impact sur les efforts d'entrée dumécanisme.

2.2.1 Conditions de dégénérescence liées aux matrices cinématiques

Le modèle cinématique reliant les vitesses articulaires_qa aux vitesses cartésiennes de l'effecteurv est donné

par l'équation (2.13). On appelleA p la matrice Jacobienne cinématique parallèle [Merlet, 2006b,Gosselin

and Angeles, 1990].

z2
z1

z3

Mouvement
incontr•llable

I

FIGURE 2.2 – Mécanisme 3RPR en singularité de Type 2

Considérons le mécanisme en statique et sous l'applicationuniquement d'un effort extérieur appliqué

sur la plate-forme. Soit� i le torseur des efforts appliqués par la jambei sur l'effecteur. Soit� i le torseur

unitaire proportionnel à ce torseur de sorte que� i = � i k� i k. En l'absence d'efforts extérieurs, il a été

démontré dans [Bonev, 2002] que les lignes de la matriceA p sont constituées de ces torseurs unitaires :

A p =

2

6
6
4

� T
1
...

� T
n

3

7
7
5 (2.38)
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La matriceA p devient singulière (et donc de rang non plein) si et seulement si le mécanisme est en sin-

gularité de Type 2 (également appelées singularités parallèles ou singularités de contraintes actives [Merlet,

2006b]). La �gure 2.2 représente un mécanisme 3RPR (présenté dans le chapitre1) en singularité de Type

2. Dans une singularité de Type 2, au moins un mouvement de la plate-forme devient incontrôlable. Dans

le cas du mécanisme 3RPR présenté ici, ce mouvement est une rotation instantanée autour du pointI.

D'après l'équation (2.31), lorsque la matriceA p est singulière, il peut exister un vecteur� 2 non nul

correspondant à des valeurs nulles de� pr + JT
tk � 1. De plus, il existe alors une in�nité de solutions pour le

vecteur� 2 et la plate-forme n'est donc pas en position d'équilibre. Une autre conséquence est que, à proxi-

mité d'une singularité de Type 2, le vecteur des efforts des actionneurs� peut considérablement augmenter

puisqu'il est proportionnel à l'inverse du déterminant deA p (qui tend vers 0 lorsque le mécanisme approche

d'une singularité). En singularité de Type 2, le mécanisme peut donc casser (si les efforts sont supérieurs

aux efforts maximums tolérés par la structure) ou être incapable de suivre la trajectoire désirée si les efforts

appliqués par les actionneurs sont saturés (par mesure de sécurité ou suite aux contraintes technologiques

des actionneurs).

D'après l'équation (2.36), le modèle dynamique complet d'un mécanisme parallèle dégénère également

lorsque la matriceJkd dégénère. La prochaine partie a donc pour vocation d'étudier les conditions de dégé-

nérescence de cette matrice.

2.2.2 Conditions de dégénérescence de la matrice Jacobienne Jkd

On a vu dans la section2.1.3.1que la matriceJkd est la matrice Jacobienne reliant les mouvements in-

dépendants de la dernière articulation aux déplacements des articulations passives de chaque jambe. Cette

matrice est diagonale par bloc, elle est donc singulière si et seulement si au moins une matrice bloc de sa

diagonaleJkdi est singulière.

Jkd =

2

6
6
6
6
6
4

Jkd1 0 : : : 0

0 Jkd2

...
...

...
... ... 0

0 : : : 0 Jkdn

3

7
7
7
7
7
5

(2.39)

Chaque matriceJkdi est la matrice Jacobienne reliant le torseur cinématique dela dernière articulation

de la jambei (articulation reliée à la plate-forme mobile) aux vitessesdes articulations passives de cette

même jambe_qdi . Si le ième bloc deJkd est singulier (c'est à dire de rang non plein), alors la sous-chaîne

cinématique composée de l'ensemble des articulations passives de la jambei est singulière. Ces singu-

larités, appeléesLPJTS(Leg Passive Joint Twist System), ont été décrites dans [Conconi and Carricato,

2009]. La �gure 2.3 représente un exemple de telle singularité (l'articulation représentée en gris étant là

encore une articulation active). Dans une telle con�guration, au moins une jambei du mécanisme acquiert

un mouvement incontrôlable, alors que la plate-forme mobile reste contrôlée et rigide. Les singularitésLP-
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JTSpeuvent donc séparer l'espace des positions accessibles par la partie passive de la jambe en différents

aspects, empêchant ainsi la jambe d'atteindre l'ensemble des con�gurations possibles [Conconi and Car-

ricato, 2009]. Remarquons que pour le mécanisme 6-SPS, chaque jambe a 7 degrés de liberté et possède

donc une rotation libre non contrôlée, correspondant à une singularitéLPJTS, mais ces singularités n'ont

pas d'impact sur l'ensemble des con�gurations possibles1.

Plate-forme mobile

Base •xe

Mouvement
incontr!lable
interne de la
jambe

FIGURE 2.3 – Exemple de singularitéLPJTS

Ces singularités sont présentes sur un certain nombre d'architectures parallèles, dont les exemples les

plus connus sont probablement les architectures de type Tripteron, Quadrupteron et Isoglide [Gosselin,

2009,Gogu, 2004].

Cette section présente l'ensemble des conditions de dégénérescence du modèle dynamique d'un mani-

pulateur, à savoir la dégénérescence des matrices JacobiennesA p ou Jkd . Comme nous l'avons vu dans le

chapitre1, ces deux types de dégénérescence engendrent une séparation de l'espace de travail du manipula-

teur. La partie suivante présente des conditions permettant d'éviter que le modèle dynamique ne calcule des

efforts qui divergent lorsqu'un mécanisme approche d'une singularité de Type 2 ou d'une singularitéLPJTS.

Ces résultats permettent la génération de trajectoires optimales permettant de traverser ces singularités.

2.3 Condition de non-dégénérescence

2.3.1 Trajectoire de traversée de singularité de Type 2

On s'intéresse ici à la dégénérescence de la matriceA p (et donc aux singularités de Type 2) a�n de prouver

qu'il est possible de plani�er une trajectoire permettant de traverser ces singularités sans que le modèle

1Dans le cas du mécanisme 6-SPS, chaque jambe possède un mouvement interne à la jambe. En cherchant en contrôler ce
mouvement, la dynamique du mécanisme va alors dégénérer, cependant ce mouvement n'est généralement pas un réel degré de
liberté interne puisque les frottements dans les liaisons empêche cette rotation libre.
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dynamique ne calcule des efforts divergeants.

On peut réécrire l'équation donnant l'expression du vecteur des multiplicateurs de Lagrange� 2 présen-

tée dans l'équation (2.31) sous la forme :

A T
p � 2 = wp (2.40)

avec

wp = � pr + JT
tk � 1 = � pr + JT

tk J � T
kd

� td (2.41)

Comme expliqué précédemment, l'équation (2.40) représente l'équilibre de la plate-forme de sorte que

les boucles du mécanisme puissent être refermées. Le termewp représente donc la somme des termes :

� D'inertie, des effets gravitationnels et des efforts extérieurs appliqués à la plate-forme,

� Des forces de réaction appliquées par les jambes sur la plate-forme (forces dues aux inerties et aux

effets gravitationnels des jambes).

On dé�nit de mêmewb de sorte que l'équation (2.29) s'écrive sous la forme :

� = wb + B T
p � 2 (2.42)

où wb est donc dé�ni par :

wb = � ta � JT
ka

� 1 = � ta � JT
ka

J � T
kd

� td (2.43)

On s'intéresse aux singularités de Type 2 : lorsque la matrice A p n'est pas inversible, il existe par

dé�nition un vecteurt s non nul tel que :

A pt s = 0 , t T
s A T

p = 0 (2.44)

D'après l'équation (2.38), t s est donc le torseur cinématique réciproque aux torseurs desefforts uni-

taires� i (qui sont les lignes de la matriceA p). Ce torseur cinématique décrit le mouvement incontrôlable

de la plate-forme en singularité de Type 2 [Merlet, 2006b,Briot, 2008a].

En multipliant la partie gauche de l'égalité (2.40) part T
s on obtient :

t T
s A T

p � 2 = 0 (2.45)

Dans cette expression, seuls les multiplicateurs de Lagrange � 2 dépendent de la trajectoire suivie. En

effet, A p et t s ne dépendent que de la position singulière. Ainsi, a�n d'assurer que l'équation (2.40) soit

respectée,wp doit également respecter l'équation :

t T
s wp = 0 (2.46)
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Le termewp dépend, lui, de la trajectoire suivie par le manipulateur :
Cette condition traduit le fait que lorsque le manipulateurtraverse une singularité de Type 2, la

somme des torseurs des efforts appliqués sur la plate-forme(par les jambes, les effets d'inertie

et de gravitation ainsi que les efforts extérieurs)wp doit être réciproque au mouvement incontrô-

lable de la plate-formet s (en l'absence de rotation,wp doit donc être orthogonal àt s).

En d'autres termes, la puissance de ces torseurs suivant la direction du mouvement incontrôlable doit

être nulle.

Dans cette expression,t s ne dépend que de la position singulière, alors quewp dépend des accélérations

de l'effecteur. À partir de ce critère, présenté pour la première fois dans [Briot, 2008a], il est possible de

plani�er une trajectoire traversant une singularité de Type 2 (et donc de changer le mode d'assemblage du

système) sans que les efforts ne divergent. Ce changement demode d'assemblage est donc possible sans

risquer d'endommager le mécanisme, ni de s'écarter de la trajectoire désirée.

2.3.2 Exemple illustratif de non-dégénérescence duMDI en singularité de Type 2

On reprend ici l'exemple du mécanisme à cinq barres présentédans le chapitre1. On considère un méca-

nisme à cinq barres en position singulière tel que représenté sur la �gure2.4.

C 

O x
y

r2

r1

tS

A1

B1

A2

B2

q12
q11

FIGURE 2.4 – Mécanisme 5R en position singulière.

Dans cette position, les efforts appliqués par les actionneurs enA1 et A2 engendrent des forcesr 1 et r 2

sur l'effecteur, et le torseur des efforts appliqués sur la plate-forme est doncwp = r 1 + r 2.

Une étude statique rapide du mécanisme permet de prouver queles forcesr 1 et r 2 réelles sont coli-

néaires à la direction(B1B2). Ainsi, si la trajectoire désirée nécessite que le torseur des efforts appliqués

sur la plate-formewp soit réciproque à la direction du mouvement incontrôlablet s (c'est-à-dire que le cri-

tère (2.46) soit respecté), les actionneurs seront capables de générer le mouvement désiré sans diverger.

A contrario, si la trajectoire désirée nécessite que le torseur des efforts appliqués sur la plate-forme

wp soit orienté suivant n'importe quelle direction autre que(B1B2), les actionneurs seront incapables de

générer la trajectoire désirée et les efforts désirés divergeront.

La prochaine partie propose une extension de ce critère au cas des singularitésLPJTSa�n de permettre

la plani�cation de trajectoires traversant ces singularités sans dégénérescence du modèle dynamique.
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2.3.3 Trajectoire de traversée de singularitéLPJTS

On rappelle les équations (2.7) et (2.30) :

JT
kd

� 1 = � td (2.47)

et

� td =
d
dt

�
@L
@_qd

�
�

@L
@qd

(2.48)

Le terme d'effort� td représente donc les efforts d'entrée virtuels dans les articulations de la structure

virtuelle correspondant aux articulations passives de la structure réelle. De plus, nous avons vu dans la

partie2.1.3.4que le vecteur des multiplicateurs de Lagrange� 1 regroupe les torseurs des efforts� 1
1 à � n

1

(représentés sur la �gure2.1(b)). Ces torseurs permettent d'assurer que la structure virtuelle a le même

mouvement que le robot réel. L'équation (2.30) représente quant à elle la dynamique des jambes passives

en contact avec l'environnement extérieur (dans notre cas,il s'agit de la plate-forme sur laquelle sont appli-

qués les torseurs des efforts� 1).

Lorsque la matriceJkd est singulière (c'est à dire n'est pas de rang plein), il existe un vecteur non nul

_qs
d tel que :

Jkd _qs
d = 0 , _qs

d
T JT

kd
= 0 (2.49)

_qs
d représente les vitesses des articulations passives décrivant le mouvement incontrôlable des jambes

en singularitéLPJTS. En multipliant la partie gauche de l'équation (2.47) on obtient :

_qs
d

T JT
kd

� 1 = 0 (2.50)

De même que pour les singularités de Type 2, on en déduit donc que pour que le système dynamique du

mécanisme complet ne dégénère pas, le torseur des efforts� td doit respecter le critère :

_qs
d

T � td = 0 (2.51)

Ce critère est donc le critère analogue au critère (2.46) :

A�n d'éviter de calculer des efforts in�nis en traversant une singularitéLPJTS, les efforts d'en-

trée dans les articulations du système virtuel correspondant aux articulations passives du mé-

canisme réel doivent être réciproques au mouvement incontrôlable de la jambe passive qui est

en singularité (autrement dit, la puissance de ces efforts suivant la direction incontrôlable de la

jambe doit être nulle).

On se propose d'illustrer ce résultat pour une singularitéLPJTSd'un mécanisme Tripteron.
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2.3.4 Exemple illustratif de non-dégénérescence duMDI en singularité LPJTS

D'après l'équation (2.30), lorsque la matriceJkdi (et donc la matriceJkd ) devient singulière, il peut exister

un vecteur� 1 non nul correspondant à une valeur non nulle de� td . De manière analogue, lorsqueA p dégé-

nère il existe une in�nité de solution pour� 1, la jambe n'est donc pas en position d'équilibre. De plus les

efforts d'entrée� peuvent considérablement augmenter, leurs valeurs étant proportionnelles à l'inverse du

déterminant deJkd (qui tend vers 0 lorsque la mécanisme approche d'une singularité LPJTS). Tout comme

pour une singularité de Type 2, ces efforts peuvent endommager la structure, ou empêcher le mécanisme de

suivre correctement la trajectoire désirée.

Bi

Ci

D i

Oi xi

yi
q2i

q3i

q4i

r2i

r1i

f

Ai

Plateforme

Articulation lin!aire
actionn!e, mont!e sur 
la base et de direction zi

-r 2i

(a) Jambei hors singularité
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Ci

D i

Oi xi
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r2i

r1i
f

Ai

Plateforme

Articulation lin!aire
actionn!e, mont!e sur 
la base et de direction zi

-r 2i

vCi
s

(b) Jambei en singularitéLPJTS

FIGURE 2.5 – Architecture cinématique de la jambei du Tripteron [Kong and Gosselin, 2002]

On se propose d'étudier les singularitésLPJTSdu mécanisme Tripteron [Kong and Gosselin, 2002]

représenté sur la �gure1.10et présenté dans le chapitre1. Ce robot est composé de trois jambes identiques

composées d'une articulation linéaire active (P) montée sur la base et reliée à la plate-forme mobile par

une chaîne cinématique passive RRR. Pour chaque jambe, les liaisons sont colinéaires les unes aux autres

et orthogonales aux deux autres jambes. La �gure2.5(a)représente l'architecture cinématique d'une jambe

du Tripteron.

On considère que le mécanisme est en équilibre statique et que les forces de gravité sont annulées.

On rappelle que dans le cas du mécanisme Tripteron, la matrice Jacobienne cinématiqueJp est la matrice

identité de taille(3 � 3). En l'absence de toute force extérieure, si une forcefp est appliquée sur n'importe

quel point de la plate-forme, les efforts des actionneurs valent :

� = JT
p fp = fp ; avec Jp = I 3 (2.52)

A�n d'illustrer la dégénérescence des efforts dans les actionneurs liée à une singularitéLPJTS, on ap-
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plique une forcef au pointCi (�gure 2.5(a)). En analysant la transmission des efforts, on déduit facilement

que les efforts de réaction dans les articulations passivessituées aux pointsB i et Ci (respectivementCi et

D i pour l'autre partie de la jambe) doivent être colinéaires auvecteur
��!
B i Ci (respectivement

��!
Ci D i ) pour

n'importe quelle con�guration du robot, etf = r 1i + r 2i (avecr j i la force dans l'articulationj de la jambe

i). De plus, comme la force� r 2i est appliquée à la plate-forme à travers l'articulation passive située au

pointD i , on a d'après l'équation (2.52) :

� = � r 2i (2.53)

En singularitéLPJTS(�gure 2.5(b)), les vecteurs
��!
B i Ci et

��!
Ci D i sont colinéaires, et donc les forcesr1i

et r2i le sont également. On peut prouver que, dans une telle con�guration, le robot gagne un mouvement

incontrôlable donné par_qs
d, qui génère un déplacementv s

Ci
au pointCi . Ce déplacement est contenu dans

le planx i Oi yi et orthogonal au vecteur
��!
B i Ci (et donc au vecteur

��!
Ci D i ).

A�n de contrer une forcef non colinéaire àr 1i et r 2i , et donc non réciproque au déplacementvCi , les

réactionsr 1i et r 2i doivent être de normes in�nies, ce qui conduit d'après l'équation (2.53) au calcul d'ef-

forts in�nis.

Étudions désormais le critère de non dégénérescence du modèle dynamique en singularitéLPJTS.

Puisque ce mécanisme est entièrement découplé, on peut facilement montrer que son modèle cinématique

s'écrit sous la forme :

_qa = v (2.54)

où _qa est le vecteur des vitesses des articulations actives etv est le vecteur des vitesses de translation de

la plate-forme. SoitJCi la matrice Jacobienne reliant la vitesse du pointCi (représenté sur la �gure2.5(b))

notéevCi aux vitesses des articulations passives_qd, telle que :

vCi = JCi _qd (2.55)

D'après le principe des puissances virtuelles,� td est le vecteur des efforts de la structure virtuelle dé�ni

tel que :

� td = JT
Ci

f , f = J � T
Ci

� td (2.56)

La puissance virtuelle due àf et au déplacement du pointC1 est donc égale à :

vT
Ci

f = _qT
d JT

Ci
J � T

Ci
� td = _qT

d � td (2.57)

Si la forcef est colinéaire àr 1i et r 2i , elle est alors réciproque au déplacementvCi . Dans ce cas, on a

_qs
d

T � td = v s
Ci

T f = 0, et le critère (2.51) est respecté. Les réactionsr 1i et r 2i seront alors de normes �nies

et les efforts d'entrée� resteront également �nis.

Dans [Briot, 2008a], la condition de dégénérescence des jambes passives n'avait pas été prise en compte.
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De ce fait, ce critère n'avait jamais été écrit auparavant. De même que pour la traversée de singularité de

Type 2, ce critère permet la traversée de singularitésLJPTSau moyen d'une méthodologie de génération de

trajectoire adéquate détaillée dans la section2.4.2.

2.4 Exemples et applications expérimentales

Nous avons vu précédemment les conditions de non-dégénérescence du modèle dynamique permettant de

traverser des singularités de Type 2 ou des singularitésLPJTS. Cette section a pour but de présenter les

techniques de génération de trajectoire permettant de traverser ces singularités ainsi qu'une application

pratique de chaque traversée. Remarquons que le suivi de trajectoire a été réalisé avec une commande en

couples calculés. Lors de la traversée, le critère de non-dégénérescence n'est généralement pas respecté à

cause de l'erreur d'asservissement. Les résultats présentés ici ont été obtenus après plusieurs tentatives. Le

chapitre3 présente un contrôleur dédié à la traversée de singularité et palliant à ces problèmes de robustesse.

2.4.1 Traversée de singularités de Type 2 d'un mécanisme à cinq barres

Le développement théorique permettant la traversée de singularités de Type 2 a été validé expérimentale-

ment sur un mécanisme à cinq barres. Les modèles cinématiqueet dynamique du mécanisme, ainsi que les

différentes étapes de sa conception, sont détaillés dans l'AnnexeC. Ce mécanisme rencontre des singulari-

tés de Type 2 mais aucune singularitéLPJTS(AnnexeA). Le mécanisme à cinq barres est représenté sur la

�gure 1.19. Pour ce mécanisme :

� Les coordonnées de l'effecteur sont :x = [ x y]T ,

� Les coordonnées des articulations actives sont :qa = [ q11 q12]T ,

� Les coordonnées des articulations passives sont :qd = [ q21 q3 q22]T ,

Les essais expérimentaux ont été réalisés sur le prototype en utilisant une commande en couples calcu-

lés. Cette commande se base sur le modèle dynamique du mécanisme, et est présentée dans le chapitre3.

La prochaine partie présente l'identi�cation dynamique réalisée sur le prototype a�n d'appliquer cette com-

mande en couples calculés.

2.4.1.1 Identi�cation dynamique du prototype

A�n de réaliser l'identi�cation dynamique du robot, quatretrajectoires d'excitation ont été mises au point.

Elles sont représentées sur la �gure2.6. Chaque trajectoire est composée de plusieurs lois temporelles de

type Bang-Bang en accélération. Les points ont été choisis a�n de parcourir l'ensemble de l'espace de tra-

vail. Ces trajectoires permettent d'alterner des phases detrès haute accélération et très haute décélération

a�n d'exciter la dynamique du mécanisme au maximum.
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Les deux premières trajectoires présentent respectivement des mouvements horizontaux et verticaux

dans les modes d'assemblage et de fonctionnement standardsdu mécanisme (mode 1). Les deux autres

trajectoires présentent également des mouvements horizontaux et verticaux, mais dans le second mode

d'assemblage (mode 2).
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FIGURE 2.6 – Trajectoires d'identi�cation

Les efforts appliqués par les actionneurs sont enregistrésdurant chaque suivi de trajectoire. En utilisant

la méthode d'identi�cation présentée dans [Briot and Gautier, 2013a], non détaillée ici, appliquée sur les

trajectoires présentées, le modèle dynamique complet du mécanisme est obtenu sous la forme :

� = wb + B T
p � 2; (2.58)

A T
p � 2 = wp (2.59)

avec

wp = m3R

"
•x

•y

#

;

wb =

"
zz11R •q11

zz12R •q12

#

+

"
f v11 _q11

f v12 _q12

#

+

"
f s11signe( _q11)

f s12signe( _q12)

# (2.60)

où :

� m3R est une masse rapportée sur l'effecteur au pointC ; m3R = 0:40� 0:02kg



50 Conditions de dégénérescence du modèle dynamique

� zz11R etzz12R (zz1iR = zz1i + ia1i + d2
2i m2i ) sont des termes d'inerties en rotation regroupés, respec-

tivement sur le premier actionneur (pointA1) et le second (pointA2) ; zz11R = 1:83 � 10� 2 � 6:97 �

10� 4kg.m2 ; zz21R = 1:96� 10� 2 � 6:60� 10� 4kg.m2 ;

� f s11 est un terme de frottements secs (Coulomb) du premier actionneur (respectivementf s12 sur le

second actionneur) ;f s11 = 2:94� 0:10N.m ; f s12 = 2:95� 0:09N.m ;

� f v11 est un terme de frottements visqueux du premier actionneur (respectivementf v12 sur le second

actionneur) ;f v11 = 6:76� 0:018N.m.sf v12 = 6:75� 0:17N.m.s.
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FIGURE 2.7 – Comparaison des efforts calculés et mesurés suivant une trajectoire géométrique quelconque

Remarquons que les termes de frottements secs dépendent de la fonctionsigne( _qi ), qui renvoie 1 si

la vitesse de rotation de l'actionneuri est positive, -1 si elle est négative et 0 si elle est nulle. Puisque les

capteurs des actionneurs renvoient des informations bruitées, cette fonction crée de l'instabilité. Lors de la

mise en place de la commande, une fonctionsign(x) = atan(0:1x)=(�= 2) a été utilisée a�n de limiter les

instabilités pour des vitesses proches de zéro. Remarquonsque les gains d'actionnement ont également été

identi�és [Gautier et al., 1994,Gautier and Briot, 2011].

Plusieurs trajectoires ont été calculées a�n de véri�er la validité de ce modèle identi�é. Pour chaque

trajectoire, la position et la vitesse des actionneurs ainsi que les efforts appliqués ont été enregistrés durant

la commande géométrique. En réinjectant les positions et les vitesses mesurées dans le modèle identi�é,
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les efforts ont pu être reconstruits et comparés aux effortsmesurés. La �gure2.7 représente les efforts de

chaque actionneur mesurés lors du suivi de trajectoire ainsi que l'erreur entre les efforts simulés et les ef-

forts mesurés.

Singularités de Type 1
Singularités de Type 2
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FIGURE 2.8 – Trajectoire de traversée de singularité de Type 2

2.4.1.2 Génération de trajectoire de traversée de singularité de Type 2

Le mécanisme à cinq barres rencontre des singularités de Type 2 mais aucune singularitéLPJTS. On étudie

donc les conditions de dégénérescence de l'équation (2.40). Par soucis de clarté, la modélisation dynamique

du mécanisme à cinq barres est présentée dans l'AnnexeB. Ainsi, l'expression du vecteur� td est présentée

par l'équation (B.6). En introduisant cette expression dans l'équation (2.41) on obtient :

wp = � pr + JT
tk J � T

kd
� td

= m3R _v + JT
tk J � T

kd
(M x

d _v + cx
d)

(2.61)

D'après la condition de dégénérescence de la matrice cinématiqueA p (équation (A.9) de l'AnnexeA),

le mouvement supplémentaire de la plate-forme en singularité de Type 2 peut être écrit sous la forme :

t s =

"
� sin(q1i + q2i )

cos(q1i + q2i )

#

(2.62)

Le critère dynamique (2.46) à respecter a�n de traverser une singularité de Type 2 sans que le modèle

dynamique ne dégénère peut donc s'écrire sous la forme :

t T
s wp =

h
� sin(q1i + q2i ) cos(q1i + q2i )

i
(m3R _v + JT

tk J � T
kp

(M x
d _v + cx

d)) = 0 (2.63)
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Des considérations géométriques ainsi que l'application d'équations trigonométriques permettent d'écrire

cette équation sous la forme :

•y = •x tan(q1i + q2i ) (2.64)

Pour une con�guration donnée du mécanisme, ce critère n'estfonction que de la positionx et l'accélé-

ration _v de la plate-forme. Il est donc possible de plani�er une trajectoire traversant une singularité de Type

2 en une con�guration connue et telle que la trajectoire cartésienne de l'effecteur respecte le critère (2.64).

On dé�nit deux trajectoires, chacune d'une durée det f = 1:5sec et allant d'un pointP0 (xP0 =

[xP0 yP0 ]
T ) à un pointPf (xPf = [ xPf yPf ]T ). Ces trajectoires rencontrent une singularité de Type 2 au

pointPs (xPs = [ xPs yPs ]
T ).

TABLE 2.1 – Positions vitesses et accélérations �xées (m ; m/s ; m/s2)

Première trajectoire Seconde trajectoire
t = t0 = 0sec t = t f = 1:5sec t = t0 = 0sec t = t f = 1:5sec t = ts = 0:75sec

x(t) xP0 = 0 xPf = 0:1 xP0 xPf xPs = 0:0543
_x(t) 0 0 0 0 _x(ts) = 0 :1671
•x(t) 0 0 0 0 •x(ts) = 6 :8e� 4

y(t) yP0 = 0:338 yPf = 0:1 yP0 yPf yPs = 0:2
_y(t) 0 0 0 0 _y(ts) = � 0:4812
•y(t) 0 0 0 0 •y(ts) = � 0:01

� Trajectoire 1 : cette trajectoire ne respecte pas le critère(2.64). Elle est dé�nie par un polynôme de

degré cinq, dé�ni par six conditions (positions, vitesses et accélérations aux pointsP0 etPf ) détaillées

dans le tableau3.1.

� Trajectoire 2 : cette trajectoire respecte le critère (2.64) au pointPs. Elle est dé�nie par un polynôme

de degré huit dé�ni par 9 conditions correspondant à six conditions identiques à la trajectoire 1, une

condition �xant l'instant de passagets au pointPs et deux conditions permettant de �xer la vitesse et

l'accélération à l'instantts telles que le critère (2.64) soit respecté.

Les coef�cients polynomiaux de ces trajectoires sont donnés dans le tableau2.2. Évidemment, plus le

degré du polynôme est important, plus les erreurs d'approximations numériques sur les coef�cients auront

d'impact sur la trajectoire. A�n de limiter cet impact, les coef�cients sont ici dé�nis avec la précision maxi-

male proposée par le logiciel Matlab (1:10� 15).

Ces deux trajectoires ont été testées en simulation puis surle prototype réel.
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TABLE 2.2 – Coef�cients polynomiaux des trajectoires 1 et 2

Première trajectoire Seconde trajectoire

x(t) =
5P

i =0
ai t i y(t) =

5P

i =0
ai t i x(t) =

8P

i =0
ai t i y(t) =

8P

i =0
ai t i

a0 0 0.338175237168 0 0.338175237168
a1 0 0 0 0
a2 0 0 0 0
a3 0.296296296296 -0.705704406423 0.030616142296 0.403081224309
a4 -0.296296296296 0.705704406423 0.364976100965 -1.953915773554
a5 0.079012345679 -0.188187841713 -0.089638089174 0.149034398769
a6 – – -0.638891733361 3.132585241250
a7 – – 0.555392794445 -2.569364459356
a8 – – -0.131974503408 0.600075981487

2.4.1.3 Résultats en simulation

Dans un premier temps, on simule le comportement du mécanisme lorsque celui-ci respecte parfaitement

les deux différentes trajectoires. Pour chaque trajectoire, on calcule les efforts appliqués par les actionneurs

à partir du modèle identi�é présenté dans l'équation (5.16). Ces efforts sont représentés sur la �gure2.9. On

observe qu'àt = ts = 0:75s, les efforts calculés pour la trajectoire ne respectant pasle critère divergent : le

modèle dynamique dégénère. En revanche, cette discontinuité n'apparait pas lors du suivi de la trajectoire

2, respectant le critère.

2.4.1.4 Résultats expérimentaux

Les deux trajectoires sont désormais suivies par le prototype de mécanisme à cinq barres. On rappelle que

la loi de commande dynamique en couples calculés utilisée est présentée dans le chapitre3. Les résultats

pour chaque trajectoire sont représentés sur la �gure2.10.

Pour la trajectoire 1, les efforts divergent dèst = 0:7sec. La commande dynamique comportant des

sécurités, des efforts supérieurs aux efforts maximums développés par les actionneurs engendrent un arrêt

d'urgence, ce qui explique l'arrêt de l'acquisition. Dans le cas de la seconde trajectoire, les efforts restent

continus tout au long de la trajectoire. Remarquons que la différence entre les couples en simulation et ex-

périmentaux est due à la fois à l'erreur d'asservissement, et au bruit important dans les signaux des capteurs

de position et de vitesse des actionneurs.

Finalement, la traversée de singularité de Type 2 a été validée à la fois en simulation et sur prototype réel.

La prochaine section présente l'analogie qui a été réaliséeentre un mécanisme à cinq barres et une

jambe du mécanisme Tripteron. Cette analogie est ensuite utilisée a�n d'obtenir des résultats similaires à

ceux de cette section pour la traversée de singularitésLPJTS.
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(b) Trajectoire 1 : Second actionneur
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(c) Trajectoire 2 : Premier actionneur
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FIGURE 2.9 – Efforts simulés suivant la trajectoire 1 (ne respectant pas le critère) et la trajectoire 2 (respec-
tant le critère)

2.4.2 Traversée de singularitéLPJTSdu Tripteron

2.4.2.1 Analogie entre le Tripteron et le mécanisme à cinq barres

A�n d'étudier les singularitésLPJTSd'une jambe du mécanisme Tripteron, on fait l'hypothèse queseuls les

éléments de la jambe 1 (jambe en position singulière) ont unemasse et des propriétés inertielles. Bien que

cette hypothèse puisse sembler forte, elle n'affecte pas leproblème courant. En effet, d'après les équations

de l'annexeB, on remarque que seuls les masses et les paramètres inertiels de la jambe concernée ont un

impact sur la dégénérescence du modèle dynamique. Le laboratoire n'ayant pas de mécanisme Tripteron

a�n de valider la traversée de singularitésLPJTS, cette hypothèse permet de simuler la dynamique de la

jambe du Tripteron avec le prototype de mécanisme à cinq barres. Cette analogie est valide à partir du

moment où l'on considère que :

� la chaîne cinématique planaire du Tripteron formée parB1C1D1 est équivalente à la chaîne passive

du 5 barresB1CB2 (voir �gures 1.19et2.5(a)),

� en bloquant l'actionneur situé au pointA1 du cinq barres, l'articulationB1 du cinq barres devient

équivalente à l'articulation passive située au pointB1 du Tripteron (voir �gure2.12),

� ainsi, la traversée de la singularitéLPJTSde la chaîneB1C1D1 de la jambe 1 du Tripteron peut être

actionnée par la partie activeA2B2 du cinq barres, qui simule ainsi les déplacements de la plate-forme
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(c) Trajectoire 2 : Premier actionneur
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FIGURE 2.10 – Efforts mesurés suivant la trajectoire 1 (ne respectant pas le critère) et la trajectoire 2
(respectant le critère)

du Tripteron sous l'effet des moteurs 2 et 3.

A�n de réaliser cette analogie, les masses et les inerties dela Jambe 1 doivent valoir :

� m31 = 0:40� 0:02kg, m11 = m21 = 0kg

� ia1i = zz21 = zz31 = 0kg.m2,

� mx21 = mx31 = my21 = my31 = 0kg.m,

� fs 21 = fs 31 = fs 41 = 0N.m,

� fv 21 = fv 31 = fv 41 = 0N.m/rad,

alors que les longueurs valentd31 = 0:1888m et d41 = 0:1878m a�n de correspondre aux valeurs du

prototype de mécanisme à cinq barres.

2.4.2.2 Génération de trajectoire de traversée de singularité LPJTS

La modélisation cinématique et dynamique du mécanisme Tripteron est présentée dans l'AnnexeD. On

considère une jambe du mécanisme Tripteron en singularitéLPJTSde sorte queq3i = � . D'après l'étude
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FIGURE 2.11 – Reconstruction de la pose lors du suivi de la trajectoire 2 (respectant le critère)
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bloqué

des conditions de dégénérescence de la matriceJqdi de l'équation (D.24), le mouvement gagné en singularité

LPJTSde la jambei peut s'écrire :

_qs
di =

2

6
4

d3i

� (d2i + d3i )

d2i

3

7
5 (2.65)

Ainsi :

� Si la jambe 1 est en singularitéLPJTS, _qs
d

T = [ _qs
d1

T 03 03],

� Si la jambe 2 est en singularitéLPJTS, _qs
d

T = [ 03 _qs
d2

T 03],

� Si la jambe 3 est en singularitéLPJTS, _qs
d

T = [ 03 03 _qs
d3

T ],



Conditions de dégénérescence du modèle dynamique 57

où03 est un vecteur nul de dimension trois.

Le critère (2.51) à respecter a�n de traverser une singularitéLPJTSde la jambei peut s'écrire, en

utilisant l'équation (D.43) de l'annexeD, sous la forme :

_qs
d

T � td = 0 = _qs
d

T (M x
d _v + cx

d) (2.66)

Ce critère, tout comme celui permettant la traversée de singularités de Type 2, ne dépend que de_v et v ,

pour une con�guration donnée. Il est donc possible de plani�er une trajectoire traversant une con�guration

singulièreLPJTSconnue qui respecte le critère (2.66).
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FIGURE 2.13 – Trajectoire de traversée de singularitéLPJTS
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D'après les équations (2.66) et (B.6), et en utilisant les paramètres donnés dans la partie2.4.2.1, le

critère de traversée de singularitésLPJTSde la jambe 1 peut s'écrire sous la forme :

_qs T
d � td = m31d3

3i •q
2
21 = 0 ) •q2

21 = 0 = j 1
qd1

_v + j d1
qd

v (2.67)

où j d1
qd1

est la première ligne de la matriceJd
qd

dé�nie par l'équation (2.27).

On dé�nit maintenant deux trajectoires du pointC1 de la jambe 1, toutes deux d'une durée det f = 1

sec et allant du pointC10(xc10 = [ xC0 yC0 ]T ) au pointC1f (xC1f = [ xCf yCf ]T ) séparés par une singularité

LPJTS(�gure 2.13).

Pour chaque trajectoire, seul un degré de liberté est contrôlé. La trajectoire est donc entièrement déter-

minée par un seul polynôme suivant l'axe~y, polynôme dont les conditions sont données dans le tableau2.3.

Les coef�cients polynomiaux résultants sont donnés dans letableau2.4.

TABLE 2.3 – Positions vitesses et accélérations �xées (m ; m/s ; m/s2)

Première trajectoire Seconde trajectoire
t = t0 = 0sec t = t f = 1:5sec t = t0 = 0sec t = t f = 1:5sec t = ts = 0:75sec

y(t) yC0 = 0:338 yCf = 0:0878 yC0 yCf yCs = 0:2021
_y(t) 0 0 0 0 _y(ts) = � 0:3466
•y(t) 0 0 0 0 •y(ts) = 0 :0368

TABLE 2.4 – Coef�cients polynomiaux des trajectoires A et B

Trajectoire A Trajectoire B

y(t) =
5P

i =0
ai t i y(t) =

8P

i =0
ai t i

a0 0.338174999999996 0.338174999999995
a1 0 0
a2 0 0
a3 -2.503500000000006 -8.922725688973678
a4 3.755249999999982 38.047120402840555
a5 -1.502099999999988 -73.038048904554799
a6 – 73.048881186352958
a7 – -36.561268825536914
a8 – 7.175691829871667

On remarque que, pour chaque trajectoire, le pointC se déplace suivant un cercle de centreB1, on a

donc en tout instantx(t) = xB 1 +
p

d2
31 + ( y(t) � yB 1 )2. La première trajectoire ne respecte pas le critère

dynamique (2.67). La deuxième trajectoire a une vitesse et une accélération�xée au point singulierCs de

sorte que le critère (2.67) soit respecté au moment de la traversée.

La section suivante présente les résultats de suivi de trajectoire pour ces deux cas en simulation.
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2.4.2.3 Résultats en simulation

Dans un premier temps, on simule le comportement du mécanisme lorsque celui-ci respecte parfaitement

les deux différentes trajectoires. Pour chaque trajectoire, on calcule les efforts appliqués par les actionneurs

à partir du modèle présenté dans la partie2.4.2.1.
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(a) Trajectoire A, efforts du moteur 2 du Tripteron
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(b) Trajectoire A, efforts du moteur 3 du Tripteron
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(c) Trajectoire B, efforts du moteur 2 du Tripteron
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(d) Trajectoire B, efforts du moteur 3 du Tripteron

FIGURE 2.14 – Efforts simulés suivant la trajectoire 1 (ne respectant pas le critère) et la trajectoire 2 (res-
pectant le critère)

Les résultats du suivi de chacune des trajectoires en simulation sont présentés sur la �gure2.14. Pour

chaque trajectoire, les efforts présentés sont les effortsà appliquer par les moteurs 2 et 3 du mécanisme

Tripteron a�n que la plate-forme suive la trajectoire désirée. Tout comme lors de la traversée de singularités

de Type 2, on observe qu'àt = ts = 0:75s, les efforts calculés pour la trajectoire ne respectant pasle critère

divergent : le modèle dynamique dégénère. En revanche cettediscontinuité n'apparait pas lors du suivi de

la trajectoire respectant le critère.

2.4.2.4 Résultats expérimentaux

Les deux trajectoires sont désormais suivies par le prototype de mécanisme 5 barres. Les efforts mesurés

durant le suivi de trajectoire sont ceux appliqués par l'actionneur du mécanisme à cinq barres. Cet effort

peut facilement être projeté a�n d'en déduire les efforts équivalents dans les moteurs 2 et 3 du Tripteron,

cependant cette projection n'a que peu de sens pour cette application expérimentale.
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(a) Trajectoire A, efforts dans l'actionneur du cinq barres
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(b) Trajectoire B, efforts dans l'actionneur du cinq barres

FIGURE 2.15 – Efforts réels mesurés sur le cinq barres suivant la trajectoire 1 (ne respectant pas le critère)
et la trajectoire 2 (respectant le critère)

Pour la trajectoire 1, les efforts divergent dèst = 0:7sec. La commande dynamique comportant des

sécurités, des efforts supérieurs aux efforts maximums développés par les actionneurs engendrent un arrêt

d'urgence, ce qui explique l'arrêt de l'acquisition. Dans le cas de la seconde trajectoire, les efforts restent

continus tout le long de la trajectoire.

Ces résultats expérimentaux confortent les résultats en simulation : en suivant une trajectoire respectant

le critère dynamique (2.51) au moment de la traversée d'une singularitéLPJTS, le mécanisme à cinq barres

a pu traverser la con�guration équivalente à une singularitéLPJTSdu Tripteron sans que son modèle ne dé-

génère. Il a ainsi changé son espace de travail sans risquer d'endommager le mécanisme ou les actionneurs.

2.5 Conclusion

A�n de modéliser le comportement dynamique d'un mécanisme parallèle, ce chapitre présente la modéli-

sation générale d'un mécanisme parallèle non redondant. A�n d'obtenir les modèles dynamiques direct et

inverse d'une structure parallèle, une approche basée sur les équations et les multiplicateurs de Lagrange est

utilisée. Cette modélisation, qui prend en compte le comportement dynamique des articulations passives,

permet de distinguer deux types de dégénérescence, associées à deux types de singularités : les singularités

de Type 2 et les singularitésLPJTS.

� Les singularités de Type 2 correspondent aux positions du mécanisme dans lesquelles la plate-forme

mobile a au moins un degré de liberté non contraint. Dans une telle position, le torseur des efforts

appliqués sur la plate-forme mobilewp (composé des efforts appliqués par les jambes et par les

forces extérieures sur celle-ci) est réciproque à la direction du mouvement non contraintt s. Ainsi, si

la trajectoire désirée nécessite que ce torseur soit orienté autrement, les efforts dans les actionneurs

divergeront (le mécanisme ne peut contraindre la plate-forme mobile suivant la directiont s).

Il en résulte qu'un mécanisme peut traverser une singularité de Type 2 sans que les efforts dans les

actionneurs ne divergent si la trajectoire désirée a été plani�ée de sorte que le critèret T
s wp = 0 soit

respecté en position singulière.
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La traversée de singularité de Type 2 a été validée en simulation puis expérimentalement sur un mé-

canisme à cinq barres.

� Les singularitésLPJTScorrespondent aux positions du mécanisme dans lesquelles au moins une

jambe du mécanisme acquiert un mouvement incontrôlable, alors que la plate-forme mobile reste

contrôlée et rigide. Dans ces positions, la puissance des efforts d'entrée dans les articulations du

système virtuelcorrespondant aux articulations passives du mécanisme réel suivant la direction in-

contrôlable de la jambe doit être nulle :_qs
d

T � td = 0.

De manière similaire aux singularités de Type 2, un mécanisme peut traverser une singularitéLPJTS

si la trajectoire désirée est plani�ée de sorte que ce critère soit respecté en position singulière. Dans ce

cas, le mécanisme est capable de générer la trajectoire désirée sans que les efforts dans les actionneurs

ne divergent.

Le mécanisme Tripteron a été utilisé a�n d'illustrer ce résultat. Une analogie entre le mécanisme à

cinq barres et une jambe du mécanisme Tripteron a permis de valider ces résultats à la fois en simula-

tion et sur le prototype de mécanisme à cinq barres (nos laboratoires ne possédant pas de mécanisme

Tripteron).

La validation expérimentale de ces résultats a été réaliséeen utilisant une commande en couples cal-

culés. Lors du suivi de trajectoire sur prototype, les diverses sources d'approximation (modélisation, iden-

ti�cation, signaux bruités) engendrent une erreur d'asservissement qui peut ne pas être nulle lorsque le

mécanisme est en position singulière. Dans ce cas, le modèledynamique inverse utilisé par la commande

en couples calculés dégénère et les efforts peuvent diverger, empêchant la traversée.

A�n d'éviter cette dégénérescence dans le cas des singularités de Type 2, une commande multi-modèle

est présentée dans le chapitre suivant. Cette commande a étévalidée en simulation et expérimentalement

sur un mécanisme à cinq barres.





3
Développement d'un contrôleur dédié à la

traversée des singularités de Type 2

La traversée de singularité ne peut se faire en utilisant unecommande en couples calculés. En

effet, malgré la plani�cation de trajectoires respectant le critère sur le point singulier, l'erreur

d'asservissement rend ce critère numériquement faux, et les efforts calculés par la commande

divergent.

Ce chapitre présente le développement d'une loi de commandeen couples calculés multi-modèles

dédiée à la traversée de singularité. Cette commande, couplée avec une stratégie de plani�cation

de trajectoire robuste, a été testée et validée en simulation puis expérimentalement sur deux

prototypes de mécanismes à cinq barres.
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Il existe de nombreuses approches de commande des manipulateurs parallèles. Cette partie a pour ob-

jectif de détailler les approches les plus courantes, à savoir la commande classique de type PID et la com-

mande en couples calculés. Une analyse plus poussée des différents types de commandes appliquées aux

mécanismes parallèles est proposée dans [Khalil and Dombre, 2004,Spong et al., 2006,Paccot et al., 2009].

Les commandes complexes (commande avancée, commande robuste) sont traitées dans le chapitre suivant.

3.1 Commande classique de type PID

On appelle ici commande classique toute commande basée sur un correcteur linéaire de type PID, générant

une consigne pour l'actionneur à partir de l'erreur entre laconsigne et la mesure. La �gure3.1 représente

le schéma de commande d'une commande classique, décrit par l'équation suivante :

� = K p(qd � q) + K v( _qd � _q) + K i

tZ

t0

(qd � q)dt (3.1)

La dif�culté principale se situe alors dans le réglage des paramètres du correcteur a�n d'obtenir des per-

formances correspondant aux tolérances. Le terme intégrala pour objectif de supprimer l'erreur statique,

principalement due à la force de gravité. Lorsque les forcesde gravité sont compensées (pour un mécanisme

plan tel que le SCARA par exemple) on peut montrer qu'une loi de type PD est asymptotiquement stable

pour une position désirée �xe [Khalil and Guegan, 2002].

 +-   +++

d
dt

�

q

_e

e
qd

K p

K d

K i
R

Robot

FIGURE 3.1 – Schéma bloc d'une commande en PID classique

A�n d'appliquer une stratégie de commande simple, il est nécessaire de faire l'hypothèse que le compor-

tement dynamique de la structure du robot est linéaire. Dansle cas de manipulateurs parallèles, le couplage

dynamique entre les corps en mouvement (dus aux forces centrifuges et de Coriolis) n'est plus négligeable à

vitesse élevée [Khalil and Guegan, 2002]. Le comportement dynamique de la structure vue des actionneurs

est alors fortement non linéaire et rarement négligeable. L'utilisation d'une commande simple est alors une

source importante de perte de précision [Paccot et al., 2009] avec des performances non homogènes dans

l'espace de travail.

Il est possible de limiter ces problèmes a�n d'obtenir un boncompromis entre vitesse et précision. Pour

se faire, on peut générer des trajectoires dynamiquement admissibles [Khalil and Guegan, 2002], utilisant
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une interpolation performante. On peut également déterminer des espaces de travail prenant en comptes les

limitations géométriques et dynamiques ainsi que les pertes éventuelles de rigidité.

S'il est donc possible d'utiliser des commandes dites simples pour les manipulateurs parallèles, celles-

ci limitent l'espace de travail du manipulateur (les manipulateurs parallèles ayant déjà généralement des

espaces de travail de faibles tailles) et les trajectoires possibles. Il est donc préférable de développer des

stratégies de commande prenant en compte le comportement dynamique non linéaire de la structure.

3.2 La commande en couples calculés

3.2.1 Principe de la commande en couples calculés

Lors de la traversée de singularités de Type 2, il est crucialde connaître les efforts appliqués par les action-

neurs à chaque instant. De plus, nous avons vu dans le chapitre 2 que le critère permettant de traverser une

singularité sans que le modèle dynamique ne dégénère fait intervenir les accélérations du mécanisme. A�n

de respecter ce critère, seule une commande dynamique peut être utilisée (la commande géométrique ne

permettant que de gérer la position du mécanisme et la commande cinématique ne permettant que de gérer

sa position et sa vitesse).

La plupart des schémas de commande proposés en robotique peuvent être considérés comme des cas par-

ticuliers de la commande en couples calculés [Hannaford and Okamura, 2008]. Cette commande consiste

à appliquer une linéarisation par retour d'état d'un système non linéaire, appelée linéarisation entrée/sortie.

La commande en couples calculés permet ainsi de calculer lesefforts à appliquer par chaque actionneur a�n

de suivre une trajectoire désirée. C'est une commande baséemodèle, l'identi�cation du modèle dynamique

du mécanisme est donc cruciale.

A�n de commander un système non linéaire couplé, on procède en deux étapes. Dans un premier temps,

on réalise une linéarisation entrée/sortie des variables d'état. Cette étape a pour objectif de réaliser une

linéarisation du modèle dynamique du mécanisme, a�n de le rendre linéaire par rapport à la variable de

commande. La seconde étape consiste à réaliser une linéarisation entrée sortie des variables de commande

a�n d'obtenir un modèle linéaire découplé.

Tous les robots (parallèles ou sériels) présentent une structure particulière linéarisable de manière

exacte. En effet, leur modèle dynamique peut s'écrire sous la forme [Merlet, 2006b] :

� = M •qa + H (3.2)

où :

� M est la matrice d'inertie(n � n) dé�nie positive [Merlet, 2006b]. Cette matrice dépend des coor-

données des articulations activesqa ainsi que des coordonnées de la plateforme mobilex,
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� H est la matrice(n� n) regroupant les termes gravitationnels, centrifuges et de Coriolis. Cette matrice

dépend des coordonnées des articulations activesqa et leurs vitesses_qa.

Ainsi, en remplaçant l'accélération des articulations actives•qa par une variable de commande auxiliaire

u, le système est directement linéaire par rapport à la variable de commande :

� = Mu + H (3.3)

On obtient donc un système linéaire découplé :

u = •qa (3.4)

Cette commande auxiliaire fait apparaître un double intégrateur entre la variable de commande et les

coordonnées des articulations actives. Ainsi, seul un régulateurPD est nécessaire a�n de commander le

mécanisme. A�n de faire converger l'erreur d'asservissement, on impose la dynamique suivante à la com-

mande auxiliaire :

u = •qd + K d( _qd � _qa) + K p(qd � qa)

= •qd + K d _e + K pe
(3.5)

Finalement, le système est commandé par la loi de commande :

� = M (•qd + K d _e + K pe) + H (3.6)

D'après les équations (3.4) et (3.5), cette loi de commande auxiliaire impose une dynamique du second

ordre à l'erreur d'asservissement :

•e + K d _e + K pe = 0 (3.7)

Cette dynamique assure donc la convergence de l'erreur d'asservissemente et de sa dérivée_e vers 0

suivant un second ordre déterminé par les valeurs des gains d'asservissement. La �gure3.2 représente le

schéma bloc d'une commande en couples calculés standard.

L'erreur d'asservissement peut être dé�nie soit dans l'espace des coordonnées articulaires, soit dans

celui des coordonnées cartésiennes. Lorsqu'un mécanisme approche d'une singularité de Type 2, la matrice

cinématiqueA p est singulière. Il est donc impossible de calculer les vitesses cartésiennes_x à partir des vi-

tesses articulaires_qa en utilisant le modèle cinématique direct. De plus, la plupart des robots ne possèdent

des capteurs que dans les articulations actives. Il est doncnécessaire d'utiliser une commande articulaire

plutôt qu'une commande cartésienne.

En revanche, comme montré dans le chapitre2, la trajectoire de traversée de singularité peut être dé�-

nie dans l'espace cartésien. La première étape consiste donc à transformer cette trajectoire cartésienne en

trajectoire articulaire à l'aide du modèle géométrique inverse.
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FIGURE 3.2 – Schéma bloc d'une commande en couples calculés standard

La prochaine partie détaille l'obtention du modèle dynamique complet des mécanismes parallèles sous

la forme nécessaire à la commande en couples calculés.

3.2.2 Réécriture du modèle dynamique

Le chapitre2 détaille la méthode de calcul du modèle dynamique complet des mécanismes parallèles. Ce

modèle dynamique s'écrit (equation (2.36)) :

� = � ta + ( � JT
ka

+ B T
p A � T

p JT
tk )J � T

kd
� td + B T

p A � T
p � pr (3.8)

Dans cette section, on cherche donc à réécrire ce modèle sousla forme nécessaire à la mise en place de

la commande en couples calculés et présentée par l'équation(3.3).

Par dé�nition, et d'après le chapitre2, on a :

� ta =
h
M ta a M ta d

i
"

•q a

•q d

#

+ H ta (qa; _qa; qd ; _qd ) (3.9)

� td =
h
M td a M td d

i
"

•q a

•q d

#

+ H td (qa; _qa; qd ; _qd ) (3.10)

� pr = M pr _v+ H pr (x; v) (3.11)

Où :

• Les matricesM ta a de taille[n � n], M ta d de taille[n � (nt � n)],M td a de taille[(nt � n) � n], M td d

de taille[(nt � n) � (nt � n)], M pr de taille[n � n]. Ce sont des matrices d'inertie.

• Les matricesH ta est de taille[n � 1], H td est de taille[(nt � n) � 1], H pr est de taille[n � 1]. Ces

matrices regroupent les termes de gravitation et les termesliés aux forces centrifuges et de Coriolis.

On rappelle quen est le nombre d'articulation actives, etnt est le nombre total d'articulations.

De plus, on rappelle l'équation (2.27) :
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•qd = J � 1
kd

(J tk _v + _J tk v � Jka •qa � _Jka _qa � _Jkd _qd)

= � J � 1
kd

Jka •qa + J � 1
kd J tk _v + H ddqd

(3.12)

avec

H ddqd = J � 1
kd

( _J tk v � _Jka _qa � _Jkd _qd) (3.13)

En�n, l'équation (2.23) peut s'écrire sous la forme :

_v = A � 1
p

�
B p•qa + _B p _qa � _A pv

�

= A � 1
p B p•qa + H dv

(3.14)

avec

H dv = A � 1
p

�
_B p _qa � _A pv

�
(3.15)

Finalement, les matricesM etH présentées dans l'équation (3.3) se calculent donc grâce aux équations

suivantes :

M = M taa + M tad

�
J � 1

kd J tk A � 1
p B p � J � 1

kd
Jka

�

+
�
� JT

ka
+ B T

p A � T
p JT

tk

�
J � T

kd

�
M tda + M tdd

�
J � 1

kd J tk A � 1
p B p � J � 1

kd
Jka

��

+ B T
p A � T

p M pr A � 1
p B p

(3.16)

H = H ta + M tad

�
H ddqd + J � 1

kd J tk H dv

�

+
�
� JT

ka
+ B T

p A � T
p JT

tk

�
J � T

kd

�
H td + M tdd

�
H ddqd + J � 1

kd J tk H dv

��

+ B T
p A � T

p (M pr H dv + H pr )

(3.17)

On remarque donc que les matricesM etH dépendent toutes les deux de la matricesA � 1
p . Ainsi, lors de

la traversée de singularité, le modèle dynamique dégénère.La commandeCTC(Computed Torque Control)

calcule alors des efforts divergents ne permettant plus d'assurer le suivi de trajectoire. La prochaine partie

présente une commande multi-modèles permettant de continuer la commandeCTCmalgré cette dif�culté.

3.3 Commande dédiée à la traversée de singularité de Type 2

3.3.1 Commande multi-modèles en couples calculés

Nous avons vu dans le chapitre2 que, pour pouvoir traverser une singularité sans que le modèle dyna-

mique ne dégénère, le mécanisme doit suivre une trajectoirerespectant le critère dynamique (2.46) au point

singulier. Théoriquement, le modèle dynamique ne dégénèreque sur le lieu de la singularité de Type 2.

Cependant, numériquement la matriceA p est singulière dans une zone autour de cette singularité. Lorsque
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le mécanisme suit une trajectoire respectant le critère uniquement sur le lieu de la singularité, le modèle

dynamique va donc dégénérer avant d'atteindre la position singulière.

A�n d'éviter ce problème, la trajectoire de traversée doit respecter le critère (2.46) sur le point singulier,

mais aussiautour de celui-ci.

La génération de trajectoire se fait en utilisant des polynômes dont le degré varie en fonction du nombre

de conditions imposées à la trajectoire. A�n de garantir quele critère dynamique (2.46) soit respecté tout

autour de la singularité, nous proposons d'assurer (en plusdu critère (2.46)) que lesm premières dérivées

de celui-ci soient nulles :

t T
s

di wp

dti
= 0 i = 1; :::; m; (3.18)

Remarquons que, le termet s représentant la direction du mouvement incontrôlable au point singulier,

sa dérivée temporelle est nulle. Une trajectoire respectant le critère (3.18) est donc plus robuste aux incerti-

tudes et à l'erreur d'asservissement.

La détermination de l'ordrem de la dérivée la plus haute à annuler est directement liée à lalongueur

de la portion de trajectoire qui respectera le critère (2.46). Ainsi, cet ordre ne doit pas être trop bas, a�n

d'assurer que le critère est respecté dès que la matriceA p est numériquement mal conditionnée. En re-

vanche si l'ordre est trop haut, la portion de trajectoire impactée sera plus importante. L'ordrem doit donc

être déterminé en fonction de la tâche à réaliser et du mécanisme considéré. En particulier, cet ordre est

directement lié à la taille de la zone de l'espace de travail dans laquelle la matriceA p n'est pas inversible

numériquement. La mise en place d'un indice caractérisant cette zone permettrait donc de mettre en place

une méthodologie de calcul de cet ordre. Cette méthodologien'a cependant pas été développée durant ces

travaux de thèse. Expérimentalement, et dans le cas du mécanisme à cinq barres, annuler les deux premières

dérivées est le plus adapté.

Lors de la traversée d'une singularité de Type 2, les incertitudes et les erreurs de modélisation créent une

erreur d'asservissement. Ainsi numériquementle critère dynamique (3.18) ne sera jamais respecté, bien

que la trajectoire désirée respecte le critère. La commandeen couples calculés peut alors envoyer des efforts

in�nis aux actionneurs, empêchant la traversée de singularité et risquant d'endommager le mécanisme. La

commande en couples calculés standard ne permet donc pas de traverser une singularité de Type 2.

A�n d'éviter ces problèmes numériques, la solution proposée consiste à plani�er une trajectoire qui

respecte un nouveau critère dynamique :

wp = 0
di

dt i wp = 0
)

t T
s

0wp = 0

t T
s

di

dt i wp = 0; i = 1; :::; n
(3.19)

Ce nouveau critère garantit toujours que les critères (2.46) et (3.18) sont respectés. Évidemment, tout
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comme l'ancien critère, ce nouveau critère ne sera pas numériquement respecté etwp ne sera pas nul ;

mais ce nouveau critère permet de mettre en place une loi de commande permettant de garantir la non-

dégénérescence du modèle dynamique. Cette loi de commande en couples calculés consiste à utiliser deux

modèles3.3:

� Modèle 1– Le modèle dynamique complet du mécanisme, utilisé tant quela matriceA p est numéri-

quement inversible :

� A = wb(•q; _q; q) + JT wp(•q; _q; q) (3.20)

A�n de commander le système, on applique la loi de commande présentée dans l'équation (3.6) :

� A = M (•qd + K d _e + K pe) + H (3.21)

� Modèle 2– Un modèle dynamique réduit, qui ne peut pas dégénérer lorsque le mécanisme approche

d'une singularité de Type 2 :

� B = wb(•q; _q; q) (3.22)

Tout comme le premier modèle, on applique la loi de commande en couples calculés à ce modèle :

� B = M 0(•qd + K d _e + K pe) + H 0 (3.23)
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FIGURE 3.3 – Schéma bloc de la commande en couples calculés multi-modèle

Le second modèle est utilisé pour calculer les efforts des actionneurs uniquement lorsque la trajectoire

a été plani�ée de sorte quewp soit nul. En considérant que la loi de commande est correctement réglée,

on suppose que la trajectoire réelle est suf�samment prochede la trajectoire désirée pour que l'hypothèse

wp = 0 soit acceptable. Dès que le mécanisme est assez éloigné de lasingularité de Type 2, c'est-à-dire

lorsque la matriceA p est numériquement inversible, la loi de commande change de modèle et utilise de

nouveau le modèle complet.

Remarquons ici que ce nouveau critère ne correspond pas à débrayer les actionneurs a�n d'utiliser

l'inertie du mécanisme pour traverser la singularité. Il correspond à annuler uniquement la partie du mo-

dèle dynamique qui dégénère, puisqu'elle est liée au couplage cinématique des chaînes du mécanisme. En

effet, lorsque celui-ci est à proximité de la singularité, le modèle dynamique simpli�é utilisé par la loi de
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commande pour générer les efforts permet de contrôler entièrement le mécanisme.

Finalement, nous avons vu que seule une commande en couples calculés permet de maîtriser la trajec-

toire du mécanisme. Une technique de plani�cation de trajectoire optimale a été présentée, assurant que le

modèle dynamique du mécanisme ne dégénère pas tout en permettant l'implémentation d'une commande

multi-modèle. Cette commande assure la continuité des efforts d'entrée en dépit du fait que la trajectoire

réelle ne respecte pas parfaitement la trajectoire désirée.

3.3.2 Calcul des coordonnées de la plate-forme mobile

Lors de la traversée de singularité de Type 2, le mécanisme change de mode d'assemblage. Le calcul des

matricesM et H nécessite de connaître la valeur du vecteur des coordonnéescartésiennesx : il est donc

nécessaire d'utiliser le modèle géométrique direct. Lorsque le mécanisme change de mode d'assemblage, la

solution duMGD doit changer. Néanmoins, seules les coordonnées des actionneurs sont mesurées, il n'est

pas possible de déterminer le mode d'assemblage du mécanisme à partir des seules données capteurs.

A�n de pallier ce problème, une première solution consiste àdéduire cette information de la trajectoire

désirée. Cette solution est ef�cace, mais crée une légère discontinuité des coordonnées articulaires lors

du changement de mode d'assemblage. Expérimentalement, une seconde solution consistant à comparer

les deux solutions duMGD et à changer de solution lorsqu'elles sont très proches semble plus adaptée.

Cette seconde technique peut ne pas changer de mode d'assemblage lorsque l'erreur d'asservissement est

trop grande et que le mécanisme ne traverse pas la singularité. Remarquons que la partie1.3 contient une

discussion sur le choix d'un indice permettant de quanti�erla proximité d'une singularité de Type 2. En

absence d'indice convenable, le changement de solution duMGD se base donc sur l'écart géométrique entre

les différentes solutions possibles.

3.3.3 Choix d'un indice de proximité d'une position singulière

Chaque indice présenté dans la section1.3présente des avantages et des inconvénients. Puisque la singula-

rité de Type 2 se caractérise par une dégénérescence du modèle dynamique, un indice ne prenant en compte

que la cinétostatique du mécanisme ne serait pas pertinent.En effet, la perte de transmission d'effort liée à

la singularité n'est pas homogène dans les différentes directions et dépend également du lieu de l'espace de

travail.

Les indices basés sur l'angle de pression sont probablementles indices ayant le plus de sens physique.

Cependant, la notion detransmission acceptable des effortsn'a pas de sens lors de la traversée de singula-

rité. Ainsi, la commande multi-modèles doit s'appuyer sur un indice permettant de quanti�er la distance au

lieu singulier, et non l'état courant de la transmission desefforts.

A ce jour, aucun des indices présentés dans la section1.3n'a été concluant expérimentalement. A�n de
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pallier à ce problème, l'indice utilisé dans la suite se basedirectement sur la valeur dewpdesiree . Nous avons

vu dans la partie3.2.1que la trajectoire désirée doit être plani�ée de sorte quewpdesiree soit nul autour de

la singularité. De plus, pour que le modèle 2 soit valide,wp doit être nul, cet indice permet donc d'assurer

que le modèle 2 soit utilisé lorsque le mécanisme est proche d'une singularité.

Le passage d'un modèle dynamique à l'autre peut engendrer une discontinuité des efforts dans les

actionneurs. A�n d'éviter ces discontinuités, le changement de modèle se fait en utilisant une surface de

passage permettant de réaliser un changement progressif entre les deux modèles de la commande.

3.3.4 Fonction de passage d'un modèle à l'autre

A�n de passer d'un modèle à un autre sans avoir de discontinuité dans les efforts des actionneurs, les efforts

appliqués sont calculés en utilisant une fonction logistique� de sorte que :

� = � � A + (1 � � ) � B (3.24)

avec� la fonction logistique (c'est-à-dire la fonction passant de 0 à 1 de manièreC2 continue) valant :

� 1 lorsque le premier modèle doit être utilisé (on a alors� = � A ),

� 0 lorsque le second modèle doit être utilisé, c'est-à-dire lorsque le mécanisme est proche d'une sin-

gularité (on a alors� = � B ),

� Plog1(�t + � ) (respectivementPlog2(�t + � )) lorsque la commande passe du modèle 1 au modèle 2

(respectivement lorsqu'elle passe du modèle 2 au modèle 1).

Dans cette expression,Plog1 et Plog2 sont deux polynômes représentés sur la �gure3.4et dé�nis par :

Plog1(t) = 35t4 � 84t5 + 70t6 � 20t7

Plog2(t) = 1 � 35t4 + 84t5 � 70t6 + 20t7
(3.25)

Les coef�cients� et � permettent de faire varier le temps nécessaire pour passer d'un modèle à l'autre.

La �gure 3.5 représente un exemple d'évolution de la fonction� en fonction de la valeur dewp. Soit t0

l'instant où wp atteint une valeur seuil (appelée iciwpmax ). A cet instant, la commande doit changer de

modèle. A�n d'assurer que le modèle 2 (modèle réduit) est utilisé lorsquewp est nul, le temps nécessaire

a�n de changer de modèle est calculé en fonction de la dérivéetemporelle dewp à l'instantt0 (notéedwp)

par l'expression :

t f =
1
2

�
t0 �

wpmax

dwp

�
(3.26)

Finalement, nous souhaitons que� vaille 1 à l'instantt0 et 0 à l'instantt f . Pour cela, on dé�nit donc les

coef�cients � et � par les équations :
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� =
� 1

t0 � t f
; � =

t0

t0 � t f
(3.27)

La même méthode est appliquée lors du retour au modèle 1. L'inconvénient principal de cette méthodo-

logie réside dans les valeurs seuils dewp déclenchant le passage d'un modèle à l'autre. En effet, celles-ci

dépendent de la trajectoire désirée et doivent donc être réglées lors de la plani�cation de trajectoire. Ce-

pendant, comme nous l'avons vu dans le paragraphe précédent, ce problème est directement lié à l'absence

d'indice pertinent permettant de quanti�er la proximité d'une singularité.

Finalement, la loi de commande multi-modèles peut s'écriresous la forme :

� = ( � M + (1 � � )M 0) ( •qd + K d _e + K pe) + � H + (1 � � )H 0

= M (q; � )u + H ( _q; q; � )
(3.28)

Cette loi de commande permet donc de traverser une singularité de Type 2 sans que le modèle dyna-

mique ne dégénère et sans discontinuité des efforts. La prochaine partie présente des résultats de traversée

de singularités de Type 2 en simulation et sur prototype réel.



Contrôleur dédié à la traversée des singularités de Type 2 75

3.4 Traversée de singularité de Type 2 d'un mécanisme à cinq barres

La commande multi-modèles a été testée et validée en simulation puis sur prototype expérimental d'un

mécanisme à cinq barres. Dans cette partie, on se propose d'étudier quatre trajectoires de traversée. Après

avoir dé�ni chacune des trajectoires, les résultats en simulation puis sur prototype réel sont détaillés et

analysés.

3.4.1 Trajectoires de traversée

Singularités de Type 1
Singularités de Type 2
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0.3

0.4

-0.2 -0.1 0 0.1 0.2
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P4
P2

P1
P3

S2 S4
S3

S1
Mode 1

Mode 2

FIGURE 3.6 – Trajectoires de traversée au sein de l'espace de travail du mécanisme cinq barres

La commande multi-modèles développée a été validée sur de nombreuses trajectoires, cependant on

limite ici l'étude à quatre trajectoires, représentées surla �gure 3.6.

Ces quatre trajectoires permettent de traverser le lieu dessingularités de Type 2 de plusieurs manières.

Les trajectoires numéro 1 et 3 traversent en allant du mode d'assemblage 1 (représenté sur la �gure3.6)

au mode d'assemblage 2. Les trajectoires numéro 2 et 4 traversent dans l'autre sens. Les coordonnées de

chaque point remarquable, ainsi que les durées de chaque trajectoire, sont présentées dans le tableau3.1.

Le modèle Matlab Simulink de la loi de commande multi-modèles est détaillé dans l'annexe??.

3.4.2 Résultats en simulation

La commande multi-modèles proposée dans la partie précédente, représentée sur la �gure3.3, a été testée

en simulation dans un premier temps. La commande a été réalisée à l'aide du logiciel Matlab Simulink et
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TABLE 3.1 – Coordonnées (en m) des points d'origine, d'arrivée et singuliers de chaque trajectoire de
traversée

Trajectoire Point d'origine Point d'arrivé Point singulier Durée
no 1 P0 = [0 0:33818]T P1 = [0 0:08755]T S1 = [0 0:20757]T 1 sec
no 2 P1 = [0 0:08755]T P2 = [0:1 0:3]T S2 = [0:05434 0:20757]T 1 sec
no 3 P2 = [0:1 0:3]T P3 = [0:1 0:1]T S2 = [0:1 0:18054]T 2 sec
no 4 P3 = [ � 0:1 0:1]T P4 = [ � 0:1 0:3]T S2 = [ � 7:456:10� 3 0:2075]T 1 sec

est détaillée dans l'annexe??.

A�n de simuler le comportement dynamique du mécanisme, on utilise le modèle dynamique inverse

du mécanisme, exprimé en coordonnées cartésiennes. D'après le modèle dynamique identi�é présenté dans

l'équation (5.16), le modèle dynamique du mécanisme à cinq barres s'écrit en dehors des singularités :

� = m3RJT
p •x +

 
zz11R •q11

zz12R •q12

!

+

 
f v11 _q11

f v12 _q12

!

+

 
f s11signe( _q11)

f s12signe( _q12)

!

(3.29)

Les deux modèles dynamiques utilisés par la commande s'écrivent :

� A = M •qa + H

� B = M 0•qa + H 0
(3.30)

Dans le cas du prototype de mécanisme à cinq barres, on dé�nitdonc les matricesM , H , M 0etH 0telles

que :

M = m3RJT
p Jp +

 
zz11R 0

0 zz12R

!

H = m3RJT
p

_Jp _qa +

 
_q11 + f v11 _q11 + f s11signe( _q11)

_q12 + f v12 _q12 + f s12signe( _q12)

!

M 0 =

 
zz11R 0

0 zz12R

!

H 0 =

 
_q11 + f v11 _q11 + f s11signe( _q11)

_q12 + f v12 _q12 + f s12signe( _q12)

!

(3.31)

D'après la dérivée du modèle cinématique du mécanisme, présenté dans l'équation (2.24), on peut ré-

écrire ce modèle dynamique sous la forme :
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FIGURE 3.7 – Simulation de traversée de singularité suivant la trajectoire numéro 1

•x =

  

m3R +

"
zz11R 0

0 zz12R

#

J � 1
p J � T

p

!

JT
p

! � 1

 

� �

 
f v11 _q11 + f s11signe( _q11)

f v12 _q12 + f s12signe( _q12)

!

�

"
zz11R 0

0 zz12R

#

_J � 1
p

 
_x

_y

!! (3.32)

Ce modèle permet donc d'obtenir l'accélération cartésienne de la plate-forme mobile•x. Par intégration

numérique, on en déduit la positionx et la vitesse_x cartésienne de la plate-forme. Les �gures3.7à3.10re-

présentent les résultats en simulation du suivi des quatre trajectoires. Pour chaque trajectoire, les efforts des

actionneurs� , l'erreur d'asservissemente, la trajectoire au sein de l'espace de travail ainsi que l'évolution

des coordonnées cartésiennesx sont représentés.

Remarquons que l'erreur d'asservissement est uniquement due aux approximations numériques (en par-

ticulier lors d'inversion matricielle) et au retard crée par la fréquence de commande. Les gains utilisés pour

les simulations présentées sontK p = 1000 et K d = 200.

Pour chacune des quatre trajectoires, on remarque que le mécanisme traverse la singularité de Type 2

sans discontinuité des efforts. De plus, l'utilisation du modèle réduit (modèle 2) n'engendre pas d'augmen-

tation sensible de l'erreur d'asservissement. Finalement, les essais en simulation prouvent que le mécanisme

peut traverser une singularité de Type 2 sans discontinuitédes efforts grâce à la commande multi-modèles.

De plus, la traversée a été validée pour de nombreuses trajectoires faisant varier la direction, le sens et la

vitesse du mécanisme lors du passage en position singulière.
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FIGURE 3.8 – Simulation de traversée de singularité suivant la trajectoire numéro 2
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FIGURE 3.9 – Simulation de traversée de singularité suivant la trajectoire numéro 3
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FIGURE 3.10 – Simulation de traversée de singularité suivant la trajectoire numéro 4

Les simulations ont donc permis de valider de manière théorique le fonctionnement de la commande

multi-modèles. L'objectif de la prochaine section est de présenter la validation expérimentale de cette com-

mande appliquée au prototype de mécanisme à cinq barres et suivant les 4 trajectoires présentées dans cette

section.

3.4.3 Résultats expérimentaux

A�n de valider expérimentalement la traversée de singularité en utilisant une commande multi-modèles, la

commande a été mise en place en C/C++ sous CIDE.

Les �gures3.11à3.14représentent les résultats pour la traversée de singularité de Type 2 en suivant les

4 trajectoires présentées sur la �gure3.6. Pour chaque trajectoire, les efforts mesurés et l'erreur d'asservis-

sement sont représentés. A chaque essai le mécanisme traverse la singularité sans discontinuité des efforts.

La �gure 3.15regroupe des photos extraites d'une vidéo du mécanisme traversant la singularité.

Dans le cas parfait, la plate-forme mobile suit parfaitement la trajectoire désirée et le modèle réduit

décrit parfaitement le comportement du mécanisme. Expérimentalement, l'erreur d'asservissement fait que

le torseur des efforts appliqués par les jambes et les forcesextérieures sur la plate-forme mobilewp n'est

pas nul, et le modèle réduit ne décrit pas parfaitement le comportement du mécanisme. En conséquence,

l'utilisation de ce modèle génère une augmentation de l'erreur d'asservissement.

Lorsque la commande réutilise le modèle complet du mécanisme, les efforts augmentent signi�cative-

ment a�n de réduire l'erreur d'asservissement. Ce phénomène est particulièrement visible sur les trajectoires

1 (à t = 0.6 sec) et 2 (à t = 0.65 sec). Pour ces deux trajectoires, la plate-forme mobile a tendance à dévier

de la trajectoire désirée lorsque la commande utilise le modèle simpli�é, mais la commande rattrape rapi-
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FIGURE 3.11 – Résultats expérimentaux suivant la trajectoire numéro 1
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FIGURE 3.12 – Résultats expérimentaux suivant la trajectoire numéro 2
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FIGURE 3.13 – Résultats expérimentaux suivant la trajectoire numéro 3
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FIGURE 3.14 – Résultats expérimentaux suivant la trajectoire numéro 4
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FIGURE 3.15 – Photos lors du suivi de la trajectoire numéro 1

dement la trajectoire désirée une fois le mécanisme éloignéde la position singulière.

En�n, remarquons que pour l'ensemble de ces trajectoires, la position de la plate-forme mobile est

calculée en utilisant leMGD du mécanisme. Lorsque le mécanisme passe d'un mode d'assemblage à l'autre,

la commande doit donc changer de solution duMGD. Les articulations passives ayant un léger jeu, lorsque

le mécanisme est proche de la singularité il est impossible de connaître la position exacte de la plate-forme

mobile sans capteur extéroceptif. Les coordonnées cartésiennes reconstruites de la plate-forme mobile sont

donc peu pertinentes à proximité de la singularité.

3.5 Conclusion

Dans le chapitre précédent, nous avons vu qu'il était possible de plani�er des trajectoires optimales de

traversée de singularité de Type 2. Ces trajectoires sont plani�ées de sorte que les mouvements désirés

du mécanisme respectent un critère spéci�que lorsque le mécanisme passe la position singulière. A�n de

permettre à un mécanisme parallèle de traverser une singularité de Type 2, et donc de changer son mode

d'assemblage, il est nécessaire de mettre au point une loi decommande permettant de suivre ces trajectoires.

Seule les commandes en couples calculés permettent de réaliser du suivi de trajectoire. L'application

d'une commande en couples calculés classique révèle deux dif�cultés :

� En expérimentation, les différentes sources d'erreur (qu'elles soient dues à la modélisation, aux cap-

teurs ou aux propriétés mécaniques du mécanisme) engendrent une erreur d'asservissement. Ainsi,

lorsque le mécanisme est en position singulière, la trajectoire suivie par la plate-forme mobile n'est

jamais parfaitement identique à celle désirée. En conséquence, la trajectoire réelle ne respecte pas le

critère assurant la non-dégénérescence du modèle dynamique du mécanisme, et la commande peut

calculer des efforts divergeant.
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� Par dé�nition, une singularité de Type 2 correspond à une position pour laquelle la matrice Jacobienne

A p est singulière. En pratique, il existe un espace autour de lasingularité de Type 2 dans lequel cette

matrice n'est pas correctement conditionnée (autrement dit, bien que la matrice soit de rang plein, le

calcul numérique de son inverse est peu précis).

Finalement, une commande en couples calculés classique ne permet pas d'assurer le suivi de trajectoire

a�n de changer de mode d'assemblage.

Ce chapitre présente une commande multi-modèles en couplescalculés. Cette commande est associée

à une stratégie de plani�cation optimale différente de celle proposée dans le chapitre précédent. Ainsi, la

trajectoire désirée est plani�ée de sorte qu'en position singulière, l'intégralité du torseur des efforts appli-

qués sur la plate-forme mobilewp soit nul. Bien que seule la composante orientée suivant la direction du

mouvement incontrôlablet s engendre une dégénérescence du modèle, l'annulation de l'ensemble de ce tor-

seur permet l'utilisation par la commande en couples calculés d'un modèle dynamique simpli�é. Ce modèle

simpli�é ne peut pas dégénérer, quelle que soit la valeur réelle de ce torseur.

De plus, les trajectoires de traversée sont plani�ées de sorte que ce nouveau critère soit respecté dans un

espace autour de la singularité de Type 2, a�n de s'affranchir des problèmes numériques liés à l'inversion

matricielle. La commande multi-modèles proposée utilise une surface de passage a�n de passer du modèle

complet au modèle simpli�é sans engendrer de discontinuitédans les efforts calculés.

Cette commande a été validée à la fois en simulation puis expérimentalement sur un mécanisme à cinq

barres. Pour chaque trajectoire testée, le mécanisme change de mode d'assemblage sans discontinuité dans

les efforts des actionneurs. On remarque cependant que l'utilisation du modèle simpli�é peut engendrer une

augmentation signi�cative de l'erreur d'asservissement.A�n de limiter ce phénomène, le prochain chapitre

propose de mettre en place une loi de commande avancée couplée à la commande multi-modèles.





4
Commande avancée pour la traversée de

singularités précise et robuste

Une commande multi-modèles en couples calculés à été mise enplace a�n de permettre la traver-

sée de singularités de Type 2. Cette commande utilise un modèle réduit autour de la singularité,

évitant ainsi le calcul d'efforts divergents. L'utilisation de ce modèle réduit peut engendrer une

erreur d'asservissement relativement importante lors de la traversée. A�n de réduire cette er-

reur d'asservissement, ce chapitre propose de coupler la commande multi-modèles en couples

calculés avec une loi de commande avancée.

Cette nouvelle commande est validée en simulation et expérimentalement sur un mécanisme à

cinq barres.
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4.1 Techniques de commande avancée

Comme nous l'avons vu dans le chapitre précédent, lors de la traversée de singularité la commande multi-

modèle engendre une erreur d'asservissement relativementimportante puisque le modèle du robot est sim-

pli�é a�n d'éviter sa dégénérescence. On se propose ici de minimiser cette erreur grâce à une stratégie de

commande avancée. Parmi les différentes approches, deux sont généralement appliquées aux robots paral-

lèles : la commande prédictive et la commande adaptative, détaillées dans ce chapitre.

4.1.1 La commande prédictive

La commande prédictive fut explicitement proposée pour la première fois dans les années 1960 [Propoï,

1963]. Toutefois, ce n'est qu'en 1987 que la première commande prédictive généralisée a été formali-

sée [Clarke et al., 1987]. L'idée est d'insérer dans l'algorithme de commande un élément de prédiction

concernant l'évolution des sorties du procédé à partir d'unmodèle [Richalet, 1993b]. Le calculateur déter-

mine alors, à l'instant d'échantillonnage présent, la séquence de commande à appliquer sur un horizon de

prédiction de sorte que la sortie ait le comportement souhaité sur cet horizon.

Pour une consigne connue (ce qui est le cas lors du suivi de trajectoire), la commande prédictive permet

d'exploiter pleinement ces informations et fait coïnciderla sortie du processus avec la consigne future sur

un horizon �ni, comme le représente la �gure4.1.

Trajectoire de
 référence

Consigne future

Consigne passée

Sortie du processus

Passé         Présent                           Futur

Horizon de prédiction
n n+H

Sortie prédite

FIGURE 4.1 – Principe de la commande prédictive

Plus précisément, la séquence de commande à appliquer dans le futur est obtenue grâce à la minimisa-

tion d'un critère quadratique sur l'horizonH. Le choix du critère à minimiser, ainsi que celui de la structure

de la commande future calculée sur l'horizon de prédiction,donne lieu à différentes approches comme la

commande prédictive généralisée [Clarke et al., 1987] ou la commande prédictive fonctionnelle [Richalet,

1993a].
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L'algorithme de la commande prédictive peut être présenté àun instantn par les étapes suivantes :

� Dé�nition de l'horizon de prédiction sur lequel la consignefuture peut être connue, et la sortie du

processus peut être prédite grâce au modèle d'évolution.

� Choix d'une trajectoire de référence (ou comportement désiré) précisant la méthode de ralliement de

la consigne future.

� Calcule de la séquence future de commande sur l'horizon H minimisant l'écart entre la sortie prédite

sous l'effet de cette commande et la trajectoire de référence.

� La commande appliquée à l'instantn est le premier élément de la séquence de commande calculée

lors de l'étape précédente.

Ce type de commande est particulièrement adaptée à la robotique mobile [Bouton, 2009,Lenain et al.,

2004,Lenain, 2005] ainsi que dans le milieu industriel [Richalet, 1993a], mais est dif�cilement adaptable

aux mécanismes parallèles du fait de sa complexité. En effet, elle nécessite un temps de calcul importants,

car le calcul du modèle géométrique direct est souvent un problème complexe et coûteux en temps de calcul.

A�n de commander un mécanisme H4 (mécanisme proche du Delta mais composé de quatre bras au lieu de

trois, et dont la plateforme est articulée [Pierrot and Company, 1999]), une commande prédictive a été mise

en place [Vivas and Poignet, 2005]. Cette commande minimise l'erreur quadratique entre la trajectoire de

référence et la trajectoire prédite. La commande utilise alors un modèle dynamique simpli�é du robot ne

prenant en compte que les inerties de la plateforme mobile etdes actionneurs, alors qu'un algorithme simple

basé sur l'intégration du modèle cinématique inverse permet de calculer le modèle géométrique direct.

Ces approximations de modélisation permettent de réduire le temps de calcul, mais rendent la commande

imprécise, voire parfois instable.

La plupart des applications en robotique parallèle de la commande prédictive sont basées sur un principe

similaire qui repose sur un compromis entre la précision de la modélisation et les performances de la com-

mande. Cette technique parait donc dif�cilement intégrable pour notre application et une seconde approche

nécessitant généralement moins de temps de calcul est évoquée dans la prochaine section : la commande

adaptative.

4.1.2 La commande adaptative

La commande adaptative diffère des autres types de commandepar le fait que les paramètres du modèle

qu'elle utilise varient au cours du temps. Plutôt que de calculer la commande à appliquer sur un horizon

de prédiction comme le fait la commande prédictive, on détermine une loi d'adaptation modi�ant les pa-

ramètres du modèle dynamique. C'est une commande particulièrement adaptée pour des systèmes dont les

paramètres évoluent au cours du temps, comme la commande d'avion (le poids diminuant au fur et à mesure

que le kérosène est brulé) ou la robotique mobile en milieu extérieur (les propriétés du sol évoluant). C'est

aussi une alternative à l'utilisation d'observateurs lorsque peu de mesures sont disponibles. La �gure4.2

représente le schéma de commande général de la commande adaptative.
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 +- ++ RobotMGI

d2

dt2

Adaptation

P D MDI
uxd qd � qa

FIGURE 4.2 – Principe de la commande dynamique adaptative

Il est important de noter que cette technique ne permet pas d'identi�er les paramètres dynamiques les

plus proches des paramètres physiques réels du mécanisme. En effet, l'identi�cation dynamique calcule les

paramètres donnant un modèle dynamique le plus proche possible de celui du mécanisme réel. Lorsqu'une

commande adaptative est appliquée au système, l'objectif est alors de minimiser l'erreur d'asservissement.

Or, celle-ci est liée à de nombreux paramètres, et en particulier aux gains d'actionnement de la commande.

Contrairement à l'identi�cation, la commande adaptative calcule les paramètres dynamiques permettant à

un instant donné et pour une position donnée d'avoir une erreur d'asservissement minimale.

De nombreuses applications de commandes adaptatives existent en robotique. La première application

de commande adaptative en couples calculés d'un système nonlinéaire complexe est proposée dans [Craig

et al., 1987], et sa convergence et sa stabilité sont prouvées (les conditions de convergence des paramètres

ayant été étudiées auparavant [Boyd, 1986]). Il est également possible d'intégrer les propriétés dyna-

miques des actionneurs dans cette commande [Su and Stepanenko, 1997]. Parmi les autres applications

existantes, [Wang et al., 2009] présente une commande adaptative par retour d'état appliqué à un méca-

nisme TRRRRRproche du mécanisme à cinq barres, stable au sens de Lyapunov. En�n dans [Shang and

Cong, 2009], la commande adaptative en couples calculés est appliquéeà des mécanismes redondants en

actionnement.

4.1.3 Choix d'une commande adaptée à la traversée de singularité

On cherche ici à diminuer l'erreur d'asservissement lorsqu'un mécanisme traverse une singularité de Type

2 en utilisant la commande multi-modèle présentée dans le chapitre3. On rappelle les deux modèles dyna-

miques utilisés par la commande multi-modèle :

� Le modèle 1 (modèle complet) :

� A = wb(•qa; _qa; qa) + JT wp(•qa; _qa; qa) (4.1)

� Le modèle 2 (modèle simpli�é ne dégénérant pas) :

� B = wb(•qa; _qa; qa) (4.2)



90 Commande avancée pour la traversée de singularités préciseet robuste

Lorsque la commande utilise le modèle 2, l'erreur d'asservissement peut augmenter fortement. En effet,

le mécanisme ne suit pas parfaitement la trajectoire désirée et le termewp calculé n'est pas nul. A�n de

prendre en compte cette simpli�cation du modèle, deux méthodes ont été envisagées :

� La commande prédictive : en anticipant la trajectoire suivie par le mécanisme, l'approche prédictive

pourrait permettre de minimiser l'erreur lors de la traversée. Cependant, la commande multi-modèles

proposée se combine mal avec la commande prédictive, car le modèle change durant la traversée ce

qui pourrait induire des discontinuités dans la prédiction.

� La commande adaptative : en adaptant en ligne les paramètresdu modèle dynamique, on peut mi-

nimiser l'erreur d'asservissement. De plus, la commande adaptative nécessite relativement peu de

ressources de calcul, et son application à la robotique parallèle est relativement répandue [Slotine,

1987, Lammerts et al., 1995, Codourey et al., 1997, Natal et al., 2009, Wang et al., 2009, Bennehar,

2014]. Nous avons donc retenu cette approche a�n de diminuer l'erreur d'asservissement lors de la

traversée de singularité de Type 2.

La prochaine partie présente la commande adaptative appliquée à la commande multi-modèles présentée

dans le chapitre3.

4.2 Commande adaptative d'un mécanisme parallèle

Il existe de nombreuses méthodes de commande adaptative différentes. Parmi elles, on distingue cinq mé-

thodes principales [Khalil and Dombre, 2004] :

� L'application au cas des manipulateurs de techniques adaptatives développées pour des systèmes

linéaires [Nicosia and Tomei, 1984].

� L'utilisation des propriétés de la passivité a�n de développer une loi de commande adaptative non

linéaire asymptotiquement stable [Wang et al., 2009].

� La proposition d'une commande adaptative non linéaire asymptotiquement stable, solution la plus

courante [Craig et al., 1987].

� La simpli�cation du modèle dynamique [Takegaki and Arimoto, 1981].

� L'utilisation d'un modèle qui n'est pas fonction des accélérations articulaires, tel que le modèle dy-

namique �ltré [Middletone and Goodwin, 1986,Li and Slotine, 1989].

Les deux premières techniques sont simples à mettre en place, mais elles ne sont valables qu'en quasi

statique puisqu'elles négligent le comportement dynamique du système. Ces techniques ne sont donc pas

applicables à la traversée de singularité. Si les deux dernières méthodes sont souvent reconnues comme

étant les plus intéressantes d'un point de vue théorique [Khalil and Dombre, 2004], elles sont plus com-

plexes à mettre en place que la commande adaptative non linéaire proposée par Craig, qui sera choisie ici

pour limiter le temps de calcul lors des essais sur prototyperéel. Remarquons qu'une commande adaptative
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couplée à un contrôleurRISE[Xian et al., 2003] a été appliquée pour la première fois à un mécanisme pa-

rallèle [Bennehar, 2014] et est prometteuse. Ces travaux, réalisés en parallèle destravaux de thèse présentés

dans ce chapitre, présentent une alternative possible à la méthode proposée qui serait à étudier à l'avenir.

On s'intéresse ici à la commande dynamique adaptative appliquée à un mécanisme parallèle et initia-

lement formulée dans [Craig et al., 1987]. On rappelle que d'après l'équation (3.2), le modèle dynamique

d'un robot parallèle peut toujours s'écrire sous la forme :

� = M (� )•qa + H (� ) (4.3)

avec� le vecteur de dimensionmp composé des paramètres dynamiques du mécanisme. La matricedes

massesM est de taille(n � n) et le vecteurH , qui regroupe les termes de frottements, d'inertie et de

Coriolis, est de taille(n � 1).

On introduit la notion d'estimation à l'aide du symbole^, ainsi le vecteur des paramètres du modèle

dynamique décrivant le comportement réel du mécanisme est noté� , alors que celui des paramètres estimés

est noté�̂ . On distingue de même le modèle dynamique décrivant le comportement réel du mécanisme

(matricesM et H ) de celui composé des paramètres estimés (matricesM̂ et Ĥ ).

Le principe de la commande en couples calculés, présentée dans le chapitre3, est de calculer les couples

à appliquer en remplaçant les accélérations des articulations actives par une loi de commande adaptéeu telle

que :

u = •qd + K pe + K d _e (4.4)

Cette loi de commande permet alors de calculer les couples à appliquer à partir du modèle dynamique

identi�é.

On introduit l'estimation des paramètres dynamiques�̂ ; les couples calculés sont obtenus à partir du

modèle :

� = M̂u + Ĥ (4.5)

avecM̂ = M (�̂ ) et Ĥ = H (�̂ ) les matrices du modèle dynamique constituées des paramètres estimés.

Puisque les efforts estimés à l'aide du modèle (4.5) sont ceux appliqués sur le mécanisme réel, on peut

écrire la relation d'égalité entre les équations (4.3) et (4.5) :

M̂u + Ĥ = M •qa + H (4.6)

) M̂ (•qd + K pe + K d _e) + Ĥ = M •qa + H (4.7)

) M̂ (K pe + K d _e) = M •qa � M̂ •qd + H � Ĥ (4.8)

= M̂ (•qa � •qd) + ( M � M̂ )•qa + H � Ĥ (4.9)

= � M̂ •e + ( M � M̂ )•qa + H � Ĥ (4.10)
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En réorganisant l'équation (4.10), on obtient :

M̂ (•e + K pe + K d _e) = ( M � M̂ )•qa + H � Ĥ (4.11)

Puis en réarrangeant cette équation :

•e + K pe + K d _e = M̂ � 1
�

M •qa + H � M̂ •qa � Ĥ
�

(4.12)

En considérant que le modèle dynamique d'un mécanisme parallèle peut s'écrire sous la forme [Khalil

and Dombre, 2004,Briot and Gautier, 2013b] :

� = � :� = M •qa + H (4.13)

avec� une matrice de taille(n � mp), l'équation (4.12) peut se réécrire sous la forme :

•e + K pe + K d _e = M̂ � 1 (� :� � � :�̂ )

= M̂ � 1 � :~�
(4.14)

et

~� = � � �̂ (4.15)

En dé�nissant le vecteur d'étatX , détaillé ci-dessous et composé des erreurs articulaires et de ses

dérivées, l'équation (4.14) peut être écrite sous la forme du modèle d'état linéaire suivant :

X =

 
e

_e

!

) _X =

 
_e

•e

!

=

 
0n I n

� K pI n � K dI n

!

X +

 
0n

I n

!

M̂ � 1 � :~� (4.16)

avecI n (respectivement0n ) la matrice identité (respectivement la matrice nulle) de taille (n � n).

Soient :

A =

 
0n I n

� K pI n � K dI n

!

(4.17)

B =

 
0n

I n

!

(4.18)

avecA de taille(2n � 2n) et B de taille(2n � n). Le modèle d'état (4.16) peut donc �nalement s'écrire

sous la forme :

_X = AX + Bu (4.19)

avec

u = M̂ � 1 � :~� (4.20)
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D'après le critère de Kalman, et puisque les matricesA et B sont constantes, il est possible de véri�er

la commandabilité du système. Dans le cas linéaire, celui-ci est commandable si :

rang(B AB A 2B : : : A 2n� 1B) = 2 n (4.21)

A partir de ce modèle d'état, la plupart des applications de la commande adaptative nécessitent la dé�-

nition d'une fonction candidate de Lyapunov a�n de générer la loi de commande destinée à l'adaptation des

paramètres. Néanmoins, dans le cas linéaire, il est aussi possible de calculer la loi de commandeu pour que

le vecteur d'étatX = [ eT _eT ]T converge vers 0 en utilisant une loi de commande par retour d'état dé�nie

par :

u = � KX (4.22)

en réinjectant cette expression dans l'équation du modèle d'état (4.19) on a donc :

_X = ( A � BK )X (4.23)

où K est une matrice dé�nie positive de taille(mp � n).

Ainsi, a�n de garantir que le vecteur d'étatX converge vers zéro en suivant une dynamique du premier

ordre, il faut s'assurer que la matriceA � BK est une matrice de Hurwitz (dé�nie négative). Ceci peut

être assuré en choisissant la matrice de gainsK par des techniques de placement de pôles assurant le fait

que toutes les valeurs propres de la matriceA � BK sont à partie réelle négative, méthode détaillée dans

la section4.4.

L'obtention du modèle d'état (4.23) est la première étape du développement de la commande adaptative.

La seconde étape consiste à faire converger le vecteur des paramètres estiméŝ� vers le vecteur des para-

mètres réels� en utilisant la loi de commande par retour d'état dé�nie par les équations (4.20) et (4.22).

D'après l'équation (4.15), on a :

~� = � � �̂ (4.24)

A�n de faire converger~� vers 0, on impose une dynamique du premier ordre sur l'estimation des

paramètres dynamiques :

_~� = � G:~� (4.25)

où G est une matrice diagonale telle que :

G =

2

6
6
4

G 0
...

0 G

3

7
7
5 ; G > 0 (4.26)

Par ailleurs, puisque le vecteur des paramètres réels� est constant on a directement :

_~� = � _̂� = � G:~� (4.27)
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D'après la dé�nition du vecteuru donnée par l'équation (4.20), et puisqu'on impose la dynamique du

premier ordre donnée par l'équation (4.22), on a :

u = � KX = M̂ � 1� :~� (4.28)

) ~� = � � � 1M̂KX (4.29)

Finalement, en combinant l'équation (4.27) et l'équation (4.29), on obtient l'expression analytique per-

mettant de calculer la dérivée temporelle de l'estimation des paramètres du modèle dynamique�̂ :

_̂� = � G� � 1M̂KX (4.30)

Connaissant le vecteur des paramètres dynamiques identi�és, il est alors possible de calculer par inté-

gration numérique le nouveau vecteur des paramètres estimés à chaque itération :

�̂ (t + dt) = �̂ (t) + _̂� (t) dt (4.31)

Remarquons que la matrice de gainK permet d'imposer la dynamique désirée en boucle fermée, et doit

donc être réglée en fonction du mécanisme considéré. Le terme G peut quant à lui être perçu comme un

facteur d'amortissement a�n de lisser l'évolution des paramètres identi�és.

La loi de commande adaptative présentée dans cette section est appliquée au mécanisme à cinq barres

dans la section suivante. Pour chacune des 4 trajectoires detraversée dé�nies dans la section3.4.1, les

résultats de traversée avec et sans commande adaptative sont comparés.

4.3 Application de la commande adaptative au mécanisme à cinq

barres

Nous avons vu dans la section2.1.2.1que chaque corps (tous les corps sont considérés rigides) possède

jusqu'à 14 paramètres dynamiques. Le modèle dynamique identi�é du mécanisme peut donc dépendre d'un

grand nombre de paramètres, même si une partie de ces termes sont généralement regroupés [Gautier, 1997].

L'adaptation en temps réel de l'ensemble des paramètres du modèle dynamique est longue et peu per-

tinente : certains paramètres n'ont qu'un impact mineur surle comportement dynamique du système alors

que d'autres sont prépondérants.

A�n de sélectionner les paramètres du modèle dynamique qu'il est préférable d'identi�er, une première

étape à réaliser est l'étude de sensibilité des paramètres du modèle dynamique du système étudié. Cette

étude a pour objectif de déterminer l'ordre de prépondérance de chaque paramètre du modèle, a�n de

sélectionner des paramètres ayant une in�uence majeure surles couples calculés a�n de les adapter.
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4.3.1 Étude de sensibilité du modèle dynamique

4.3.1.1 Principe de l'étude de sensibilité

La plupart des modèles comportent de nombreux paramètres ; pour minimiser une erreur de commande,

la commande adaptative pourrait adapter tous ces paramètres dynamiques, cependant une telle commande

nécessiterait des temps de calcul trop importants pour pouvoir être exécutée en temps réel. La commande

adaptative ne peut donc adapter qu'un nombre limité de paramètres. Cette section présente une solution

permettant de réaliser une étude de sensibilité a�n de quanti�er l'impact de chaque paramètre sur l'erreur

d'asservissement (que l'on cherche ici à minimiser).

A�n de conduire l'analyse de sensibilité, on réécrit le modèle dynamique inverse du mécanisme sous la

forme :

•qa = M � 1(� � H ) (4.32)

On remarque que pour les mécanismes parallèles, comme pour tous les robots, la matrice des massesM

est dé�nie positive [Khalil and Dombre, 2004], et est donc inversible en dehors des singularités. D'après la

dynamique imposée à l'erreur d'asservissement par la commande en couples calculés, on a :

•qd = •qa � K pe � K d _e (4.33)

Et donc �nalement :

•qd = M � 1(� � H ) � K pe � K d _e = f (X ; � ) (4.34)

où X est le vecteur d'état (composé de l'erreur en positione et en vitesse_e).

En différenciant cette équation, on obtient [Chanal, 2006] :

d•qd =
@f (X ; � )

@X
dX +

@f (X ; � )
@�

d� (4.35)

où :

� d� représente une variation des paramètres dynamiques (termes d'inertie, de masse, de frottements,

etc...) entre les valeurs nominales du modèle identi�é et les valeurs réelles,

� dX représente la variation de l'erreur en positione et en vitesse_e.

A�n d'étudier l'impact de la variation élémentaired� sur le vecteurX , on doit considérer le mécanisme

dans un état (position, vitesse et accélération du mécanisme) constant. Ainsi,d•qd est nul. On en déduit

�nalement l'équation de la matrice de sensibilitéS :

dX
d�

= �
�

@f
@X

� � 1 @f
@�

= � S (4.36)

Cette matrice permet de quanti�er l'in�uence des paramètres dynamiques sur le suivi de trajectoire, de

sorte que le termesi;j représente l'in�uence dujèmeterme ded� sur leièmeterme dedX .
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Remarquons que la sensibilité calculée dépend énormément de la trajectoire étudiée. À titre d'exemple,

les termes inertiels sont prépondérants pour des mouvements à haute accélération alors que les frottements

visqueux sont prépondérants pour des mouvements à grande vitesse. On distingue cette dépendance dans la

matrice de sensibilité puisqu'elle dépend de l'état du mécanisme (position, vitesse et accélération). De fait,

il convient d'étudier les valeurs de la matrice de sensibilité sur un maximum de points appartenant à des

trajectoires représentatives du fonctionnement du mécanisme.

On cherche à dé�nir des trajectoires de traversée les plus variées possible. L'étude de sensibilité doit

donc être réalisée sur des trajectoires représentatives decette variété. Les trajectoires d'excitation utilisées

pour l'identi�cation du modèle dynamique du mécanisme (voir section2.4.1.1) ont donc été choisies pour

cette étude de sensibilité.

4.3.1.2 Matrice de sensibilité du prototype de mécanisme à cinq barres

On rappelle le modèle dynamique inverse identi�é du prototype de mécanisme cinq barres :

•qa =

 "
zz11R 0

0 zz12R

#

+ m3RJT
p Jp

! � 1  

� �

"
f v11 _q11

f v12 _q12

#

�

"
f s11signe( _q11)

f s12signe( _q12)

#

� m3RJT
p

_JT
p _qa

!

(4.37)

Le vecteur des paramètres dynamique du modèle comporte 7 éléments :

� = [ zz11R zz12R f v11 f v12 f s11 f s12 m3R ]T (4.38)

La matrice de sensibilité est donc de taille(4 � 7) telle que :

S =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

@e1
@zz11R

@e1
@zz12R

@e1
@fv11

@e1
@fv12

@e1
@fs11

@e1
@fs12

@e1
@m3R

@e2
@zz11R

@e2
@zz12R

@e2
@fv11

@e2
@fv12

@e2
@fs11

@e2
@fs12

@e2
@m3R

@_e1

@zz11R

@_e1

@zz12R

@_e1

@fv11

@_e1

@fv12

@_e1

@fs11

@_e1

@fs12

@_e1

@m3R

@_e2

@zz11R

@_e2

@zz12R

@_e2

@fv11

@_e2

@fv12

@_e2

@fs11

@_e2

@fs12

@_e2

@m3R

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

(4.39)

La commande adaptative peut théoriquement adapter l'ensemble des paramètres dynamiques. Cepen-

dant, on remarque dans la littérature que la plupart des commandes adaptatives cherchent à adapter des

termes homogènes les uns par rapport aux autres [Slotine, 1987,Lammerts et al., 1995]. On peut donc re-

grouper les paramètres dynamiques du modèle par paire (les termes de frottement secf s1i , visqueuxf v1i et

les termes d'inertiezz1iR ). Seul le terme de masse regroupém3R est donc seul.

On remarque également que le paramètre de masses regroupéesm3R intervient uniquement dans le tor-

seur des efforts extérieurs appliqués à la plate-forme mobile wp. Lors de la traversée de singularité, ce terme

est négligé par la commande et ne peut donc pas être adapté. Deplus, lors de l'identi�cation dynamique

nous nous sommes rendu compte de manière pratique que moins de cinq pour-cent des couples dans les
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actionneurs sont liés aux termes dépendant dem3R . L'étude de la sensibilité a donc été réalisée en utilisant

le modèle dynamique réduit négligeant ce terme de masse. On se propose dans un premier temps de valider

cette hypothèse simpli�catrice en étudiant l'impact du terme de masse de manière isolée.

Cas du terme de masse regroupé

Dans un premier temps, on cherche uniquement à adapter en ligne le terme de masse regroupé sur l'effecteur

m3R . On a alors :

_X =

0

B
B
B
B
@

_e1

_e2

•e1

•e2

1

C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
@

0 0 1 0

0 0 0 1

� K p 0 � K d 0

0 � K p 0 � K d

1

C
C
C
C
A

X +

0

B
B
B
B
@

0

0

1

1

1

C
C
C
C
A

M̂ � 1� ~� (4.40)

avec :

� = JT
p Jp•qa + J � T

p
_Jp _qa (4.41)

Ce système est donc de la forme_X = AX + Bu . Cependant, sa matrice de commandabilité :C =
�
B AB A 2B A 3B

�
n'est pas de rang plein. Le vecteur d'état présenté dans l'équation (4.19) n'est donc

pas commandable. Seul un sous-espace du vecteur d'état est commandable, or on cherche à contrôler l'en-

semble du vecteur d'état.

A�n de pallier à ce problème, une solution consiste à utiliser des gains d'actionnement différents pour

chaque axe. Cette méthode a été testée en simulation, con�rmant qu'il est préférable de ne pas adapter le

termem3R puisque :

� Le terme de masse regroupé n'est pas prépondérant sur le modèle dynamique : ce résultat était attendu

puisqu'on peut montrer que moins de 5% des couples moteurs dépendent dem3R , en particulier lors

de l'identi�cation dynamique.

� L'utilisation de gains différents pour chaque axe détruit la symétrie existante et dégrade la qualité du

suivi de trajectoire.

� m3R n'intervient que dans le torseur des efforts extérieurs appliqués sur l'effecteurwp, terme nul lors

de la traversée de singularité en utilisant la commande multi-modèle. Son adaptation ne permet donc

pas de minimiser l'erreur d'asservissement pendant la traversée.

L'adaptation du terme de masse regroupém3R n'est donc pas pertinente. On cherche dans la suite à

adapter d'autres termes du modèle dynamique. En négligeantce terme de masse, le modèle dynamique

inverse du mécanisme devient :

•qa '

 "
1

zz11R
0

0 1
zz12R

#!  

� �

"
f v11 _q11

f v12 _q12

#

�

"
f s11signe( _q11)

f s12signe( _q12)

#!

(4.42)
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Ce nouveau modèle dynamique ne fait pas intervenir les positions articulaires, seuls les termes dépen-

dant des vitesses articulaires sont donc étudiés. On remarque également que les termes associés à la jambe

1 du mécanismef s11; f v11 et zz11R n'ont pas d'in�uence sur l'erreur de position de la jambe 2 (et récipro-

quement). Finalement, la matrice de sensibilité a la forme :

S =

2

6
6
6
6
6
6
4

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
@_e1

@zz11R
0

@_e1

@fv11
0

@_e1

@fs11
0

0
@_e2

@zz12R
0

@_e2

@fv12
0

@_e2

@fs12

3

7
7
7
7
7
7
5

(4.43)

Résultats de l'analyse de sensibilité

A�n de savoir quel couple de paramètres ([zz11R ; zz12R ], [f v11; f v12] ou [f s11; f s12]) est prépondérant dans

le modèle dynamique, la forme analytique de la matrice de sensibilité complète a été calculée à l'aide du

logiciel de calcul formel MuPAD. Elle n'est pas présentée ici du fait de sa complexité, venant en particulier

des dérivées partielles de termes dépendant des matrices Jacobiennes.

En calculant la matrice de sensibilité en chaque point d'unetrajectoire, on obtient des valeurs non or-

données et sans unité. Il est donc nécessaire de faire appel àdes outils statistiques a�n de trier et comparer

la sensibilité de chaque paramètre le long de la trajectoire.

L'approche statistique choisie ici consiste à tracer la loide distribution de chaque paramètre, obtenue

pour chaque trajectoire de la manière suivant :

� La trajectoire est échantillonnée à 1 kHz, et les efforts sont calculés à chaque itération grâce au modèle

dynamique identi�é.

� A chaque itération, on calcule la valeur de la matrice de sensibilité S en y injectant les positions,

vitesses et accélérations de la trajectoire ainsi que les efforts calculés.

� Finalement, une étude statistique utilisant la toolbox « Distribution Fitting tool » de Matlab est réa-

lisée pour chaque trajectoire, a�n d'obtenir la loi de distribution de chaque terme de la matrice de

sensibilité.

A chaque itération, le termesi;j représente l'in�uence dujèmeterme ded� sur leièmeterme dedX . Soit

Sij le vecteur composé du termesi;j calculé à chaque itération.

Pour chacune des trajectoires, on a donc six vecteursSij correspondant aux six termes non nuls de la

matrice de sensibilité. La �gure4.4représente les lois de distribution de chacun de ces six termes.

On rappelle que la loi de distribution trace la densité de distribution d'un paramètre en fonction de sa

valeur. A�n d'illustrer le principe d'une loi de distribution, on prend comme exemple les lois de distribution
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(a) Trajectoire d'identi�cation 1
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(b) Trajectoire d'identi�cation 3
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(d) Trajectoire d'identi�cation 4

FIGURE 4.3 – Loi de distribution des éléments de la matrice de sensibilité pour chaque trajectoire d'identi-
�cation

calculées sur la première trajectoire d'identi�cation, etdont les résultats sont présentés sur la �gure4.3(a).

Sur cette �gure, on voit que :

� 1.25% des valeurs de la sensibilité par rapport au paramètrezz11R valent 40.

� 0.54% des valeurs de la sensibilité par rapport au paramètrezz12R valent 40.

� Pour les autres paramètres, aucune valeur ne dépasse 10, leur densité est donc nulle au dessus de cette

valeur.

Les termes les moins in�uents sont donc ceux dont la loi de distribution est concentrée vers l'axe des

abscisses nulles. Pour les quatre trajectoires, on remarque donc que les termes liés aux frottementsf s1i et

f v1i sont moins in�uents que les termes d'inerties regroupéeszz1iR (i = 1; 2).

Finalement, cette étude a permis de distinguer la forte sensibilité du modèle dynamique par rapport

aux valeurs des termes d'inertie regroupéeszz11R et zz12R , qui sont donc les paramètres choisis pour la
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commande adaptative. La prochaine partie présente la méthodologie d'adaptation des termes d'inerties

regroupées appliquées au prototype de mécanisme cinq barres ainsi que la comparaison des résultats expé-

rimentaux de traversée avec et sans commande adaptative.

4.3.2 Commande adaptative du mécanisme 5 barres

On cherche à mettre en place la loi de commande présentée dansla partie4.2 a�n d'adapter les termes

d'inertie regroupéeszz11R et zz12R . D'après le modèle dynamique identi�é du mécanisme à cinq barres, le

modèle d'état présenté par l'équation (4.16) s'écrit :

_X = AX + BM̂ � 1� :~� (4.44)

avec :

� M̂ � 1 =

 "
ẑz11R 0

0 ẑz12R

#

+ m3RJT
p Jp

! � 1

� � =

"
•q1 0

0 •q2

#

D'après ce modèle d'état, et en appliquant la démarche présentée dans la section4.2, au cas du méca-

nisme à cinq barres, on peut donc mettre en place une commandeadaptative qui permet de calculer à chaque

itération la nouvelle valeur des termes d'inerties regroupées grâce à l'équation :

"
ẑz11R (t + dt)

ẑz12R (t + dt)

#

=

"
ẑz11R (t)

ẑz12R (t)

#

� G� � 1M̂KX (4.45)

4.4 Résultats en simulation

Dans un premier temps, on cherche à valider la commande adaptative en simulation. La commande adap-

tative a donc été couplée à la commande multi-modèles et testée sur les deux premières trajectoires de

traversée de singularité présentées dans le chapitre3.

La matrice de gainK, introduite dans l'équation (4.22) est réglée à l'aide d'un placement de pôles, ce

qui permet d'imposer la dynamique de réponse en boucle fermée. Ainsi, le vecteur d'état étant de dimen-

sion quatre, l'équation caractéristique du modèle d'état possède quatre valeurs propres, qui sont �xées a�n

d'atteindre un temps de réponse à cinq pour-cent de 0.1 seconde sans dépassement sur chaque axe (deux

valeurs propres doubles). Ce placement de pôle a été réaliséà l'aide de l'algorithme de placement de pôle

développé dans [Kautsky and Nichols, 1985] et implémenté dans Matlab.

A�n de comparer les erreurs d'asservissement, un indice approprié doit être dé�ni. Il existe plusieurs

indices utilisés dans la littérature pour comparer les performances de suivi de trajectoire de contrôleurs [Pac-

cot et al., 2009] parmi lesquels on distingue :
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FIGURE 4.4 – Comparaison de l'erreur d'asservissement lors du suivi de trajectoire avec et sans adaptation
en simulation Simulink
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� La moyenne de l'erreur d'asservissement :m̂ = 1
n

nP

i =1
e(i )2

� L'écart-type de l'erreur d'asservissement :ec =
r

1
n

nP

i =1
(e(i ) � m̂)2

� La moyenne quadratique (Root Main Square) de l'erreur d'asservissement :̂mq =
r

1
n

nP

i =1
e(i )2

Dans le cadre de notre étude, la moyenne quadratique a été retenue a�n de comparer les différentes lois

de commande.

La �gure 4.4(a)(respectivement4.4(b)) représente les erreurs d'asservissement lors du suivi de la trajec-

toire de traversée 1 (respectivement la trajectoire 2), dé�nies dans la section3.4.1, ainsi que l'évolution des

termes d'inertie. Pour chaque trajectoire, l'erreur d'asservissement avec et sans adaptation sont représen-

tées. En simulation, les erreurs d'asservissement sont uniquement dues à la présence de bloqueurs d'ordre

zéro générant un retard de la consigne. A�n d'avoir un comportement plus proche du cas réel, la commande

en couples calculés utilise un modèle délibérément faux : une erreur de l'ordre de 10% est ajoutée aux

valeurs des termes d'inerties regroupées initiaux.

On remarque que l'erreur d'asservissement est largement réduite par la commande adaptative. Le ta-

bleau4.1 récapitule l'ensemble des moyennes quadratiques des erreurs d'asservissement, dont les valeurs

con�rment les bienfaits de la commande adaptative.

TABLE 4.1 – Moyenne quadratique de l'erreur d'asservissement en simulation (en radian)

Sans adaptation Avec adaptation
m̂q1 m̂q2 m̂q1 m̂q2

Trajectoire 1 0.01985 0.01916 0.00570 0.00558
Trajectoire 2 0.03493 0.02453 0.00142 0.00818

Néanmoins, lors du suivi de chacune des quatre trajectoiresde traversée, les termes inertiels augmentent

fortement. La commande adaptative est réglée pour adapter ces termes tant que l'erreur d'asservissement

est supérieure à une valeur seuil. On remarque sur les �gures4.4(a)et4.4(b)que les termes inertiels n'évo-

luent plus après une seconde, l'erreur d'asservissement étant alors inférieure à la valeur seuil.

Finalement, ces simulations ont donc permis de montrer ce que peut apporter la commande adaptative

a�n d'améliorer la robustesse et la précision du suivi de trajectoire lors de la traversée de singularité de Type

2. En particulier, on remarque que lors de la traversée de singularité (àt = 1sec), la commande adapta-

tive maintient une erreur d'asservissement faible malgré l'utilisation du modèle dynamique réduit (modèle

2 (4.2)).

La prochaine section présente les essais expérimentaux permettant de valider l'intérêt de la commande

adaptative couplée à la commande multi-modèle.
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4.5 Résultats expérimentaux

La commande adaptative a été implémentée sous CIDE et testéesur de nombreuses trajectoires. On s'inté-

resse ici aux quatre trajectoires déjà présentées dans le chapitre3, représentées sur la �gure4.5.

Singularités de Type 1
Singularités de Type 2

 

0

0.1

0.2

0.3

0.4

-0.2 -0.1 0 0.1 0.2

Mode 1

Mode 2

Traj. 1

Traj. 2

Traj. 3

Traj. 4

FIGURE 4.5 – Trajectoires de traversée au sein de l'espace de travail du mécanisme cinq barres

La matrice de gainsK est ici réglée de manière similaire à la section4.4.
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4.5.1 Trajectoire numéro 1

La �gure 4.6(a)représente les résultats en simulation de suivi de trajectoire numéro 1 avec et sans adapta-

tion. On remarque :

� Une augmentation importante de l'erreur d'asservissementen l'absence d'adaptation après 0.6 se-

condes (�gure4.6(a)) : ceci est dû à l'utilisation du modèle dynamique réduit.

� La commande adaptative parvient à largement réduire cette augmentation, assurant une meilleure

précision et une meilleure robustesse de la traversée.

� L'erreur d'asservissement est globalement plus faible lorsque la commande adaptative est utilisée.

� m̂q1 sans adaptation : 1.4810� 4rad ; avec adaptation : 1.1310� 4rad.

� m̂q2 sans adaptation : 1.1310� 4rad ; avec adaptation : 0.9510� 4rad.

La �gure 4.6(b) représente les dérivées temporelles des efforts dans les actionneurs lors du suivi de

la trajectoire 1. Cette valeur permet de visualiser les discontinuités des efforts lors de la traversée de sin-

gularité. En l'absence de commande adaptative, on remarquede fortes perturbations de ces dérivées. Or,

celles-ci sont grandement atténuées par la commande adaptative.

Finalement, la commande adaptative remplit totalement sonrôle dans le cas de la trajectoire 1, en limi-

tant les discontinuités des efforts et en diminuant grandement l'erreur d'asservissement lors de la traversée.
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FIGURE 4.6 – Résultats expérimentaux lors du suivi de la trajectoire 1
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4.5.2 Trajectoire numéro 2

De manière analogue à la trajectoire numéro 1, la �gure4.6(a)représente les résultats en simulation de suivi

de trajectoire numéro 2 avec et sans adaptation.

Globalement, l'ordre de grandeur de l'erreur d'asservissement est similaire pour les essais avec adapta-

tion et sans adaptation. Ainsi, la moyenne quadratique de l'erreur est similaire pour chaque essais :

� m̂q1 sans adaptation : 10.8710� 3rad ; avec adaptation : 11.1810� 3rad.

� m̂q2 sans adaptation : 22.9510� 3rad ; avec adaptation : 23.4310� 3rad.

Malgré cela, on remarque que la commande adaptative permet de limiter l'augmentation de l'erreur

d'asservissement lors de l'utilisation du modèle simpli�é. Ainsi, les fortes variations de l'erreur d'asservis-

sement aprèst = 0:6secsont inexistantes avec la commande adaptative.

La �gure 4.7(b) représente les dérivées temporelles des efforts d'actionnement. On remarque encore

une fois que la commande multi-modèles engendre une variation brusque des efforts lors de la traversée,

variation supprimée par la commande adaptative.
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FIGURE 4.7 – Résultats expérimentaux lors du suivi de la trajectoire 2
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4.5.3 Trajectoire numéro 3

La �gure 4.8(a)représente les erreurs d'asservissement avec et sans adaptation lors du suivi de trajectoire

de traversée numéro 3. Cette trajectoire étant plus lente que les autres, la commande utilise le modèle réduit

pendant un temps plus long. Par conséquent, l'augmentationde l'erreur d'asservissement liée à l'utilisation

du modèle réduit est plus importante pour cette trajectoire.

La commande adaptative permet de supprimer cette divergence. La moyenne quadratique de l'erreur

con�rme cette observation :

� m̂q1 sans adaptation : 11.6510� 3rad ; avec adaptation : 6.1110� 3rad.

� m̂q2 sans adaptation : 10.2510� 3rad ; avec adaptation : 7.5510� 3rad.

On remarque en�n sur la �gure4.8(b)qu'à faible vitesse, la commande adaptative n'engendre pasde

variations rapides des couples.
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4.5.4 Trajectoire numéro 4

La �gure 4.9(a)représente les erreurs d'asservissement avec et sans adaptation lors du suivi de trajectoire de

traversée numéro 4. Cette trajectoire nécessite des vitesses et accélérations supérieurs à celles nécessaires

pour le suivi des autres trajectoires, ce qui explique que l'erreur d'asservissement est supérieure lors de cet

essai. Ici encore, la commande adaptative permet de réduirecette erreur d'asservissement, ce qui se véri�e

en observant la moyenne quadratique de cette erreur :

� m̂q1 sans adaptation : 38.4710� 3rad ; avec adaptation : 27.0310� 3rad.

� m̂q2 sans adaptation : 47.3210� 3rad ; avec adaptation : 41.7710� 3rad.

La �gure 4.9(b) représente la dérivée temporelle des efforts dans les actionneurs lors du suivi de la

trajectoire 4. Ici encore, on distingue une forte oscillation lors de la traversée de singularité (pourt =

0:62sec). Cette oscillation, qui traduit une variation rapide du couple, est supprimée grâce à la commande

adaptative.
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4.6 Conclusion

Le chapitre précédent présente une commande en couples calculés multi-modèles permettant de suivre une

trajectoire de traversée de singularité sans que la commande ne calcule d'efforts divergents. La commande

multi-modèle étant basée modèle, elle est particulièrement sensible aux erreurs de modélisation. En parti-

culier, on remarque expérimentalement que la moindre erreur de positionnement lors de la prise d'origine

machine peut empêcher le mécanisme de traverser la singularité. De plus, l'utilisation du modèle simpli�é

peut engendrer une augmentation de l'erreur d'asservissement.

A�n d'améliorer la robustesse de la commande aux erreurs de modélisation, ce chapitre propose une

loi de commande adaptative couplée à la commande multi-modèle. A�n d'adapter les paramètres prépon-

dérants, une étude de sensibilité est réalisée. Cette étudedistingue les termes d'inerties regroupées comme

étant prépondérants dans le cas de notre prototype. En mettant en place une commande adaptative sur le

mécanisme à cinq barres, on prouve à la fois en simulation et expérimentalement que cette commande

permet de considérablement diminuer l'augmentation de l'erreur d'asservissement lors de la traversée de

singularité. On remarque également qu'elle limite les variations rapides des couples calculés, ménageant

ainsi les moteurs.

En�n, on remarque que la commande adaptative est beaucoup moins sensible aux erreurs de prise d'ori-

gine machine. Une étude statistique détaillée, regroupantles résultats de suivi de trajectoires de traversée

réalisés un grand nombre de fois n'a cependant pas été réalisée. Cette étude permettrai de valider l'intérêt

de la commande adaptative, puisque cette commande a toujours permis la traversée de singularité expéri-

mentalement.

Malgré l'application de la commande adaptative, il existe toujours un risque pour que la traversée de

singularité échoue. Dans ce cas, le mécanisme peut s'arrêter dans une position singulière. Dans une telle

situation, il est nécessaire de mettre au point une méthodologie permettant de déplacer le mécanisme en

dehors du lieu des singularités de Type 2.



5
Méthodologie pour sortir d'une singularité de

Type 2

Malgré toutes les précautions prises précédemment, le mécanisme peut ne pas réussir à tra-

verser la singularité et rester bloqué dans le lieu des singularités. Dans un contexte industriel

comprenant une cellule robotisée, dont l'utilisateur n'a qu'un accès limité, le robot doit pouvoir

se déplacer s'il est à l'arrêt en position singulière a�n de reprendre sa tâche. Ce chapitre pro-

pose donc une solution a�n de sortir un mécanisme à l'arrêt enposition singulière de manière

autonome.
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5.1 Dif�cultés liées à l'arrêt en position singulière

A�n de déplacer un mécanisme à l'arrêt en position singulière en dehors du lieu des singularités de Type 2,

deux dif�cultés apparaissent. Dans un premier temps, le modèle dynamique dégénère et il est impossible de

calculer les efforts à appliquer a�n de suivre une trajectoire désirée. Dans un second temps, le mécanisme

peut sortir dans un des différents modes d'assemblages, correspondant aux différentes solutions duMGD,

sans que l'utilisateur en aie connaissance. A�n de connaître la position de la plate-forme mobile, il est

nécessaire d'obtenir une information renseignant le mode d'assemblage dans lequel le mécanisme sort.

5.1.1 Mode d'assemblage de sortie

On considère un mécanisme à l'arrêt dans une singularité de Type 2. La position initiale de la plate-forme

mobile est donc connue.

Par dé�nition, en singularité de Type 2 plusieurs modes d'assemblage sont confondus. Chaque mode

d'assemblage correspond à une solution du modèle géométrique direct. Dès lors que le mécanisme sort de

sa position singulière, leMGD ne permet plus de connaître la position de la plate-forme sans avoir d'infor-

mation concernant le mode d'assemblage dans lequel le mécanisme se déplace.

L'objectif de cette section étant de mettre en place une méthode permettant de sortir un mécanisme

à l'arrêt dans une singularité sans ajouter de capteurs ou d'actionneurs supplémentaires, il est nécessaire

d'anticiper le mode d'assemblage dans lequel le mécanisme sort.

La solution proposée est de calculer le torseur cinématiquede la plate-forme mobilet , puis d'en déduire

par intégration numérique la position de celle-ci, et donc le mode d'assemblage dans lequel le mécanisme

sort. A�n de calculer ce torseur cinématique, seul le modèledynamique peut être utilisé. Or lorsqu'un

mécanisme est en singularité de Type 2 ce dernier dégénère comme le montre la section suivante.

5.1.2 Dégénérescence du modèle dynamique en singularité deType 2

Le modèle dynamique complet d'un mécanisme parallèle, décrit dans le chapitre2, s'écrit sous la forme :

� = wb + B T
p � 2

wp = A T
p � 2

(5.1)

où wb et wp sont dé�nies dans les équations (2.41) et (2.43).

En dehors des singularités de Type 2, la matriceA p est inversible et le modèle dynamique complet

s'écrit sous la forme :

� = wb + JT
p wp (5.2)

En singularité de Type 2,A p n'est pas inversible et il existe alors une in�nité de vecteur � 2 véri�ant le

système d'équations (5.1).
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Dans le chapitre2, nous avons vu que la dégénérescence du modèle dynamique pouvait être évitée si

le torseur des efforts appliqués par les forces extérieureset les jambes sur la plate-forme mobilewp étaient

réciproques à la direction du mouvement incontrôlable de laplate-formet s. Cette condition, détaillée dans

la section2.3.1, se traduit par le critère (2.46) rappelé ici :

t T
s wp = 0 (5.3)

Puisque ce critère ne dépend, à un instant donné, que de l'état du mécanisme (position, vitesse et accé-

lération), il est possible de générer une trajectoire optimale respectant ce critère à tout instant. Cependant, il

est impossible de générer un mouvement orthogonal au lieu des singularités. En effet, en dérivant le modèle

cinématique du mécanisme on obtient :

A p_t + _A pt = B p•qa + _B p _qa (5.4)

Lorsque le mécanisme est à l'arrêt, les vecteurst et qa sont nuls, on a donc :

A p_t = B p•qa (5.5)

Si le mouvement de la plate-forme mobile est orthogonal à la singularité, il existe un entier� tel que

t = � t s. Dans ce cas, d'après l'équation (5.5) et par dé�nition du vecteurt s, on aB p•qa = 0 et donc

•qa = 0 (puisque la matriceB p est régulière) En générant une trajectoire respectant le critère de non-

dégénérescence, on ne peut donc que se déplacer suivant le lieu des singularités et non pas en sortir.

Dans la suite de ce chapitre, on adopte une stratégie différente consistant à appliquer des efforts connus

dans les actionneurs, puis à en déduire la trajectoire suivie par la plate-forme mobile.

5.1.3 Proximité d'une singularité de Type 2

Comme vous l'avons vu dans le chapitre2, il existe un espace autour des singularités de Type 2 au sein

duquel le modèle dynamique du mécanisme dégénère. Ainsi, sila traversée de singularité ne fonctionne

pas, le mécanisme ne s'arrêtera jamais exactement sur le lieu de la singularité de Type 2. Puisque la plate-

forme mobile a un degré de liberté non contraint orthogonal au lieu des singularités, les différents jeux dans

les articulations peuvent permettre un déplacement du mécanisme suivant la direction de ce degré de liberté

non contraintt s. Ce phénomène est représenté sur la �gure5.1dans le cas du mécanisme à cinq barres.

Ainsi, il est impossible de connaître la position exacte du mécanisme à proximité de la singularité, et le

mécanisme sortira toujours dans le mode d'assemblage dans lequel il se trouve, sans que l'utilisateur ne le

connaisse. Avant de sortir d'une singularité, une premièreétape consiste donc à s'assurer que le mécanisme

se trouve en position singulière.

La prochaine section présente la méthode de sortie de singularité, qui consiste à appliquer des efforts

assurant que le mécanisme se trouve en position singulière,puis à appliquer des efforts permettant au

mécanisme de sortir de cette position tout en prévoyant en simulation le mode d'assemblage dans lequel le

mécanisme sort.
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Lieu des singularités
de Type 2

tS

Direction du mouvement 
incontrôlable

FIGURE 5.1 – Positions possibles d'un mécanisme à cinq barres arrêté en position singulière

5.2 Méthodologie de sortie

Généralement, asservir un mécanisme consiste à calculer les efforts à appliquer sur les actionneurs a�n

d'obtenir le comportement du mécanisme désiré. La solutionproposée ici est d'utiliser une approche in-

verse : en appliquant des couples précalculés, on peut déduire du modèle dynamique l'évolution de torseur

cinématique de la plate-forme mobilet , puis par intégration numérique la position de celle-ci.

En singularité de Type 2, le mécanisme est localement suractionné. Son comportement peut donc être

décrit par le modèle dynamique inverse des mécanismes suractionnés, qui s'exprime sous la forme :

JT
pinv

� = M red(x)_t + H red(x; t ) (5.6)

avec

� Jpinv = B � 1
p A p

� M red la matrice d'inertie du modèle dynamique inverse du mécanisme sur-actionné,

� H red le vecteur regroupant les termes de Coriolis, centrifuges et les forces extérieurs appliquées au

mécanisme sur-actionné.

Les expressions complètes de ces deux matrices sont détaillées dans l'AnnexeE. En réarrangeant l'équa-

tion (5.6), on obtient donc l'expression de la dérivée temporelle du torseur cinématique de la plate-forme

mobile sous la forme :

_t = M � 1
red(x)

�
JT

pinv
� � H red(x; t )

�
(5.7)

L'équation (5.7) permet donc de calculer la dérivée du torseur cinématique de la plate-forme mobile_t

en fonction des efforts appliqués, et ce lorsque le mécanisme est en position singulière. À chaque itération,

on déduit la position de la plate-forme mobilex par intégration numérique de la valeur du torseur ciné-

matique de la plate-forme mobile_t . Ainsi, il est possible d'anticiper le mode d'assemblage dans lequel le

mécanisme se déplace.
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Cependant, lorsque le mécanisme est en position singulière, les efforts appliqués� peuvent engendrer un

mouvement tel que le mécanisme se déplace sur le lieu des singularités, ce qui ne permet pas au mécanisme

de sortir de sa position singulière. La prochaine section a pour objectif de présenter la méthode permettant

d'éviter de générer un ensemble de couples ne permettant pasde sortir du lieu de singularité

5.3 Condition de non sortie

En général, le calcul du lieu des singularités au sein de l'espace de travail est dif�cile et ne peut se faire

directement [Merlet, 2006b]. L'écriture d'une équation analytique assurant que la plate-forme mobile ne

reste pas en position singulière est donc complexe. En revanche, la partie suivante montre qu'il est possible

de trouver une condition cinématique assurant que le mécanisme reste en position singulière.

D'après la section2.3.1, en singularité de Type 2, le vecteurt s (représentant le déplacement incontrôlé

dans la position singulière) est vecteur propre de la matriceA p (équation (2.44)) :

A pt s = 0 (5.8)

En dérivant temporellement cette équation, on obtient :

A p_t s + _A pt s = 0 (5.9)

Si l'équation (5.9) est respectée,t T
s wp est constant. Or, les efforts appliqués sont calculés de sorte que

le critère (5.3) soit respecté dès l'instant initial. L'équation (5.9) assure donc que le critère (5.3) est toujours

respecté. Par dé�nition on a :

_A p =
X

i

�
@A p

@xi
_x i +

@A p

@qi
_qi

�
(5.10)

où x i (respectivementqi ) est la iième coordonnée du vecteurx (respectivementq). En multipliant l'équa-

tion (5.10) à droite par le vecteurt s, on obtient :

_A pt s =
X

i

�
@A p

@xi
t s _x i +

@A p

@qi
t s _qi

�

= A d
xv + A d

q _q = A d
xD � 1t + A d

q _q

(5.11)

où la iièmecolonne deA d
x (respectivementA d

q) est égale à@A p

@xi
t s (respectivement@A p

@qi
t s).

En introduisant le modèle cinématiqueA pDt = B p _q (présenté dans le chapitre1) dans l'équation (5.11)

on obtient :

_A pt s = A d
xD � 1t + A d

qB � 1
p A pDt

=
�
A d

xD � 1 + A d
qB � 1

p A pD
�

t = A x t
(5.12)
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En introduisant cette équation dans l'équation (5.9), on a �nalement :

A p_t s + A x t = 0 ) t = � A � 1
x A p_t s = A t _t s

) _t = _A t _t s + A t•t s

(5.13)

Cette équation est donc un critère cinématique sur le torseur cinématique de la plate-forme mobilet qui

assure que la plate-forme mobile se déplace sur le lieu des singularités de Type 2.

On a vu dans la section5.2qu'en singularité de Type 2 le modèle dynamique direct du mécanisme est

donné par l'équation (5.7). Donc, si on véri�e :

_A t _t s + A t•t s = M � 1
red(x)

�
JT

pinv
� � H red(x; t )

�
(5.14)

le mécanisme reste sur le lieu des singularités.

Il est donc possible de déplacer un mécanisme bloqué en singularité de Type 2 en dehors de cette

singularité en appliquant la méthode suivante :

� On choisit des efforts à appliquer� . Remarquons que ces efforts peuvent ne pas être constants, et

qu'une ré�exion basée sur l'étude statique du mécanisme (présentée dans le cas du mécanisme à cinq

barres dans la section5.4.2) peut aider à choisir des efforts permettant la sortie.

� En simulation, on peut calculer à chaque itération le torseur cinématique de la plate-forme mobilet

par intégration numérique duMDI donné par l'équation (5.7).

� Si les efforts choisis ne permettent pas de sortir de la singularité (ou permettent une sortie qui ne

convient pas à l'utilisateur), de nouvelles valeurs doivent être testées. Sinon, les efforts peuvent être

appliqués au mécanisme.

A partir de l'équation (5.7), on peut donc connaître la direction de sortie du mécanisme.

5.4 Cas du mécanisme à cinq barres

Dans cette section, la sortie de singularité est illustrée pour le cas d'un mécanisme à cinq barres présenté

dans les chapitres précédents. On rappelle le modèle dynamique identi�é et présenté dans le chapitre2 :

� = wb + B T
p � 2; (5.15)

A T
p � 2 = wp (5.16)

avec

wp = m3R

"
•x

•y

#

;

wb =

"
zz11R •q11

zz12R •q12

#

+

"
f v11 _q11

f v12 _q12

#

+

"
f s11signe( _q11)

f s12signe( _q12)

# (5.17)



Méthodologie pour sortir d'une singularité de Type 2 119

où les valeurs des paramètres identi�és sont données dans lasection2.4.1.1.

5.4.1 Calcul du torseur cinématique de la plate-forme

D'après le modèle dynamique identi�é (5.16), on a :

"
•x

•y

#

=

 

m3R +

"
zz11R 0

0 zz12R

#

B � 1
p A p

! � 1

 

� �

"
zz11R 0

0 zz12R

#

B � 1
p

_A p

"
_x

_y

#

�

"
f v11 _q11

f v12 _q12

#

�

"
f s11signe( _q11)

f s12signe( _q12)

#!

(5.18)

Par intégration numérique, la position initiale étant connue, on peut en déduire la valeur du vecteur_x à

chaque itération. Ce vecteur est relié au torseur cinématique de la plate-formet par la relation :

_x = Dt ) D =

"
1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

#

(5.19)

Finalement, on peut calculer à chaque itération le torseur cinématique de la plate-forme a�n d'en déduire

le mode d'assemblage dans lequel le mécanisme sort. On cherche désormais à déterminer les efforts de

consigne� c à appliquer a�n de s'assurer que le mécanisme sorte de la position singulière.

5.4.2 Choix des efforts appliqués

D'après la modélisation cinématique présentée dans l'Annexe A appliquée au prototype de mécanisme à

cinq barres, et puisqu'en singularité de Type 2 la directiondu mouvement incontrôlable est donnée par

l'expression :

t s =

"
� sin(q11 + q21 � � )

cos(q11 + q21 � � )

#

(5.20)

Il est possible de véri�er à chaque instant que les efforts appliqués engendrent un mouvement de la

plate-forme tel que l'expression (5.13) est véri�ée, auquel cas le mécanisme se déplacera le long dulieu

des singularités au lieu d'en sortir. Cependant, cette expression ne permet pas de déterminer directement les

couples à appliquer puisqu'il existe une in�nité de couplesengendrant la sortie de singularité.

A�n de choisir les couples à appliquer parmi cette in�nité desolutions, on propose un algorithme en

quatre étapes :

� Choix de la direction de sortie : ce choix dépend uniquement de l'utilisateur et des contraintes asso-

ciées à la position dans lequel le mécanisme est arrêté. Éventuellement, ce choix détermine également

le mode d'assemblage dans lequel le mécanisme se déplace.
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Lieu des singularités
de Type 2

C 
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t 1 t 2

FIGURE 5.2 – Mécanisme à cinq barres en singularité de Type 2

� Choix du signe de chaque effort : a�n de s'assurer que le critère de non sortie (5.13) n'est pas respecté,

le signe des efforts doit être choisi de sorte que les forces appliquées par les jambes sur la plate-

forme mobile ne soient pas toutes orientées vers l'extérieur de la plate-forme. En effet, si toutes ces

forces sont orientées vers l'extérieur, le mécanisme se déplacera suivant le lieu des singularités et

l'équation (5.13) sera toujours respectée.

� Un mécanisme à l'arrêt ne sera jamais parfaitement stable, puisqu'il a un degré de liberté non contraint.

Ainsi lorsque le mécanisme s'arrête il se retrouve généralement proche d'une singularité. Spontané-

ment, il sortira donc dans le mode d'assemblage courant, quele contrôleur ne peut distinguer. Il est

donc préférable d'appliquer dans un premier temps un effortléger sur un des actionneurs a�n de

rapprocher au maximum le mécanisme du lieu des singularités.

� Choix de la valeur des efforts : la dernière étape consiste à choisir une valeur pour chaque effort. Tout

comme lors de l'étape précédente, si la norme de la résultante des efforts appliqués par les jambes

sur la plate-forme est orientée vers l'extérieur et est supérieure à la norme de la résultante de ceux

orientés vers la plate-forme, le mécanisme ne sortira pas desa position singulière (autrement dit, si

la force "tirant" le mécanisme est plus forte que celle le "poussant"). Ici encore, ce choix se fait en

prenant en compte les propriétés du mécanisme et de ses actionneurs, de sorte que le mécanisme ne

risque pas d'être endommagé.

La prochaine partie présente les résultats expérimentaux de sortie de singularité.

5.4.3 Résultats expérimentaux

Deux exemples de sortie de singularités sont présentés ici.

Premier exemple

On considère le mécanisme à cinq barres bloqué en position singulière telle queq11 = 2:027rad et q12 =

�= 2 rad (position représentée sur la �gure5.2). L'exemple proposé consiste à déplacer le mécanisme vers la

gauche, les efforts à appliquer sont donc positifs. A�n d'assurer la sortie, on choisit un effort supérieur sur
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le second moteur :� = [0:2N:m; 0:5N:m]T . A�n de s'assurer que le mécanisme est en position singulière,

l'effort est appliqué sur le second actionneur 0.3 seconde après le premier. Pendant ce laps de temps, le

second actionneur est donc bloqué.

La �gure 5.3(a)représente la trajectoire réelle du mécanisme, la trajectoire simulée ainsi que les efforts

appliqués. La trajectoire de la plate-forme mobile lors desessais expérimentaux a été calculée a posteriori

en utilisant leMGD du mécanisme, après observation de la direction de sortie dumécanisme.
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(a) Première trajectoire de sortie
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(b) Seconde trajectoire de sortie

FIGURE 5.3 – Comparaison entre trajectoire simulée et trajectoireréelle lors de la sortie de singularités

Second exemple

On considère le mécanisme à cinq barres bloqué en position singulière telle queq11 = �= 2 rad et q12 =

1:115rad.

Dans cet exemple, on propose de déplacer le mécanisme vers lagauche, les efforts à appliquer sont donc

positifs. A�n d'assurer la sortie, on choisit un effort supérieur sur le premier moteur :� = [1N:m; 0:5N:m]T .

A�n de s'assurer que le mécanisme est en position singulière, l'effort est appliqué sur le second actionneur

0.3 seconde après le premier. Pendant ce laps de temps, le second actionneur est donc bloqué.

Tout comme pour le premier exemple, la �gure5.3(b)représente la trajectoire réelle du mécanisme, la

trajectoire simulée ainsi que les efforts appliqués.

Malgré les phénomènes d'instabilité liés à la singularité de Type 2, on remarque que le modèle dyna-

mique permet d'anticiper correctement le mode d'assemblage dans lequel le mécanisme sort.

5.5 Conclusion

À proximité d'une position singulière, la plate-forme mobile a, par dé�nition, un degré de liberté non

contraint. Si un mécanisme s'arrête dans une position proche d'une singularité, il n'est pas possible aujour-
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d'hui de connaître son mode d'assemblage courant sans capteur extéroceptif. Ce chapitre propose donc une

méthode permettant de sortir un mécanisme de sa position singulière tout en connaissant le mode d'assem-

blage dans lequel il se déplace.

Cette méthode consiste à appliquer des efforts connus dans les actionneurs, puis à anticiper les mouve-

ments de la plate-forme mobile en s'appuyant sur la modélisation dynamique de mécanisme surcontraint.

Un critère de non-sortie de singularité a été développé, permettant de déterminer si les efforts appliqués per-

mettent la sortie du mécanisme ou si celui-ci se déplace le long des singularités. Puisque spontanément le

mécanisme sort dans le mode d'assemblage courant, une étapepréliminaire consiste à forcer le mécanisme

à s'approcher de la singularité. Cette méthode a été validéeexpérimentalement sur un mécanisme à cinq

barres pour de nombreuses trajectoires (seuls deux exemples sont présentés ici), et le mode d'assemblage

prédit par le modèle numérique a toujours été celui du prototype.



Conclusion

5.6 Synthèse et contributions

Le sujet de cette thèse porte sur la traversée des singularités de Type 2 des mécanismes parallèles, et ce, a�n

de permettre un changement de mode d'assemblage.

Plusieurs solutions ont été proposées a�n d'augmenter la taille de l'espace de travail des mécanismes

parallèles. Ces solutions, détaillées dans le premier chapitre de ce manuscrit, consistent généralement à

concevoir un mécanisme n'ayant pas de singularité (ce qui n'augmente généralement pas la taille de l'es-

pace de travail de manière signi�cative) ou redondants (ce qui augmente le coût du robot).

Dans les travaux de cette thèse, l'approche abordée consiste à permettre aux mécanismes possédant des

singularités de les traverser a�n d'atteindre l'ensemble des aspects de leur espace de travail.

La première étape consiste à étudier la dégénérescence du modèle dynamique en position singulière.

Le second chapitre de cette thèse présente une méthode de calcul du modèle dynamique d'un mécanisme

parallèle. Cette méthode consiste à séparer virtuellementle mécanisme réel en deux mécanismes virtuels

dont chaque articulation est virtuellement actionnée. Le modèle dynamique de chacune des deux struc-

tures virtuelles ainsi créées est alors calculé. Puis les équations de contraintes géométriques et dynamiques

(exprimées à l'aide des multiplicateurs de Lagrange) sont utilisées a�n de regrouper les deux structures

virtuelles, ce qui permet d'obtenir le modèle dynamique du mécanisme parallèle réel. L'étude de ce mo-

dèle dynamique montre qu'il peut dégénérer en singularitésde Type 2 et en singularités de jambe appelées

LPJTS(Leg Passive Joint Twist System). Le critère à respecter en position singulière a�n d'éviter la dégé-

nérescence de ce modèle est retrouvé pour les singularités de Type 2 et exprimé pour la première fois pour

les singularitésLPJTS. La traversée des singularités de Type 2 est illustrée puis validée en simulation et

en�n sur prototype réel de mécanisme à cinq barres, et sur un mécanisme Tripteron pour les singularités

LPJTS(en l'absence de prototype de mécanisme Tripteron, une analogie entre le mécanisme à cinq barres

et le Tripteron a permis de valider expérimentalement ces résultats).

Les singularitésLPJTSsont rares, contrairement aux singularités de Type 2 qui sont présentes sur la

quasi-totalité des architectures parallèles. La suite de cette thèse se concentre donc sur la mise en place

d'une loi de commande permettant de traverser les singularités de Type 2 de manière �able, robuste et pré-

cise.
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Seule une commande en couples calculés permet de suivre une trajectoire traversant une singularité. Or,

par dé�nition, ces commandes sont basées sur le modèle dynamique du mécanisme. Lorsque le mécanisme

approche d'une singularité, le calcul numérique du modèle dynamique diverge : la matrice Jacobienne qui

dégénère en position singulière n'est pas numériquement inversible sur la singularité et dans un espace

autour de celle-ci. Ainsi, a�n de traverser une singularitéde Type 2, le critère de non-dégénérescence doit

être respecté dans un espace autour de la singularité. Lorsque le mécanisme suit une trajectoire ainsi dé�-

nie, les différentes sources d'approximations engendrentune erreur d'asservissement. Cette erreur fait que

la trajectoire suivie par le mécanisme ne respecte généralement pas le critère de non-dégénérescence en

position singulière. La commande en couples calculés calcule alors des efforts qui divergent, et le méca-

nisme ne peut traverser la singularité. A�n de pallier cettedif�culté, une commande en couples calculés

multi-modèles a été développée. En générant une trajectoire qui assure que le torseur des efforts appliqués

par les jambes et les forces extérieures sur la plate-formewp est nul autour de la singularité, on assure que

celui-ci sera réciproque à la direction du mouvement incontrôlable, et donc que le modèle dynamique ne

dégénère pas. Ce critère ne permet pas, seul, de résoudre le problème de suivi de trajectoire. En revanche, ce

torseur intervient directement dans l'expression du modèle dynamique utilisée par la commande en couples

calculés. Lorsque la trajectoire est plani�ée de sorte quewp = 0, la commande multi-modèles utilise un

modèle dynamique réduit dans lequel ce torseur n'intervient pas. En faisant l'hypothèse que la commande

est correctement réglée, ce modèle réduit décrit le comportement du mécanisme sans possibilité de dégé-

nérescence du modèle : les efforts sont continus pendant la traversée. Cette commande en couples calculés

utilise une surface de passage a�n de changer de modèle dynamique, ce qui garantit que les efforts dans

les actionneurs ne sont pas discontinus. elle a été validée en simulation sur un mécanisme à cinq barres,

puis expérimentalement sur le prototype conçu durant cettethèse. Son application permet de traverser les

singularités de Type 2 en suivant n'importe quelle trajectoire respectant le critère désiré.

La commande multi-modèle a également été validée sur un robot DexTAR, au laboratoire CoRo de

l'ETS Montréal, robot commercialisé par l'entreprise Mecademic. La mise en place de la commande multi-

modèle permet à ce mécanisme de changer de mode d'assemblagede manière robuste.

Lors de l'application de la commande multi-modèle sur le prototype de mécanisme à cinq barres conçu

dans notre laboratoire, l'utilisation du modèle réduit engendre une augmentation sensible de l'erreur d'as-

servissement. A�n de limiter ce phénomène, nous avons couplé la commande multi-modèle à une com-

mande adaptative, présentée dans le chapitre4. En adaptant les paramètres dynamiques du modèle dyna-

mique, la loi de commande a de meilleures performances en termes de suivi de trajectoire. La traversée de

singularités de Type 2 est plus robuste et plus précise lorsqu'elle est couplée à l'approche adaptative.

Malgré les précautions prises, il existe un risque que le mécanisme ne parvienne pas à traverser la

singularité et reste alors bloqué en position singulière. A�n de déplacer un mécanisme arrêté en position

singulière en dehors de celle-ci, le contrôleur doit connaître le mode d'assemblage dans lequel le mécanisme

se déplace. Une méthode permettant de sortir d'une positionsingulière tout en connaissant la direction de

sortie, en l'absence de capteur supplémentaire, est présentée dans le chapitre5. Puisqu'en singularité de
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Type 2, le mécanisme est localement surcontraint, le modèledynamique général d'un mécanisme surcon-

traint est utilisé a�n de calculer le torseur cinématique dela plate-forme mobile, et d'en déduire ainsi la

direction de sortie.

Pour résumer, les contributions de cette thèse sont donc :

� La mise en place d'un critère de non-dégénérescence du modèle dynamique d'un mécanisme parallèle

en singularitéLPJTS.

� Le développement d'une stratégie de plani�cation de trajectoire optimale couplée avec une com-

mande multi-modèles, permettant à tout mécanisme parallèle de traverser une singularité de Type 2

sans discontinuité dans les couples des actionneurs.

� Le couplage de cette loi de commande multi-modèles avec une commande adaptative limitant l'erreur

d'asservissement.

� La mise en place d'une méthodologie permettant de sortir un mécanisme à l'arrêt dans une position

singulière tout en connaissant son mode d'assemblage.

5.7 Perspectives

5.7.1 Application de la traversée de singularité de Type 2 à d'autres architectures

parallèles

La traversée de singularité de Type 2 a été validée sur deux mécanismes plans à cinq barres. Ces deux

mécanismes se déplacent dans un plan orthogonal à la force degravité, ce qui simpli�e légèrement la

traversée de singularités. Il serait donc pertinent de valider la traversée de singularités sur un mécanisme

spatial (par opposition aux mécanismes plans), et donc dontles mouvements de la plate-forme mobile sont

in�uencés par la force de gravité.

5.7.2 Traversée autonome de singularités de Type 2

Une application industrielle envisageable est la mise au point d'une commande permettant la traversée de

singularité de manière totalement autonome. L'objectif est de mettre au point une commande qui détecte la

présence d'une singularité sur son chemin et modi�e la trajectoire (mais sans changer le chemin) de sorte

que le critère de traversée soit respecté et que la commande multi-modèle fonctionne.

Le principal frein au développement de cette commande est lié à la détection de la singularité. Comme

nous l'avons vu dans ce manuscrit, il n'existe pas d'indice de proximité de singularité �able et représentatif

du comportement dynamique du mécanisme. Si un tel indice existait, un calcul polynomial relativement

simple pourrait être mis en place, permettant de recalculerla trajectoire à suivre pendant la traversée de

singularité, et modi�ant la valeur de la surface de passage permettant le changement de modèle de la com-

mande.
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5.7.3 Détection du mode d'assemblage courant

Lors de la traversée de singularité de Type 2, le mécanisme change de mode d'assemblage. Il est cependant

impossible aujourd'hui de connaître le mode d'assemblage courant d'un mécanisme à partir des seules

données fournies par les actionneurs. A�n de connaître le mode d'assemblage courant, trois approches

semblent possibles :

� L'ajout de capteur supplémentaire : cette solution est la plus triviale, mais elle représente un surcoût

important.

� L'utilisation du modèle dynamique : il est aujourd'hui impossible de déduire du modèle dynamique

du mécanisme son mode d'assemblage, cependant il se peut qu'une telle méthode soit un jour décou-

verte.

� La commande par vision : cette commande consiste à calculer la pose du mécanisme à partir de

données fournies par des capteurs extéroceptifs uniquement (généralement des caméras). Dans ce cas,

seules les incertitudes liées à la qualité de l'image et aux algorithmes de reconstruction in�uent sur la

connaissance de la pose de la plate-forme. Cela permet entreautres de supprimer les incertitudes liées

aux erreurs de modélisation, aux jeux dans les articulations, ou encore aux bruits dans les données

capteurs. Il semble que l'utilisation de caméras soit donc vouée à remplacer l'utilisation de capteurs

internes.

5.7.4 Traversée de singularités de contraintes

Les traversées de singularitésLPJTSet de Type 2 ont été validées dans ce manuscrit, cependant la traversée

des singularités de contraintes n'a pas été traitée. La traversée de ces singularités représente un dé� inté-

ressant, puisqu'en traversant une singularité de contrainte un mécanisme parallèle pourrait non seulement

changer de mode d'assemblage, mais également se recon�gurer a�n de changer son mode d'opération.

Ceci pourrait, par exemple, permettre de changer un degré deliberté en rotation en un degré de liberté en

translation, offrant ainsi de nouvelles possibilités de mouvement à la plate-forme mobile.

5.7.5 Choix d'une algèbre différente

Les travaux de cette thèse ont été réalisés en s'appuyant surl'algèbre classique. Cependant, d'autres al-

gèbres sont utilisées dans le monde de la robotique, et leur utilisation permet souvent de simpli�er certaines

problématiques. Parmi ces différentes algèbres, on peut citer l'algèbre de Clifford, l'algèbre de Grassman-

Cayley ou encore la théorie des vis. Ce n'est que dans les années 1960 que David Hestenes réalisa que

toutes ces algèbres ne sont que des sous-structures d'une algèbre appelée Algèbre Géométrique.

Un travail important est aujourd'hui en cours a�n de réécrire les développements scienti�ques existants

en se basant sur cette algèbre, dont le potentiel est gigantesque. Dans le domaine de la robotique, seule la

vision semble aujourd'hui impactée par cette algèbre [Dorst et al., 2002,Hildenbrand, 2008], mais la théorie
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des vis semble surclassée [Hestenes, 2010].

Rien ne prouve que l'application de cette algèbre soit pertinente pour la traversée de singularité de Type

2, cependant ces différents développements sont passionnants et la réécriture de nos connaissances en ro-

botique dans cette algèbre pourrait radicalement changer notre vision de la robotique.

De nombreuses informations traitant de GA sont disponiblesà l'adresse :

https ://staff.fnwi.uva.nl/l.dorst/clifford/
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A
Modélisation géométrique et cinématique du

mécanisme cinq barres

Pour le mécanisme 5 barres, les équations de fermeture de boucle géométrique2.9peuvent s'écrire sous la

forme (i = 1; 2) :

0 = xx0 + yx0 � d2i x1i � d3i x2i (A.1)

que l'on peut développer dans le repère de base sous la forme

0 = x � xA i � d2i cosq1i � d3i cos(q1i + q2i )

0 = y � yA i � d2i sinq1i � d3i sin(q1i + q2i )
(A.2)

où :

� A1 etA2 sont les positions des actionneurs, représentés sur la �gure1.19et tels queA i = ( xA i yA i )
T ,

� d2i est la longueur de la barreA i B i de la jambei (élément proximal),

� d3i est la longueur de la barreB i Ci de la jambei(élément distal),

� x, y, q1i , q2i et q3i sont les coordonnées respectives de la plateforme mobile etdes différents articula-

tions, détaillés dans la partie2.4.1et sur la �gure1.19.

On a de plus d'après la �gure1.19:

0 = � � q11 � q21 � q31 + q12 + q22 (A.3)

En supprimant les termes dépendant decos(q1i + q2i ) ousin(q1i + q2i ) (aveci = 1; 2) dans l'équationA.2,

on obtient les équations de fermeture de boucle réduite2.10reliant les coordonnées des articulations actives

qa aux coordonnées de la plateforme mobilex :

141
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d2
3i = ( x � xB i )

2 + ( y � yB i )
2 (A.4)

avecxB i = xA i + d2i cosq1i et yB i = yA i + d2i sinq1i les coordonnées du pointB i .

On en déduit :

x = f i y + ki ; y =
� pi �

p
p2

i � 4gi r i

2gi
(A.5)

avec

f i = �
yB 2 � y1

xB 2 � xB 1

; gi = f 2
i + 1

ki =
x2

B 1
+ y2

B 1
� y2

B 1
� y2

B 2

2(xB 2 � xB 1 )

pi = 2f i (ki � xB 1 ) � 2yB 1

r i = x2
B 1

+ y2
B 1

� d2
3i + k2

1 � 2k1xB 1

(A.6)

DansA.5, le signe “� ” distingue les deux modes d'assemblage : le signe positif correspond au mode 1 de

la �gure 3.6et le signe négatif au mode 2.

On déduit facilement de les équationsA.2 etA.3 :

q2i = tan � 1

�
y � yB i

x � xB i

�
; (A.7)

q31 = � � q11 � q21 + q12 + q22 (A.8)

En dérivant temporellement l'équationA.4 et en simpli�ant, les matrices cinématiqueA p etB p de2.14

peuvent s'exprimer sous la forme :

A p =

"
c121 s121

c122 s122

#

=

"
xT

21

xT
22

#

(A.9)

avecc12i = cos(q1i + q2i ) et s12i = sin( q1i + q2i ) (i = 1; 2),

B p = d2i

"
sinq21 0

0 sinq22

#

(A.10)

d'où l'expression du modèle cinématique :

A p

"
_x

_y

#

= B p

"
_q11

_q12

#

(A.11)

D'après les dérivés temporelles des équationsA.1 et A.3 on obtient l'expression :

0 = _xx0 + _yx0 � d2i y1i _q1i � d3i y2i ( _q1i + _q2i ) (A.12)

0 = � _q11 � _q21 � _q31 + _q12 + _q22 (A.13)
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En projetant ces équations dans le repère de l'élément2i et en développant on obtient l'expression :

"
c12i s12i

� s12i c12i

# "
_x

_y

#

=

"
d2i sinq2i 0

d2i cosq2i + d3i d3i

# "
_q1i

_q2i

#

(A.14)

pouri = 1; 2.

On remarque que la première ligne deA.14ne fait intervenir_q2i , angle de l'articulation passive au point

B i . En combinant les équationsA.13, A.12 et la seconde ligne deA.14 on obtient :

2

6
4

� s121 c121

� s122 c122

0 0

3

7
5

"
_x

_y

#

=

2

6
4

d21 cosq21 + d31 0

0 d22 cosq22 + d32

� 1 1

3

7
5

"
_q11

_q12

#

+

2

6
4

d31 0 0

0 d32 0

� 1 1 � 1

3

7
5

2

6
4

_q21

_q31

_q22

3

7
5 (A.15)

qui peut s'écrire sous la forme

J tk v � Jka _qa � Jkd _qd = 0 (A.16)

avec

J tk =

2

6
4

� s121 c121

� s122 c122

0 0

3

7
5 (A.17)

Jka =

2

6
4

d21 cosq21 + d31 0

0 d22 cosq22 + d32

� 1 1

3

7
5 (A.18)

Jkd =

2

6
4

d31 0 0

0 d32 0

� 1 1 � 1

3

7
5 (A.19)

et vT = [ _x _y], _qT
a = [ _q11 _q12] et _qT

d = [ _q21 _q31 _q22].

D'après les équationsA.9 et A.19, on observe que

• matrixJkd est constante est jamais singulière. Le robot ne rencontre donc pas de singularitésLPJTS,

• matrix A p est singulière lorsquex21 et x22 sont colinéaires, ce qui correspond à la condition de

singularité de Type 2.

Toutes les vitesses et les quantités d'accélération peuvent alors être calculées sous la forme des équa-

tionsA.11 et A.16 en utilisant les relations2.13et 2.27donnés dans le chapitre2.





B
Modélisation dynamique du mécanisme cinq

barres

On cherche à obtenir le modèle dynamique du mécanisme 5 barres. Pour se faire, on étudie les modèles

dynamiques des structures virtuelles ouvertes puis on combine ces deux modèles grâce aux équations de

fermeture de boucle géométrique et en égalisant les effortsappliqués par les jambes et ceux reçus par la

plateforme mobile. A�n d'obtenir le modèle dynamique de la structure virtuelle ouverte du mécanisme 5

barres, on considère que :

� La jambe 1 est un robot planaire 3R dont le dernier élément estun corps sans masse,

� La jambe 2 est un robot planaire 2R dont le dernier élément estun corps sans masse.

Le tableauB.1 donne l'ensemble des paramètres géométriques de la structure virtuelle ouverte en utili-

sant la notation de Denavit et Hartenberg modi�ée (MDH) [Khalil and Dombre, 2004].

TABLE B.1 – ParamètresMDH pour les repères correspondant aux jambes du mécanisme cinqbarres

ji a j i � j i � j i 
 j i dj i � j i r j i

11 0 1 0 0 d11 = lOA 1 q11 0
21 11 0 0 0 d21 = lA 1B 1 q21 0
31 21 0 0 0 d31 = lB 1C1 q31 0
12 0 1 0 0 d12 = lOA 2 q12 0
22 12 0 0 0 d22 = lA 2B 2 q22 0

Le modèle dynamique inverse complet du mécanisme a été identi�é dans [Gautier et al., 1994] et prend

la forme :
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� t11 =( zz11 + ia11 + d2
21m21)•q11 + zz21(•q11 + •q21)

+ d21mx21((2•q11 + •q21)cosq21 � _q21(2 _q11 + _q21) sinq21)

+ d21my21((2•q11 + •q21) sinq21 + _q21(2 _q11 + _q21) cosq21)

+ fs 11signe( _q11) + fv 11 _q11

� t12 =( zz12 + ia12 + d2
22m22)•q12 + zz22(•q12 + •q22)

+ d22mx22((2•q12 + •q22) cosq22 � _q22(2 _q12 + _q22) sinq22)

+ d21my22((2•q12 + •q22) sinq22 + _q22(2 _q12 + _q22) cosq22)

+ fs 12signe( _q12) + fv 12 _q12

� t21 = zz21(•q11 + •q21)

+ d21mx21(•q11 cosq21 + _q2
11 sinq21)

+ d21my21(•q11 sinq21 � _q2
11 cosq21)

+ fs 21signe( _q21) + fv 21 _q21

� t22 = zz22(•q12 + •q22)

+ d22mx22(•q12 cosq22 + _q2
12 sinq22)

+ d22my22(•q12 sinq22 � _q2
12 cosq22)

+ fs 21signe( _q21) + fv 21 _q21

� t31 = fs 31signe( _q31) + fv 31 _q31

(B.1)

avec

� les paramètreszzj i ; ia j i ; mj i ; mx j i ; myj i ; fs j i ; fv j i sont dé�nis dans la partie2.4.1.1du chapitre2,

� les anglesqj i et les longueursdj i sont dé�nis dans le tableauB.1,

� � t1i est l'effort appliqué dans l'actionneur virtuel situé au point A i ,

� � t2i est l'effort appliqué dans l'actionneur virtuel situé au point B i ,

� � t3i est l'effort appliqué dans l'actionneur virtuel situé au point Ci .

Le vecteur des efforts dans les actionneurs de la structure réelle vaut� ta = [ � t11 � t12 ]T alors que le vec-

teur des efforts dans les articulations passives vaut� td = [ � t21 � t31 � t22 ]T .

Le modèle dynamique inverse du corps virtuel libre correspondant à la plateforme mobile de la structure

réelle est calculé grâce au principe fondamental de la dynamique :

� p1 = m4•x

� p2 = m4•y
(B.2)

avec� pj la j me composante du vecteur� pr de l'équation2.8etm4 est la masse de la palteforme mobile.
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En combinant ces équations avec celles de l'annexeA et en utilisant les résultats présentés dans la

partie2.1.1du chapitre2, on peut directement calculer le modèle dynamique inverse du mécanisme cinq

barres. A�n d'étudier les conditions de dégénérescence du modèle dynamique, on doit exprimer le modèle

dynamique sous la forme :

� td = M d(qt )•qt + Cd(qt ; _qt ) (B.3)

avec

�

M d =

2

6
4

m11
d 0 zz21 0 0

0 0 0 0 0

0 m32
d 0 0 zz22

3

7
5 (B.4)

où m11
d = zz21 + d21(mx21 cosq21 + my21 sinq21) et m32

d = zz22 + d22(mx22 cosq22 + my22 sinq22)

�

Cd =

2

6
4

d21mx21 sinq21 � d21my21 cosq21 0

0 0

0 d22mx22 sinq22 � d22my22 cosq22

3

7
5

"
_q2
11

_q2
12

#

+

2

6
4

fv 21 0 0

0 fv 31 0

0 0 fv 22

3

7
5

2

6
4

_q21

_q31

_q22

3

7
5 +

2

6
4

fs 21signe( _q21)

fs 31signe( _q31)

fs 22signe( _q22)

3

7
5

= C r
d

"
_q2
11

_q2
12

#

+ Fvd _qd + Fsd

(B.5)

En introduisant les équations2.13, 2.25, 2.17, 2.27dans l'équationB.4, et après simpli�cation on obtient

l'expression :

� t d = M x
d(x; qt ) _v + Cx

d(x; qt ; v ) (B.6)

Avec :

�

M x
d = M d

"
J inv

Jqd

#

(B.7)

�

Cx
d = M d

"
Jd

p

Jd
qd

#

v + cr
d

"
(j inv

1 v)2

(j inv
2 v)2

#

+ Fvd Jqd v + Fsd (B.8)

� j inv
i est laime ligne de la matriceJ inv = [ j inv

1 j inv
2 ]T dé�nie dans l'AnnexeA,

� Les matricesJqd , Jd
p etJd

qd
sont des matrices dé�nies par les équations2.13, 2.25et2.17du chapitre2.





C
Application pratique à la conception d'un banc

d'expérimentation pour la traversée de

singularités de Type 2

A�n de valider expérimentalement l'ensemble des travaux dela thèse, nous avons conçu un mécanisme

5 barres. Cette partie a pour objectif de présenter les différentes étapes de sa conception ainsi que de son

identi�cation et sa commande.

C.1 Conception et modélisation 3D d'un mécanisme cinq barres

L'objectif principal du prototype de mécanisme 5R est la traversée de singularité de Type 2. On cherche

donc une géométrie telle que l'espace de travail est fortement impacté par les singularités de Type 2 du

mécanisme. De plus, les éléments de chaque jambe ne doivent pas pouvoir entrer en collision entre eux, et

les articulations ne doivent pas contenir de butées.

Les éléments proximaux (A1 B1 ) et (A2 B2 ) sont situés sur un même plan alors que les éléments distaux

(B1 C) et (B2 C) sont situés chacun sur un plan différent. Cette architecture, inspirée du robot DEXTaR,

limite les collisions entre les différents éléments. Les articulations passivesB1 , B2 et C ont été conçues

a�n de limiter au maximum les frottements. Chacune contientdeux roulements 7200 BECBP de la marque

SKF montés en « O ». Une étude du mécanisme en statique a permisd'estimer les efforts maximums dans

chaque articulation et a donc motivé le choix de ce type de roulement.

La modélisation 3D des jambes du robot, réalisée à l'aide du logiciel CATIA, est présentée sur la �-

gureC.1. Le support du robot est constitué d'une partie en H formant la base stable (�gureC.2) et de deux

poutres verticales sur lesquels est attaché l'ensemble moteur-réducteur relié au robot par des accouplements

149
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A1

A2

C

B2

B1

FIGURE C.1 – Représentation de la modélisation 3D
du prototype réalisée sous le logiciel CATIA

FIGURE C.2 – Modélisation du prototype complet
(robot, support, moteurs et réducteur)

rigides. Lors des premiers essais, le robot comportait des accouplements souples, mais ceux-ci ont engendré

un phénomène de bruit dans la mesure des angles actifs, compliquant ainsi l'identi�cation dynamique et

réduisant la précision du robot. L'ensemble des résultats expérimentaux présentés dans cette thèse a donc

été réalisé à l'aide d'accouplements rigides.

C.2 Fabrication et identi�cation géométrique

Chaque élément des jambes ainsi que les carters de protection des roulements ont été usinés dans un pro�lé

aluminium et assemblés à l'aide de vis.

Une fois le mécanisme usiné et assemblé, une identi�cation géométrique a été réalisée à l'aide d'un

Laser-Tracker Leica AT901 appartenant à l'équipeMMSde l'Institut Pascal.

Le protocole utilisé est le suivant :

� Une fois le Laser Tracker placé en position �xe, la mire de visée est placée sur l'axe de rotation d'une

articulation

� Les coordonnées en 3 dimensions du point mesuré sont enregistrées, puis on répète l'opération sur

chacun des 5 points à mesurer,

� A�n de limiter les erreurs de mesure, cette opération est répétée 5 fois pour chaque position du

mécanisme,
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Mécanisme 5 barres

Réducteur

Moteur

Capteur incrémental

FIGURE C.3 – Photographie du mécanisme complet
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A1

B1

A2

B2

C

L1

L2
L3

L4

a

-0.2 -0.1 0 0.1 0.2

0

0.1

0.2

0.3

0.4

-0.3

-0.2

-0.1

FIGURE C.4 – Espace de travail et singularités du pro-
totype

FIGURE C.5 – Exemple d'interpolation circulaire
pour le pointB1

FIGURE C.6 – Valeurs géométriques

Paramètre
Valeur Valeur

désirée (m) mesurée (m)

a 0.28 0.2822
L1 0.21 0.2130
L2 0.19 0.1888
L3 0.19 0.1878
L4 0.21 0.2130

� Le mécanisme est déplacé manuellement, et une nouvelle série de mesure est réalisée,

� L'ensemble des coordonnées obtenues a été importé dans Matlab. Les coordonnées des articulations

actives ont été calculées en faisant la moyenne des valeurs mesurées, alors qu'une interpolation cir-

culaire a permis d'identi�er les longueurs des autres éléments (la �gure C.5 représente un exemple

de cette interpolation),

� Pour chaque position, les angles des articulations activesont été comparés aux données des capteurs

incrémentaux a�n de véri�er leur étalonnage.

La �gure C.4 représente l'espace de travail du prototype réalisé. Les valeurs géométriques désirées

et celles mesurées sont indiquées dans le tableauC.6. D'après l'étude des données du Laser-Tracker, ces

valeurs ont été identi�ées avec une précision de� 1:10� 4 m.

C.3 Actionneurs et méthode de commande

L'actionnement du robot se fait à l'aide de deux moteurs brushless SSD PARVEX couplés à des réducteurs

SSD PARVEX de 1/15. Ces moteurs sont équipés de capteurs incrémentaux, dont la résolution a été véri�ée

à l'aide d'un Laser-Tracker (voir partieC.2).

La commande de ces deux servomoteurs est réalisée grâce à unearmoire de commande équipée d'un

module Smart Motion SMI6 Adept et de 6 variateurs (pour le robot 5 barres, seuls deux variateurs sont

utilisés). La carte d'acquisition est commandée à l'aide dulogiciel Adept Cerebellum Automation Integra-

ted Development (CIDE) fonctionnant en langage C. Un environnement graphique estgénéralement utilisé
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pour commander les robots Adept : Cerebellum Automation Library (CALibrary), cependant cet environ-

nement ne permet pas la commande en effort des actionneurs.

La commande du robot a donc été réalisée grâce au logicielCIDE, qui permet d'accéder à toutes les in-

formations en s'affranchissant des sécurités Adept. J'ai participé à une formation de 4 jours dans les anciens

locaux d'Adept FRANCE (aujourd'hui rapatriés aux USA) a�n de découvrir les différentes fonctionnalités

du logiciel.





D
Modélisation cinématique et dynamique du

mécanisme Tripteron

D.1 Modélisation cinématique

Pour le mécanisme Tripteron, les équations de fermeture de boucle 2.9 peuvent s'écrire sous la forme

(i = 1; 2; 3) :

0 = xx0 + yx0 + zz0 � xA i � xD i P � q1i x1i � d3i x2i � d4i x3i (D.1)

En développant ces équations sur le repère de chaque jambe, on obtient :

0 = i xD i � i xA i � d2i cosq2i � d3i cos(q2i + q3i )

0 = i yD i � i yA i � d2i sinq2i � d3i sin(q2i + q3i )

0 = i zD i � r1i

(D.2)

et

0 = q2i + q3i + q4i (D.3)

où i xD i ,
i yD i et i zD i sont les points coordonnées des pointsD i dans le repère de la jambei ,

1xD 1 = x; 1yD 1 = y; 1zD 1 = z (D.4)
2xD 2 = y; 2yD 2 = z; 2zD 2 = x (D.5)
3xD 3 = z; 3yD 3 = x; 3zD 3 = y (D.6)

(D.7)

i xA i ,
i yA i et i zA i sont les coordonnées des pointsA i (également regroupés dans le vecteurxA i ) exprimé

dans le repère de la jambei , xD i P =
��!
D i P (P est le centre de la plateforme mobile) etr1i est dé�ni dans le

155
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TABLE D.1 – ParamètresMDH pour les repères correspondants aux articulations activesdu Tripteron

ji a j i � j i � j i � 
 j i bj i dj i � j i r j i

11 0 1 1 0 0 b11 d1i 0 q11

12 0 1 1 �= 2 �= 2 b12 = a d2i 0 q12 � a
13 0 1 1 � �= 2 0 b13 = a d3i � �= 2 q13 + a

tableauD.1.

D'après la dernière ligne de l'équationD.2, on obtient directement :

x = q12 � a

y = q13 + a

z = q11

(D.8)

À partir de l'équationD.2, en supprimant les termes dépendant decos(q2i + q3i ) ou sin(q2i + q3i ), on

peut écrire les équations (pouri = 1 : : : 3) :

d2
4i = ( xB i D i � d3i cosq2i )

2 + ( yB i D i � d3i sinq2i )
2 (D.9)

où xA i D i = i xD i � i xA i et yA i D i = i yD i � i yA i .

Puis, en développant l'équationD.9

0 = ai cosq2i + bi sinq2i + ci (D.10)

avec

ai = � 2d3i xA i D i

bi = � 2d3i yA i D i

ci = x2
A i D i

+ y2
A i D i

+ d2
3i � d2

4i

(D.11)

Finalement, en utilisant les formules de la tangente de l'arc moitié, on obtient la forme

q2i = 2 tan � 1

 
� bi �

p
b2

i � c2
i + a2

i

ci � ai

!

(D.12)

Dans ces équations ; le signe “� ” distingue les deux modes de fonctionnement des jambes du mécanisme.

D'après les équationsD.2 et D.3 on obtient facilement :

q3i = tan � 1

� i yD i � i yCi

i xD i � i xCi

�
; (D.13)

aveci xCi = i xA i + d2i cosq2i , i yCi = i yA i + d2i sinq2i , et

q4i = � q2i � q3i (D.14)
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En dérivant l'équationD.8 par rapport au temps et après simpli�cation, les matrices cinématiquesA p et

B p de l'équation2.14peuvent s'écrire :

A p = I 3 ; B p =

2

6
4

0 1 0

0 0 1

1 0 0

3

7
5 (D.15)

où I 3 est la matrice identité de dimension 3. On a donc :

A p

2

6
4

_x

_y

_z

3

7
5 = B p

2

6
4

_q11

_q12

_q13

3

7
5 )

2

6
4

_x

_y

_z

3

7
5 =

2

6
4

_q12

_q13

_q11

3

7
5 (D.16)

D'après les dérivées temporelles des équationsD.2 etD.3 on obtient :

0 = i _xD i + d2i sinq2i _q2i + d3i sin(q2i + q3i )( _q2i + _q3i )

0 = i _yD i � d2i cosq2i _q2i � d3i cos(q2i + q3i )( _q2i + _q3i )

0 = i _zD i � _q1i

(D.17)

0 = _q2i + _q3i + _q4i (D.18)

pouri = 1; 2; 3 et aveci _xD i ,
i _yD i et i _zD i les vitesses cartésiennes des pointsD i exprimées dans le repère

associé à la jambei ,

1 _xD 1 = _x; 1 _yD 1 = _y; 1 _zD 1 = _z
2 _xD 2 = _y; 2 _yD 2 = _z; 2 _zD 2 = _x
3 _xD 3 = _z; 3 _yD 3 = _x; 3 _zD 3 = _y

(D.19)

En regroupant les équationsD.17, D.18etD.19et en remarquant que la dernière ligne de l'équationD.17

peut être ignorée, puisqu'elle ne fait pas intervenir les vitesses des articulations passives, on obtient :

J tk i

2

6
4

_x

_y

_z

3

7
5 =

2

6
4

0

0

0

3

7
5 _q1i +

2

6
4

d2i sinq2i + d3i sin(q2i + q3i ) d3i sin(q2i + q3i ) 0

� d2i cosq2i � d3i cos(q2i + q3i ) � d3i cos(q2i + q3i ) 0

1 1 1

3

7
5

2

6
4

_q2i

_q3i

_q4i

3

7
5 (D.20)

que l'on peut écrire sous la forme :

J tk i v � Jkai _q1i � Jkdi _qdi = 0 (D.21)

avec

J tk 1 =

2

6
4

1 0 0

0 1 0

0 0 1

3

7
5 ; J tk 2 =

2

6
4

0 1 0

0 0 1

1 0 0

3

7
5 ; J tk 3 =

2

6
4

0 0 1

1 0 0

0 1 0

3

7
5 (D.22)

Jkai =
h
0 0 0

i T
(D.23)
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Jkdi =

2

6
4

d2i sinq2i + d3i sin(q2i + q3i ) d3i sin(q2i + q3i ) 0

� d2i cosq2i � d3i cos(q2i + q3i ) � d3i cos(q2i + q3i ) 0

1 1 1

3

7
5 (D.24)

et vT = [ _x _y _z] ; _qT
di = [ _q2i _q3i _q4i ].

Maintenant en considérant les jambes 1 et 3 du mécanisme, on obtient :

J tk v � Jka _qa � Jkd _qd = 0 (D.25)

avec

J tk =

2

6
4

J tk 1

J tk 2

J tk 3

3

7
5 (D.26)

Jkai = 09� 3 (D.27)

avec09� 3 a (9 � 3) une matrice nulle et

Jkd =

2

6
4

Jkd1 03� 3 03� 3

03� 3 Jkd2 03� 3

03� 3 03� 3 Jkd3

3

7
5 (D.28)

avec03� 3 a (3 � 3) une matrice nulle et_qT
d = [ _qT

d1 _qT
d2 _qT

d3].

D'après les équationsD.15etD.28, on observe que :

• La matriceJkd est singulière si une de ses matrices blocsJkdi est singulière ;Jkdi est singulière si et

seulement siq3i = 0 ou � (c'est à dire six2i est colinéaire àx3i ),

• La matriceA p est constante et jamais singulière ; il en résulte que le robot ne rencontre aucune

singularité de Type 2, ce qui est un des objectifs des robots découplés.

Toutes les vitesses et les quantités d'accélération peuvent être calculés d'après les équationsD.16

et D.25en utilisant les relations2.14et 2.27du chapitre2.

D.2 Modélisation dynamique

Comme nous l'avons vu lors de sa modélisation cinématique, le mécanisme Tripteron ne rencontre que des

singularitésLPJTS. On cherche donc à calculer le critère2.51. Le modèle dynamique inverse de la structure

arborescente virtuelle ouverte du Tripteron peut être obtenue en remarquant que chaque jambe est composée

de :

� Une première liaison prismatique active.

� Un mécanisme 3R planaire dont le dernier corps est sans masse.

Le modèle dynamique inverse de la jambei s'écrit :
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� t1i =( m1i + m2i + m3i + ia1i )•q1i + fs 1i sign( _q1i ) + fv 1i _q1i + � g1i

� t2i =( zz2i + d2
3i m3i )•q2i + zz3i (•q2i + •q3i )

+ d3i mx3i ((2•q2i + •q3i ) cosq3i � _q3i (2 _q2i + _q3i ) sinq3i )

+ d3i my3i ((2•q2i + •q3i ) sinq3i + _q3i (2 _q2i + _q3i ) cosq3i )

+ fs 2i signe( _q2i ) + fv 2i _q2i + � g3i

� t3i = zz3i (•q2i + •q3i ) + d3i mx3i (•q2i cosq3i + _q2
2i sinq3i )

+ d3i my3i (•q2i sinq3i � _q2
2i cosq3i )

+ fs 3i sign( _q3i ) + fv 3i _q3i + � g3i

� t4i = fs 4i sign( _q4i ) + fv 4i _q4i

(D.29)

où

� g11 = g(m11 + m21 + m31); � g12 = � g13 = 0 (D.30)

� g21 = 0; � g2i = g(mx2i + m3i d3i ) cosq2i � gmy2i sinq2i + � g3i pouri = 2; 3 (D.31)

� g31 = 0; � g3i = gmx3i cos(q2i + q3i ) � gmy3i sin(q3i + q2i )pouri = 2; 3 (D.32)

et

� les paramètreszzj i , ia j i , mx j i , myj i , fs j i , fv j i sont dé�nis dans la partie2.1.2.1pourj = 1 : : : 4.

� les paramètresqj i et les longueursd3i sont dé�nis dans le tableauD.1.

� � t1i est le couple de l'actionneur virtuel localisé au pointA i , � t2i est le couple de l'actionneur virtuel

localisé au pointB i , � t3i est le couple de l'actionneur virtuel localisé au pointCi et � t4i est le couple

de l'actionneur virtuel localisé au pointD i . Le vecteur� ta présent dans l'équation2.6 regroupe les

vecteurs� t11 , � t12 et � t13 alors que le vecteur� td de l'équation2.7regroupe les vecteurs� td1 , � td2 et � td3

avec� tdi = [ � t2i � t3i � t4i ]T .

Le modèle dynamique inverse du corps libre correspondant à la plate-forme mobile du système virtuel

s'écrit :

� p1 = m5•x (D.33)

� p2 = m5•y (D.34)

� p3 = m5(•z + g) (D.35)

avec� pj le jièmecomposant du vecteur� pr de l'équation2.8et m4 est la masse de la plate-forme mobile.

En combinant ces équations avec celles de la modélisation cinématique, on peut directement calcu-

ler le modèle dynamique inverse du mécanisme Tripteron. Parla suite, a�n d'analyser les conditions de
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dégénérescence de l'équation2.47, on réécrit le vecteur� td sous la forme :

� td = M d(qt )•qt + cd(qt ; _qt ) (D.36)

avec

M d =

2

6
4

03� 3 M d1 03� 3 03� 3

03� 3 03� 3 M d2 03� 3

03� 3 03� 3 03� 3 M d3

3

7
5 (D.37)

et

cd =

2

6
4

cd1

cd2

cd3

3

7
5 (D.38)

avec :

M di =

2

6
4

m11
di m12

di 0

m12
di zz3i 0

0 0 0

3

7
5 (D.39)

avecm11
di = zz2i + d2

3i m3i + zz3i + 2d3i (mx3i cosq3i + my3i sinq3i ), m12
di = zz3i + d3i (mx3i cosq3i +

my3i sinq3i ), et

cdi =

2

6
4

0 c12
di 2c12

di

d3i mx3i � d3i my3i cosq3i sinq3i 0 0

0 0 0

3

7
5

2

6
4

_q2
2i

_q2
3i

_q3i _q2i

3

7
5 + (D.40)

2

6
4

fv 2i 0 0

0 fv 3i 0

0 0 fv 4i

3

7
5

2

6
4

_q2i

_q3i

_q4i

3

7
5 +

2

6
4

fs 2i sin( _q2i )

fs 3i sin( _q3i )

fs 4i sin( _q4i )

3

7
5 (D.41)

= C r
di

2

6
4

_q2
2i

_q2
3i

_q3i _q2i

3

7
5 + Fvdi _qdi + Fsdi (D.42)

avecc12
di = � d3i (mx3i sinq3i + my3i cosq3i ).

En introduisant les équations (2.15),(2.15),(2.17),(2.27) dans l'équation (D.36), puis en simpli�ant on

obtient l'expression :

� td = M x
d(x; qt ) _v + cx

d(x; qt ; v ) (D.43)

avec



Modélisation cinématique et dynamique du mécanisme Tripteron 161

M x
d = M d

"
J inv

Jqd

#

(D.44)

et

cx
d = M d

"
Jd

p

Jd
qd

#

v +

2

6
4

cx
d1

cx
d2

cx
d3

3

7
5 (D.45)

et oùcx
di est dé�ni pouri = 1; 2; 3 par :

cx
di = C r

di

2

6
4

(j 1
qdi

v)2

(j 2
qdi

v)2

(j 1
qdi

v)( j 2
qdi

v)

3

7
5 + Fvdi Jqdi v + Fsdi (D.46)

Dans cette expression on a :

� Jqd , Jd
p et Jd

qd
sont trois matrices dé�nies par les équations (2.15),(2.17),(2.27).

� j j
qdi

est la ligne de la matriceJqd correspondant à la variableqdij .

Finalement, pour une con�guration donnée du robot,� td n'est fonction que de_v et v .





E
Modèle dynamique inverse d'un mécanisme

suractionné

E.1 Forme générale du modèle dynamique

On se propose d'étudier ici le modèle dynamique inverse d'unmécanisme parallèle suractionné.

On rappelle la modélisation cinématique présentée dans leséquations (2.13) et (2.16) :

A pv = B p _qa

J tk v � Jka _qa � Jkd _qd = 0
(E.1)

La matrice JacobienneJp n'étant pas dé�nie pour un mécanisme suractionné, on dé�nitla matriceJ inv

par :

J inv = B � 1
p A p (E.2)

Pour tous les mécanismes (suractionnés ou non), les matrices B p, J tk , Jka et Jkd sont toujours de di-

mensions respectives(na � na), (nd � n), (nd � na) et (na � nd). On distingue ici le nombre d'actionneurs

na du nombre de degré de liberté du mécanismen et du nombre d'articulations passivesnd = nt � na. En

revanche, dans le cas des mécanismes suractionnés la matrice A p n'est plus carré mais est rectangulaire de

taille (na � nd).

Les équations suivantes sont toujours valides :

� = � ta � JT
ka

� 1 + B T
p � 2 (E.3)

163
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� td = JT
kd

� 1 (E.4)

� pr = � JT
tk � 1 + A T

p � 2 (E.5)

Dans ces expressions, les matricesB p etJkd sont toujours carrés et inversibles en dehors des singularités.

Elles peuvent donc être inversées a�n de calculer la valeur des multiplicateurs de Lagrange :

� 1 = J � T
kd

� td (E.6)

En injectant cette expression dans l'équation (E.3) on a donc :

� = � ta � JT
ka

J � T
kd

� td + B T
p � 2 (E.7)

On peut alors en déduire la valeur du vecteur� 2 :

� 2 = B � T
p

�
� � � ta + JT

ka
J � T

kd
� td

�
(E.8)

En réinjectant les expressions (E.6) et (E.8) dans l'équation (E.5) on a :

� pr = A T
p B � T

p

�
� � � ta + JT

ka
J � T

kd
� td

�
� JT

tk J � T
kd

� td

= JT
inv

�
� � � ta + JT

ka
J � T

kd
� td

�
� JT

tk J � T
kd

� td

(E.9)

En développant cette expression et en la réarrangeant, on peut exprimer cette équation sous la forme :

� pr = JT
inv � � JT

inv � ta � JT
r � kd (E.10)

avecJ r = J � 1
kd

(J tk � Jka J inv )

Et on peut donc réécrire cette équation sous la forme :

JT
inv � = � pr + JT

inv � ta + JT
r � kd (E.11)

On cherche désormais à exprimer le modèle dynamique inversedonné par l'équation (E.11) sous la

forme :

JT
inv � = M red(x)_t + H red(x; t ) (E.12)

On rappelle l'expression du vecteur d'efforts� pour un mécanisme classique présentée dans le cha-

pitre2 :

� = � ta � (JT
ka

+ B T
p A � T

p JT
tk )J � T

kd
� td � B T

p A � T
p � pr (E.13)

Cette expression n'est pas utilisable dans le cas de mécanismes suractionnés. En effet, elle fait intervenir

la matriceJp n'est pas dé�nie. Cependant, en multipliant cette équationà gauche parJT
inv , on obtient :
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JT
inv � = JT

inv

�
� ta � (JT

ka
+ B T

p A � T
p JT

tk )J � T
kd

� td

�
� � pr

= JT
inv

�
1na JT

d

�
� tk + � pr

(E.14)

Cette equation est valide dans le cas des mécanismes suractionnés. Dans la suite, on exprimera cette

relation sous la forme :

JT
inv � = � 1 + � 2 (E.15)

où :

� � 1 =
�
JT

inv JT
r

�
� t

� � 2 = � pr

E.2 Expression du vecteur� 1

D'après l'équation (3.2) on a :

� t = M t •qt + H t (E.16)

En réinjectant cette expression dans l'équation de� 1 on a donc :

� 1 =
�
JT

inv JT
r

�
 

M t

"
•qa

•qd

#

+ H t

!

(E.17)

Or, on peut exprimer les vecteurs des accélérations des articulations actives et passives sous la forme :

•qd = J � 1
kd

(J tk _v � Jka •qa + dc)

•qa = J � 1
p _v + B � 1

p

�
_A p � _B pJ � 1

p

�
v = J � 1

p _v + Jd
pv

(E.18)

avecdc = _J tk v � _Jka _qa � _Jkd _qd

En réinjectant l'expression du vecteur des accélérations des articulations actives dans celles des articu-

lations passives on obtient :

•qd = J � 1
kd

(J tk _v � Jka (J inv _v + Jd
pv) + dc)

= J r _v + ar

(E.19)

avecar = J � 1
kd

(� Jka Jd
pv + dc)

En réinjectant cette expression et l'équation (2.25) dans l'équation (E.17) on obtient :



166 Modèle dynamique inverse d'un mécanisme suractionné

� 1 =
�
JT

inv JT
r

�
 

M t

 "
J inv

J r

#

_v +

"
Jd

pv

ar

#!

+ H t

!

=
�
JT

inv JT
r

�
M t

"
J inv

J r

#

_v +
�
JT

inv JT
r

�
 

M t

"
Jd

pv

ar

#

+ H t

! (E.20)

E.3 Expression du vecteur� 2

On s'intéresse désormais à l'expression du vecteur des efforts � 2. D'après l'équation (2.32) on a :

� pr = D T � p (E.21)

Or � p peut toujours s'écrire sous la forme [Merlet, 2006b] :

� p = M p_t p + H p (E.22)

On a donc :

� 2 = D T
�
M p_t + H p

�
(E.23)

Or par dé�nition _t correspond au vecteur composé des éléments indépendants dutorseur cinématique

de la plate-forme mobile, on a donc :

_t = D _v (E.24)

On peut donc réécrire l'équation (E.23) sous la forme :

� 2 = D T M pD _v + D T H p (E.25)

En�n en sommant les équations (E.20) et (E.25) on obtient l'expression :

JT
pinv

� = M red(x)_t + H red(x; t ) (E.26)

avec

M red =
�
JT

p JT
r

�
M t

"
J � 1

J r

#

+ D T M pD (E.27)

et

H red =
�
JT

p JT
r

�
 

M t

"
Jd

pv

ar

#

+ H t

!

+ D T H p (E.28)



F
Traversée de singularités de Type 2 du

mécanisme DexTAR

Cette annexe a pour objectif de présenter les résultats de traversée de singularités appliqués à un mécanisme

à cinq barres DexTAR. Ces développements ont été réalisés ausein des locaux de l'ETS (École de Techno-

logie Supérieur) de Montréal, durant le séjour de Sébastien Briot et NicolasBouton en juillet 2014.

Le mécanisme DexTAR, présenté dans la partie1.4.2.2et représenté sur la �gureF.1, est un mécanisme

à cinq barres conçu et développé par Ilian Bonev et Pascal Bigras. Signalons également qu'une version

miniature est commercialisée par la société Mecademic's© (représenté sur la �gureF.2).

FIGURE F.1 – Robot DexTAR utilisé pour
la validation expérimentale

FIGURE F.2 – Robot DexTAR, commercialisé par
l'entreprise Mecademic©
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F.1 Modélisation dynamique

Dans un premier temps, la méthodologie d'identi�cation dynamique présentée dans la section2.4.1.1a été

appliquée au mécanisme DexTAR. Le modèle dynamique ainsi identi�é est très proche de celui du prototype

de mécanisme à cinq barres présent au sein de l'Institut Pascal :

� = wb + B T
p � 2; (F.1)

A T
p � 2 = wp (F.2)

avec

wp = m3R

"
•x

•y

#

;

wb =

"
zz11R •q11

zz12R •q12

#

+

"
f v11 _q11

f v12 _q12

# (F.3)

où :

� m3R est une masse rapportée sur l'effecteur au pointC ; m3R = 0:41245kg

� zz11R etzz12R (zz1iR = zz1i + ia1i + d2
2i m2i ) sont des termes d'inerties en rotation regroupés, respec-

tivement sur le premier actionneur (pointA1) et le second (pointA2) ; zz11R = 3:3700� 10� 2kg.m2 ;

zz21R = 3:3407� 10� 2kg.m2 ;

� f v11 est le terme de frottement visqueux du premier actionneur (respectivementf v12 sur le second

actionneur) ;f v11 = 0:08173N.m.sf v12 = 0:07577N.m.s.

Remarquons que, contrairement au prototype de l'Institut Pascal, ce modèle ne présente pas de frotte-

ments secs. Cela est essentiellement lié à la technologie utilisée pour les actionneurs (moteurs brushless

avec frottements secs très faibles).
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F.2 Application expérimentale

La commande du mécanisme DexTAR est directement réalisée sous Matlab SIMULINK et permet d'implé-

menter une commande en couples calculés, ce qui a permis de facilement implémenter et tester la commande

multi-modèle. Dans cette annexe, on se concentre sur une trajectoire composée de deux traversées de sin-

gularités de Type 2. Les résultats de suivi de trajectoire avec et sans commande adaptative sont présentés et

comparés sur la �gureF.3.

Lors du suivi de trajectoire sans commande multi-modèle, onremarque que lors de la première traver-

sée, le mécanisme traverse la singularité malgré la saturation des efforts. Lors de la seconde traversée, la

saturation des efforts déclenche les sécurités ce qui arrête le mécanisme, qui ne traverse donc pas la singu-

larité.
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FIGURE F.3 – Comparaison du suivi de trajectoire avec et sans commande multi-modèle

La �gure F.4représente le suivi de trajectoire avec la commande multi-modèle. Le mécanisme traverse la

singularité sans discontinuités des efforts et donc sans saturation. On remarque également que la commande

multi-modèle engendre une augmentation de l'erreur d'asservissement. Ceci s'explique principalement par

le fait que la commande adaptative n'a pas été implémentée sur ce mécanisme.

Pour conclure, la commande multi-modèle fonctionne parfaitement sur le mécanisme DexTAR. Elle a

été testée sur de nombreuses trajectoires où le mécanisme est parvenu à traverser la singularité à chaque

essai, prouvant ainsi la robustesse de la loi de commande développée.
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Résumé
A�n d'augmenter la taille de l'espace de travail

opérationnel des robots parallèles (largement réduit

par la présence de singularités), cette thèse propose

une approche consistant à traverser ces singularités.

Pour permettre cette traversée, les conditions de

dégénérescence du modèle dynamique des

mécanismes parallèles sont d'abord étudiées. Cette

étude permet de mettre en place des conditions de

non dégénérescence sous forme de critères. En

plani�ant une trajectoire respectant ces critères, un

mécanisme parallèle peut théoriquement traverser

une singularité sans que les efforts ne divergent.

Un contrôleur basé sur une commande en

couples-calculés multi-modèle et dédié à la traversée

de singularité, couplé avec une stratégie de

plani�cation de trajectoire optimale est par la suite

proposé.

L'ensemble des travaux présentés est validé en

simulation puis expérimentalement sur un prototype

de mécanismes à cinq barres développé et conçu

durant la thèse.

Abstract
In order to increase the size of the operational

workspace of parallel robots (largely reduced by the

presence of singularities), the approach proposed in

this thesis consists of directly moving a mechanism

through those singularities.

To do so, the conditions of degeneracy of the

dynamic model of parallel robots are �rst studied.

From those conditions, it is possible to create criteria

that ensure the non-degeneracy of the mechanism in

a singular con�guration. This allows the planning of

trajectories that go from one aspect of the workspace

to another through a singularity, and without any

degeneracy of the dynamic model. In order to track

those trajectories, a multi-model computed torque

control is presented, coupled with an optimal trajectory

planning strategy.

Every development presented have been validated

in simulation and experimentally on a prototype of a

�ve-bar mechanism designed and manufactured

during the thesis.
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