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Introduction

Signaux et systemes

Notion de signal

On désigne par signal déterministe, ou simplement par signal, une fonction d’une ou de plu-
sieurs variables de temps ou d’espace, en général a valeurs réelles ou complexes. Un signal est
un modele commode pour décrire et étudier les variations continues d’un parametre physique
(tension, intensité lumineuse, pression...) : on parle alors de signal analogique ; ou encore pour
modéliser un ensemble discret de valeurs indexé par des variations quantifiées (du temps, de
variables d’espace...), et on parle alors de signal numérique. Tandis qu'un signal déterministe
modélise les variations d’un parametre au cours d’une expérience unique, la notion de signal
aléatoire permet de rassembler des signaux déterministes différents (chaque trajectoire d’un si-
gnal aléatoire est un signal déterministe), mais dont on présume des propriétés communes. Par
exemple les trajectoires de chacune des boules de loto mélangées dans une urne sont différentes
mais interchangeables; on pourrait caractériser leurs propriétés communes comme celles d’un
unique signal aléatoire. Les signaux temporels sont seulement fonctions de la variable de temps.
Lorsque le signal évolue de fagon continue avec le temps, on parle de signauzx a temps continu.
Dans le cas ou le signal est une fonction a variable discrete du temps, le signal est dit a temps
discret. La plupart des concepts et des résultats présentés dans ce cours pour des signaux tem-
porels admettent des extensions pour des signaux multivariés. Ainsi, le traitement des images
fait largement appel aux extensions bi-dimensionnelles.

Tres souvent, les signaux a temps discret sont obtenus en retenant les valeurs prises par un
signal a temps continu en certains instants, a des fins de stockage ou de traitement sur calcula-
teur. Cette opération est appelée échantillonnage et, par extension, les signaux a temps discret
sont souvent appelés signaux échantillonnés. L’échantillonnage est un préalable au traitement
numérique du signal, dont 'importance pratique n’a cessé de croitre depuis 'apparition des
moyens de calculs informatiques. Désormais un simple PC doté d’une carte d’acquisition et d’'un
langage évolué peut souvent remplacer avantageusement les analyseurs de spectre, corrélateurs
et autres filtres a transfert de charges... , dispositifs d’analyse et de traitement analogiques cot-
teux et fragiles. L’échantillonnage des signaux permet aussi le stockage en mémoires de masse
numériques, disques durs, vidéodisques, supports magnétiques... C’est pourquoi nous insistons
particulierement dans ce cours sur la manipulation des signaux a temps discret.

Notion de systeme

On peut définir les systemes comme les modeles mathématiques des diverses transformations
subies par les signaux : par exemple une onde qui se propage est modifiée suivant les carac-
téristiques de transmission du milieu qu’elle traverse; une quantité physique mesurée par un
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capteur subit une certaine altération, qui traduit 'effet de la « réponse » du capteur. Plus gé-
néralement, on caractérise la relation d’entrée-sortie d’un systeme quelconque par un opérateur
mathématique qui associe & un signal d’entrée z(¢) un signal de sortie y(¢). On s’intéressera
plus spécifiquement aux cas particuliers des filtres linéaires homogénes, dont la caractéristique
d’entrée-sortie est un opérateur linéaire invariant dans le temps. Ces filtres possedent de nom-
breuses propriétés mathématiques et fournissent souvent un premier niveau de description sa-
tisfaisant (par exemple, pour des petites variations du signal d’entrée) de systemes physiques
beaucoup plus compliqués.



Chapitre 1

Filtrage linéaire et transformée de
Fourier des signaux déterministes a
temps continu

1.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de construire et d’étudier les transformations linéaires fondamen-
tales que sont la transformée de Fourier (TF) et le filtrage linéaire. Bien que 'accent soit ensuite
porté sur les signaux discrets, I’étude préliminaire de ces transformations pour les signaux a
temps continu permet une meilleure compréhension d’ensemble. Elle est aussi un préalable né-
cessaire a ’étude théorique de I'opération d’échantillonnage (voir le chapitre 1I).

I.1.1 Analyse fréquentielle et transformée de Fourier
Décomposition fréquentielle

La représentation fréquentielle ou spectrale d’un signal x s’impose de facon naturelle dans les
domaines ou les fréquences pures sont une réalité physique sous la forme des ondes monochroma-
tiques en acoustique, en mécanique vibratoire ou en optique. Plus généralement, elle constitue
un cadre pratique pour l'analyse des signaux (périodicité, pseudo-périodicité) et des systemes
linéaires. Formellement, ’analyse fréquentielle d’un signal x est la recherche d’une représentation
du type

o(t) = /]R F(v) 2™y, Vi€ R (L.1)

c’est-d-dire d’une décomposition linéaire du signal sur I’ensemble des signaux complexes e2™*

de fréquence pure v.

Transformée de Fourier

x étant une fonction a valeurs complexes de la variable réelle ¢, on appelle transformée de
Fourier de x la fonction & valeurs complexes de la variable réelle v (v est homogene a une
fréquence quand ¢ est homogene & un temps) :

T — %, I()= / x(t) e 2™ dt. (1.2)
R
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Remarque

Dans certains cours d’intégration la TF de x est définie comme la fonction

:i“(w)—/]Rx(t) =5 (-2,

™

ce qui revient pour le praticien a mesurer des pulsations (en radians par seconde) plutot que
des fréquences (en Hertz). Cette variante a I'inconvénient de faire apparaitre une constante qui
dissymétrise la décomposition (L.1), qui devient

1

= — [ #(w)e “dw.
2 R

x(t)

Propriétés

Pourvu que les fonctions utilisées ci-dessous existent, on a les propriétés immédiates sui-
vantes :

Linéarité : A 21+ Ao LN AT + AoTo (I 3)

Retard : z(t —tg) — e 2tz (1.4)

Modulation : 2ot (1) =5 F(v — 1p) (I.5)

Affinité : plat) 2 L3 (%) (L6)
lal” \a

Conjugaison : () — (T(—v))* (1.7)

Dérivation : 2 (t) — 2imvE(v) (1.8)

De la propriété (1.7), on déduit que la TF d’un signal réel possede la symétrie hermitienne :

et réciproquement, que la TF d’un signal a symétrie hermitienne est réelle. En associant les deux
résultats, on obtient que la TF d’un signal symétrique réel est réelle et symétrique.

11 est fréquent chez les physiciens et les ingénieurs de considérer la représentation (I.1) comme
une simple formule d’inversion de la TF du signal z. Encore faut-il garantir I’existence de la TF
Z, puis montrer que 'intégrale (I.1) converge... En quel sens? Dans quel espace ? Pour tout ¢?
En fait les écritures (L.1) et (I.2) s’averent plus délicates que prévues, comme le montrent les
deux exemples suivants.

Exemple 1 : Inversibilité de la TF dans un cas simple

Soit x(t) = 1|_ () le signal rectangle valant 1 dans I'intervalle [—7, 7] et 0 ailleurs. Sa TF

s’obtient sans difficulté sous la forme

~ sin 2wyt .

z(v) = ———— = 27sinc (2v1),

9%

ou sinc désigne le sinus cardinal défini par t — sin(nt)/(7t). Le sinus cardinal n’étant pas de
module intégrable sur R, la décomposition (I.1) se révele problématique. On verra pourtant que
cette décomposition est valide presque partout en tant que formule d’inversion de la TF dans
I’espace de Hilbert des fonctions dont le carré du module est intégrable. Elle est méme valide
pour tout ¢ sauf —7 et 7, comme le montre un calcul direct faisant appel au théoreme des résidus.
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Exemple 2 : Décomposition des signaux périodiques en série de Fourier

Considérons 'ensemble des signaux périodiques de période 1 de carré intégrable sur leur
période, sans faire la distinction entre des signaux presque partout (pp) égaux pour la mesure
de Lebesgue. Muni de la mesure de Lebesgue et du produit scalaire

1
(z,5) = /0 (1) y*(t) dt,

cet ensemble est 'espace de Hilbert L2,([0,1[), admettant pour base dénombrable orthonor-
male la famille trigonométrique (e?™™, n€Z). Dans ces conditions, on définit le n-ieme coefficient
de Fourier d'un signal = de L2,([0,1[) par projection sur le n-itme vecteur de la base

1
Ty = (x,e™) = / x(t) e 2™ dt, (1.9)
0

et la série de Fourier >, ., T, €™ converge vers z(t) dans L2,([0, 1[) en moyenne quadratique,
c’est-a-dire que la série est de carré sommable et que

1 N ‘ 2
]&im g Tp 2™ — 2(t)| dt =0
— 00

En fait, si ) . |[Tn] < +00, on démontre aussi la convergence p.p. (c’est-a-dire pour presque
tout t) vers x(t) de sa série de Fourier, i.e., on ne peut distinguer ces deux fonctions dans
L2,([0,1]) :

C I

2(t) = Tpe?™, (1.10)

nez

L’expression (I.10) est une décomposition harmonique dont (I.9) est la formule d’inversion.
Bien que ressemblant au couple (I.1)-(I.2) recherché, cette décomposition et son inverse ne se
transposent pas sous la forme (I.1)-(I.2) sans soulever de nouvelles questions. Symboliquement,
on peut obtenir la transposition grace a la pseudo-fonction de Dirac §, dont la propriété essentielle
réside en la formule symbolique suivante :

/ d(u — a)p(u) du = p(a), (I.11)
R

qui donne

/ (5(V o n) einuth — einnt
R
ce qui permet d’identifier symboliquement la TF de x sous la forme d’un « peigne » de Dirac

Ev)=> Tnd(v—n).

nez

La théorie des distributions donne un sens mathématique a cette écriture formelle dans
I'espace S des distributions tempérées. La référence [4] donne une vision rigoureuse mais trés ac-
cessible de la TF des distributions tempérées. La restriction de I'espace S aux fonctions usuelles
est trés vaste : elle contient non seulement les espaces usuels LT, (IR), mais aussi toutes les fonc-
tions localement intégrables a croissance lente & l'infini (c’est-a-dire plus lente qu’un polynéme),
et en particulier les fonctions périodiques de carré intégrable sur leur période, que 1’on sait par
ailleurs développer en série de Fourier (voir I'exemple 1 ci-dessus).
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Dans le cadre de ce cours, nous nous contenterons d’une généralisation de la représentation
fréquentielle (I.1) n’utilisant pas les distributions mais seulement la théorie de la mesure. Les
signaux possédant cette représentation fréquentielle seront dits harmonisables.

Les deux exemples précédents suffisent & montrer qu’on ne peut se contenter d’écrire les
formules (I.1) ou (I.2) en leur accordant une généralité qu’elles n’ont pas a priori, ni a contrario
renoncer a ces représentations des que les intégrales ne sont pas absolument convergentes. En
fait la notion de représentation de Fourier, correctement envisagée, reste valable dans un grand
nombre de situations.

Dans la présentation adoptée ici, on montre successivement 1’existence et certaines propriétés
de la TF d’un signal x :

— dans l’espace L(}j(IR) des signaux stables a valeurs complexes, sans distinction entre des
signaux égaux p.p. pour la mesure de Lebesgue :

r€L&H(R) <= / |lz(t)| dt < 4-o0; (1.12)
R

— dans ’espace L%(]R) des signaux d’énergie finie a valeurs complexes, sans distinction
entre des signaux égaux p.p. pour la mesure de Lebesgue :

reLl4(R) < / lz(t)]? dt < 4-o0. (I.13)
R

— On définit ensuite la notion de signaux z harmonisables, c¢’est-a-dire auxquels on peut
associer une mesure complexe fi,(dv) permettant une décomposition fréquentielle du type

() = /R 2™ (d).

1.1.2 Convolution
Définition

En méme temps que la TF, nous définirons la notion de convolution h * x de deux signaux
heta:

(hsa)(t) & /R h(t — 5) x(s) ds (1.14)

pour différents cas d’appartenance de h et z aux espaces Lg(R) et LZ(IR). D'un point de
vue analytique, le probleme sera la encore d’étudier la convergence d’une intégrale au sens de
Lebesgue. Par changement de variable, remarquons que la convolution est commutative quand
elle existe :

(h*z)(t) = /Rh(t —s)x(s)ds = / h(s)x(t — ") ds' = (x * h)(t).

R

Lien avec le filtrage linéaire homogéne

L’importance de la notion de convolution vient du fait qu’il s’agit d’un cas particulier de
filtrage linéaire homogéne, en considérant que h caractérise un filtre dont la sortie est (h * z)
lorsque 'entrée est x. La linéarité est une conséquence immédiate de la linéarité de l'intégrale
quand elle existe. Le terme homogene désigne I'invariance dans le temps : elle se déduit simple-
ment en calculant la sortie pour une entrée décalée x.(t) = x(t — 7) : le résultat est la sortie
(h*x)(t — 7) décalée de la méme quantité.
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Cette remarque permet de construire un filtre linéaire homogene en spécifiant le signal h,
constituant la caractéristique temporelle du filtre, ou encore sa réponse impulsionnelle, dénomi-
nation justifiée par le calcul formel de la sortie du filtre lorsque 'entrée est la pseudo-fonction
de Dirac ¢, « impulsion » a l'instant t =0 :

(hx0)(t) = /Rh(s’) §(t — s')ds’ = h(t).

Notons que la spécification d’une réponse impulsionnelle caractérise un filtre linéaire homo-
géne qui est seulement valable pour des entrées x telles que (I.14) existe.

I.2 Cas des signaux stables

On considere ici les fonctions de I’espace de Banach (espace vectoriel normé complet) L (IR)
comme des modeles de signaux. Par exemple, cet espace contient tous les signaux bornés de
durée limitée a un intervalle de temps, tels le signal rectangle de ’exemple 1, et de fagon plus
générale, les signaux continus s’annulant & l'infini en décroissant plus vite que 1/t. En restant
dans cet espace, on pourra donc seulement modéliser et étudier des phénomenes transitoires, a
I’exclusion de tout régime entretenu, périodique ou autre.

1.2.1 Définition et propriétés de la TF dans L;(R)
Définition

L’espace L&;(R) est celui dans lequel se définit le plus naturellement la TF (1.2)), puisque
cette derniere est une intégrale absolument convergente dans L (R), d’apres la définition (L.12).

Propriétés

— La TF z de tout signal stable x est bornée :
|z(v)] < / |z(t)] dt < +o0.
R

Dans le cas d’un signal stable positif, la borne est atteinte en z(0).

— Z est une fonction continue d’apres le théoréme de continuité issu de la convergence
dominée de Lebesgue (z(t) %™ est continue en v pour tout ¢ fixé et majorée en module par
|z(8)])-

— Plus indirectement, on montre aussi que T tend vers zéro a I'infini. L ensemble des fonctions
continues nulles & 'infini est noté Cy(R) : ZeCh(R).

Malheureusement Co(R) n’est pas inclus dans Lg, (R) ; les fonctions de Cp(R) sont seulement
localement sommables (I’exemple 1 fournit un contre-exemple). On ne peut donc justifier la
décomposition (I.1) aussi facilement que I'existence de la TF (1.2). Tout au plus peut-on assurer
la validité de (I.1) dans le cas ou T est stable. Dans ce cas, la TF inverse existe et elle est p.p.
égale & x(t), comme on pourra le montrer a 1’aide d’une fonction régularisante dans I’Annexe B
(ce procédé exploite les propriétés de la convolution dans LE,(R) étudides ci-dessous).

On en déduit I'injectivité de la TF des signaux stables : si deux signaux stables = et y ont
méme TF, ils sont égaux car leur différence est la TF inverse de la fonction nulle.
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I.2.2 Convolution dans Li(R)
Soient h et x deux signaux stables. Par application du théoreme de Fubini,
/ / |h(t — s)x(s)|dtds = / |h(t)] dt/ |x(t)] dt < +o0, (I.15)
R /R R R
ce qui entrailne, pour presque tout t,

/|ht—s (s)|ds < +o0.

11 est donc possible de définir pour presque tout ¢ la fonction (h* x) fR (t—s)z(s)ds,
stable d’apres (I.15).

Formule de convolution-multiplication

L’utilité pratique de la TF est en grande partie de faciliter I'étude du filtrage linéaire. Voyons
le cas du filtrage convolutionnel stable. Considérons deux signaux x et h stables. Leur convolution
y = h x x est stable, donc sa TF existe :

y(v) /(/ h(t — s) (S)d5> 2Tt gy

= / / (t — s) e 2™(=5) 1(s) e 2™ dsdt  (Fubini)

— / (t) —2imvt dt/ (S) —2iTvs ds
R R

— () FW),

soit

h*x — hZ pour z et h stables. (I.16)

Cas particulier : autocorrélation

Particularisons le résultat (I.16) en posant h(t) = z*(—t) : d’apres (L1.6) et (I.7), on obtient
A

cxm_/Rx(t)x*(t—T)dti FW)R.

La fonction d’autocorrélation c, du signal x est définie presque partout dans LE,(R) (que
vaut c;(0) ?). La fonction |Z|? est appelée densité spectrale d’énergie (ou spectre d’énergie) de x.

I.3 Cas des signaux d’énergie finie

L’existence de la TF (I.2) des signaux stables est naturelle. En revanche, il est plus surprenant
que la formulation inverse (I.1) ne soit pas toujours possible. Ce manque de symétrie frustrant
disparalt quand on étudie la TF des signaux d’énergie finie, dont la définition est pourtant
beaucoup moins directe.

Rappelons qu’il n’existe aucune relation d’inclusion entre L%j(]R) et Lq% (R). Par exemple,
sinc € LL(R) mais & LL(R)
e /It € LL(R) mais ¢ L4(R).
Nous allons néanmoins pouvoir transporter dans L2,(R) l'existence dans Lg,(R) de la TF et

de la convolution, et montrer en plus que la formule d’inversion de la TF est systématique dans
Li(R).
C
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[.3.1 Définition et propriétés de la TF dans L%(R)
TF des signaux de L5(R) N L (R)

Soit x stable et d’énergie finie. Alors sa TF est d’énergie finie, égale a I’énergie du signal.
C’est le théoréeme de Parseval

2dt = ()| 2dv .
/erw dt—/R| (v)|2dv, (1.17)

dont nous admettrons la démonstration, qui utilise & nouveau une fonction régularisante, voir
Annexe A.

La TF est donc une application linéaire isométrique de L{(R)NL%(R) vers L2,(R). Comme
L&(R)NLE,(R) est dense dans LZ,(R), espace complet, cette isométrie se prolonge par continuité
en une application linéaire isométrique de LZ,(R) sur lui-méme [6]. On continuera de noter
I'image de x par cette application, et on continuera de 'appeler la TF de x.

Propriétés de la TF dans L% (R)

— La TF dans L (R) s'obtient comme une limite de TF d’éléments de Lg,(R) N L% (R). On
ne peut donc pas écrire systématiquement (I.2) au sens de Lebesgue. En revanche,

T
r—> %, Z()= lim z(t) e 2™t gt
T——+oo -7

au sens L2, c’est-a-dire en moyenne quadratique, et de la méme facon, la TF est systématique-
ment inversible sous la forme

N
z(t) = lim T(v) 2™ .
0= Jim_[ Fw)

On se trouve dans le cas d’intégrales impropres au sens de Lebesgue, qui sont dites semi-
convergentes [6]. En connaissance de cause, on conservera les écritures commodes (I.1) et (I.2).

— Quand on posseéde la TF T d’un signal x d’énergie finie, quelle est la TF du signal d’énergie
finie 7 11 est facile de vérifier que le résultat est x(—t). C’est pourquoi les tables de TF dans
L% (R) peuvent se lire dans les deux sens. Par exemple, comme les fonctions régularisantes
présentées en Annexe A sont paires, elles sont elles-mémes la TF de leur TF.

Autocorrélation des signaux dans LZ,(R)

D’apres I'inégalité de Schwarz dans L%(R), les signaux d’énergie finie admettent une fonction
d’autocorrélation :

(@, 2(- = TN < (@, 2) (@(- = 7),2( = 7))
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c’est-a-dire

‘/ (t—1) dt’ /\x )|?dt < 400,

soit encore |c;(7)| < ¢2(0) < +o0.

Dans le cas d’un signal x a valeurs réelles, les égalités :

2
lz+z( =77 = 2(ca(0) + ca(7))
2
[z —2( =77 = 2(ca(0) — ca(7))
permettent en premier lieu de retrouver 'inégalité |c,(7)| < ¢,(0) ; elles permettent aussi d’inter-
)|

préter qualitativement la fonction d’autocorrélation. Plus \cx( est faible, plus le signal décalé
z(- — 7) differe du signal z, au sens de la norme de L% (RR).

2(0
+(0

A la différence du cas d’un signal stable, la fonction d’autocorrélation ¢, d’un signal d’énergie
finie n’est pas forcément stable (ni d’énergie finie). En revanche on peut montrer sa continuité
uniforme sur R. Comme dans le cas des signaux stables, existe-t-il encore un lien avec la densité
spectrale d’énergie |Z|? ? Celle-ci est maintenant dans L{(R), donc on peut calculer I'intégrale
[z |Z(v)[? e* ™ dy. En utilisant une fonction régularisante, on peut montrer que le résultat est

[ B = oo (L18)

Ce résultat généralise le théoreme de Parseval (I.17) (qui s’en déduit pour ¢ = 0) et constitue
une décomposition spectrale de type (L.1) pour la fonction d’autocorrélation.

1.3.2 Convolution « L& (R) * L4 (R) »
Existence

Soient h un signal stable et x un signal d’énergie finie. On montre I'inégalité

//|h t—s|ds) at < /|h |dt) /R:z(t)2dt

qui implique Dexistence de la convolution (h * z)(t) pour presque tout ¢ et l'appartenance de
h*x & L&(R). On peut ensuite obtenir I'essentiel des résultats du § 1.2.2.

Formule de convolution-multiplication

Le théoreme (I.16) a été obtenu pour des signaux stables. Il est a fortiori valable quand x
est dans LL(R) N LE(R), et hx x est alors également dans LE,(R) N L& (R). Si « est seulement
dans L2,(R), le signal tronqué zp(t) = 1_7,7)(t) x(t) est stable et on obtient (1.15) dans L% (R)
comme une égalité de limite :

TF ~ 7

yr =hxxp —— yr = har
[ e
7 = hi

p-p.

I.4 Signaux harmonisables

Un signal x est dit harmonisable s’il est possible de le mettre sous la forme

x(t) = /]R Zimvt o (dv), (1.19)
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ou i, mesure harmonique de z, est une mesure sur R & valeurs compleres de variation totale
iz | = |f]R/7:v(dV)| < +00.

Reprenons 'exemple de la décomposition des signaux périodiques en série de Fourier. Soit
x un signal périodique de période T, stable sur sa période. On définit le n-iéme coeflicient de

Fourier du signal = par
I Y S
W= TA S(t) e 2imnt/T dt.

Si) ez |Tn| < 400 alors, pour presque tout ¢, z(t) = >, 7 Tn e?™/T Dans ce cas, le signal
z est harmonisable et sa mesure harmonique est fi;(dv) = Y,y Tny/7(dv), ot §, désigne la
mesure de Dirac au point a.

De méme, les signaux de L5 (R) dont la TF est stable admettent la représentation harmo-
nique (L.1), comme le montre I’Annexe B. Ces signaux sont harmonisables, de mesure harmonique
a densité par rapport a la mesure de Lebesgue : fip(dv) = z(v) dv.

I.5 Filtrage linéaire

La notion de filtre permet de représenter tout systeme physique permettant de transformer
un signal d’entrée = en un signal de sortie y. Comme indiqué dans l'introduction, nous nous
limiterons, dans ce paragraphe, a I’étude des filtres linéaires homogénes, c’est-a-dire satisfaisant
les principes de linéarité et d’invariance dans le temps. Ceci signifie que si y; est la sortie associée
au signal d’entrée x1 et yy la sortie associée a w9, le signal de sortie associé a I’entrée Ajx1 + Aaxo
est A\1y1 + Aoy2 et que la sortie de 1 (t — 7) est y1(t — 7).

1.5.1 Filtre convolutionnel

Cas LL(R) ou LL(R)

On a déja mentionné au § [.2| la possibilité de caractériser un filtre par la convolution avec
une réponse impulsionnelle . Au §1.2.2/et au §1.3.2, nous avons effectivement pu définir p.p. la
sortie y = h*x x d’un filtre convolutionnel stable, c’est-a-dire associé a un signal h stable, dans le
cas ol x est stable ou d’énergie finie. La sortie est alors respectivement stable ou d’énergie finie.

Filtrage des signaux périodiques

De la méme facon, on peut considérer la convolution d’une réponse impulsionnelle h stable
par une entrée = périodique et stable sur sa période. Alors il est facile de montrer que la sortie
y = h*x est définie, périodique de période T et stable sur sa période. Ses coefficients de Fourier
sont ¥, = h(n/T)Ty,.

Extension aux signaux harmonisables

Montrons que le filtrage convolutionnel stable des signaux harmonisables est encore possible.
Soit un signal  harmonisable de mesure harmonique i, et h un signal stable. Le signal y = h*x
est défini p.p., car

//yh 2T ()| ds < um\/lh )| ds < +o0,

ce qui entraine, pour presque tout ¢ (Fubini),

/|ht—5 (s)|ds < +o0.
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D’autre part on vérifie facilement que y admet la représentation harmonique

) = [ R (),
R
c’est-a-dire que la mesure harmonique de y est
fiy (dv) = h(v) fiz(dv). (1.20)

Ce résultat peut étre interprété comme une généralisation de la formule de convolution-
multiplication (I.16).

Causalité

Si le signal h(t) est égal a 0 pour ¢t < 0, le filtre est dit causal. Dans la pratique, pour des
signaux temporels, ceci signifie que le filtre ne produit de réponse qu’apres avoir été sollicité par
une entrée. En effet, la relation de convolution (I.14) peut s’écrire pour h causal

(h+2)(t) = /OOO h(s') a(t — ) s

ce qui montre que la sortie (h*z)(t) du filtre ne dépend (linéairement) que de la valeur présente
de l'entrée x(t) ainsi que de ses valeurs passées.

Comme la causalité dans le temps est une condition nécessaire évidente pour qu’un filtre
temporel soit réalisable sous la forme d’un systéme physique, certains ouvrages (par exemple
spécialisés en communication) limitent la notion de filtre & des réalisations causales. Pour plu-
sieurs raisons, ce point de vue nous semble trop restrictif dans le cadre d’un cours « généraliste » :

— d’une part, la contrainte de causalité n’existe pas dans le cas du filtrage spatial : un
systeme optique isotrope est un opérateur linéaire dans le cadre de ’approximation de Gauss et
sa réponse impulsionnelle est symétrique, donc évidemment « non causale » ;

— d’autre part, on peut « réaliser » formellement la sortie d’un filtre temporel non causal en
tolérant un retard entre I’entrée et la sortie. L’exemple du traitement numérique hors ligne est
révélateur : une fois les échantillons d’un signal stockés dans la mémoire d’un ordinateur, leur
filtrage non causal n’est pas moins réalisable qu’un filtrage causal. On peut méme « remonter le
temps » en traitant les échantillons dans l’ordre inverse de leur acquisition !

1.5.2 Représentation fréquentielle
Généralités

Considérons un filtre convolutionnel de réponse impulsionnelle % stable et notons H sa trans-
formée de Fourier (notée h jusqu'a présent). D’apres la formule de convolution-multiplication,
on obtient pour un signal d’entrée stable x la relation entrée/sortie dans le domaine de Fourier :

7 =Hi.

Evaluons d’autre part la sortie du filtre dans le cas d’un signal d’entrée exponentiel complexe
z(t) = €20t pour vy élément de R :

y(t) = / h(s) e?mo(t=s) gs
R

€2i7r1/0t/ h(S) 6—27,7ruos ds
R

= z(t) H(w).
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En d’autres termes, les « fréquences pures » sont les signaux propres des filtres convolution-
nels. Le coefficient H(v) est appelé transmittance complexe du filtre a la fréquence v et on peut
I’écrire sous la forme suivante : N A

H(v) = A(v) €W,
avec A(v) = |H(v)| le gain d’amplitude et ¢(v) = arg H(v) le déphasage (subis par le signal
x(t) = e¥™ au passage dans le filtre).

Réciproquement, on peut chercher a définir un filtre linéaire homogene par sa transmittance
complexe H. Formellement, il suffit pour cela de restreindre I’ensemble des entrées admissibles
aux signaux x harmonisables pour lesquels

y(t) = /R T (1) i (dv)

est définie p.p. La mesure harmonique de la sortie est alors

fiy(dv) = H(v) fio(dv).

Exemple 1

Un filtre passe-bande idéal est caractérisé par la transmittance H(v) = 1_p,,—p,(V) +
1B, B,)(v), c’est-a-dire qu’il « coupe » toute Iénergie du signal située en dehors de I'intervalle
(la « bande » ) de fréquence [By, B2]. On peut définir sa sortie pour toute entrée harmonisable.
On définit de méme des filtres coupe-bande, passe-haut (Bs = +00), passe-bas (B; = 0), etc.
On peut s’intéresser a la réponse impulsionnelle de ces filtres (pourquoi existe-t-elle?) : un
cas particulier tres utile est le filtre passe-bas « idéal »; pour By = 0 et By = B, la réponse
impulsionnelle h s’écrit

h(t) = 2B sinc (2Bt).
On note immédiatement que cette réponse impulsionnelle est non causale et de support infini,
ce qui signifie que la réalisation physique d’un tel filtre ne peut étre qu’approchée (c¢’est pourquoi
on Pappelle filtre passe-bas « idéal »).

Exemple 2

Le filtre dérivateur est caractérisé par la transmittance H (v) = 2imv. On peut le définir sur
I’ensemble des entrées qui se mettent sous la forme :

z(t) :'A;emﬂws(y)du

telles que s et v — vs(v) soient des éléments de L{(R). De tels signaux sont continus et
dérivables et on voit facilement que le filtre dérivateur associe a x sa dérivée dx/dt :

d .
—x(t) :/ 2imy > ™ s(v) dv.
dt R

Annexe A Fonctions régularisantes
Définition
Une fonction régularisante est une fonction 6 stable et normalisée :

l/mnm:am:L
R

et dont la TF est également stable. En pratique on choisit des fonctions réelles positives et paires.
D’autre part une fonction régularisante est majorée, continue et décroissante vers 0 sur R..
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Exemples

Les fonctions régularisantes les plus courantes sont celles de Féjer-Cesaro, Cauchy-Poisson
et Gauss-Weierstrass respectivement associées aux trois couples :

0(t) = sin’ wt /2> 5 6w) = (1—|v|) 1) (I.21)
0(t) =2/(1+47%%) 5 G(v) = e (1.22)
0(t) = yre ™" I )=V (1.23)

Propriétés

La caractéristique intéressante de ces fonctions est d’admettre la décomposition (I.1) par
vérification directe. On peut alors « propager » cette propriété a d’autres fonctions, dont les
fonctions stables a TF stable, comme nous allons le montrer maintenant.

Annexe B TF inverse de 7 stable
L’objet de cette partie est de montrer que dans le cas ou la TF Z d’un signal x stable est
stable, la TF inverse (I.1) existe et est p.p. égale a z. Si x est stable, on a d’apres (1.6) et (I.16) :

14

AON) % (1) 5 §(X) #(v), (1.24)

c’est-a-dire (I.2) pour A @(At) x z(t). Montrons inversement (I.1) pour cette fonction régularisée :
/ 5(%) Z(v) e*™tdy = XO(\t) * z(t) pour tout t. (1.25)
R
D’apres (I.14)), on a

MO # 2(t) = / NOOA(E — u))a(u) du.

R
Soit O(A(t — u)) = O(\u)ey(t), avec par exemple e, (t) = exp(—m2\%t(t — 2u)) dans le cas du

facteur de Gauss-Weierstrass. Alors :

AO(NE) x x(t) = /R)\G(/\u)x(u)eu(t) du.

Par TF, en utilisant d'une part (L.24) et le théoreme de Fubini d’autre part, on obtient

5(%) F(v) = /IR )\G(Au)x(u)( /R eu(t) e*2mtdt) du = / AO(O) (1) (1) du.

R

Toujours grace au théoréme de Fubini, en remarquant que |\ @(Au)z(u)€,(v)| est intégrable en
dudv, on en déduit :

A§<§> E(V) €2i7r1/tdy — /]R)\@()\u) IL’(’U,) <A gu(V) eZiﬂutdy) du
_ / NOOW) 2(u) ew(t) du
R
= AO(At) x z(t).

Dans le cas oul T est également stable, le théoreme de convergence dominée entraine que le
premier terme de (1.25) tend vers

/ f(]/) einuth
R
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pour tout ¢t quand A tend vers +o0o, uniformément dans tout intervalle. D’autre part, si ’on peut
démontrer que le deuxiéme membre de (I.25) tend simultanément vers z dans Lg,(IR), alors on
aura la formule d’inversion (I.1) pour presque tout t. Pour démontrer ce dernier point, on forme
en utilisant (1.24)

/R!AH(M)*:c(t)—w(t)|dt=/R]/R(:c(t—u)—x(t))w(Au) du)dt.

Donc, en posant f(u) = [ |(t —u) — z(t)|dt,

u/

/R])\H(At)*x(t)—x(tﬂdtg/Rf(u))\e()\u)du:/]Rf()\>0(u’)du’,

Comme f(u) = |f(u)| est majorée par 2 [ |z(t)| dt, le théoréme de Lebesgue donne

u u

I ()e’d’:/ tim f(5)0() du' =0
Jhm Rf 3 )0 du RAiTOOf 3 ) 0w du
pourvu que f(u) tende vers zéro quand u tend vers zéro. D’apres le théoreme de Lebesgue, c’est

vrai si x est continue a support compact. On passe ensuite au cas général en approchant dans
L&;(R) les fonctions stables par des fonctions continues a support compact.

Remarque

Méme si Z n’est pas stable, on conserve quand méme un résultat de convergence dans Lclc (R):

: ~ o (Y 2imut _
)\El}:oo ]R:E(Z/)H ()\) e~ dy = x(t)

pour presque tout ¢, résultat valable pour les différentes fonctions régularisantes 6.






Chapitre 11

Signaux déterministes a temps
discret

II.1 Introduction

Les signaux a temps discret tiennent une place prépondérante dans les applications dans la
mesure ou de plus en plus de traitements sont effectués par voie numérique. Nous insisterons
donc particulierement dans ce cours sur ce type de signal, que ce soit dans le cadre déterministe
ou aléatoire. Dans la pratique, une grande partie des signaux a temps discret correspondent a
un échantillonnage d’un signal continu, mais il existe des processus qui sont par nature a valeurs
discretes comme par exemple des images regues sur des mosaiques CCD.

Dans ce chapitre, nous étudierons en premier lieu le probleme de la transformation d’un
signal continu sous forme discrete. On utilise en général un échantillonnage régulier, par lequel
on associe & un signal x la suite de valeurs numériques zx = z(kT.),k € Z, ou T, est le pas
(ou période) d’échantillonnage. La premiere question & se poser lors de cette transformation
est : dans quelle mesure la suite des échantillons {xy}rey décrit parfaitement le signal initial
x 7 Le théoréme de Shannon permet de définir les conditions de conservation de 'information
véhiculée par = dans le signal & temps discret! {z; }recz. Apres avoir abordé cette question, nous
présentons les outils les plus couramment utilisés pour les signaux a temps discret. Il s’agit de
la transformée en z et de la transformée de Fourier discréte. Comme dans le cas continu, on se
placera dans les deux cadres suivants :

— l’ensemble (espace de Banach) des signaux a temps discret stables

& = {{ahea/ ol < o0},

keZ

— D’espace de Hilbert des signaux a temps discret d’énergie finie,

¢ = {{%}kez/z ek [” < +00}-

keZ

Signalons la relation d’inclusion ¢! C ¢2 qui n’a pas cours dans le cas des signaux continus.

Dans ce chapitre, un signal & temps discret est noté {zx}rcz pour le distinguer du signal & temps continu z.
Dans la suite du cours, les signaux a temps continu ne seront plus utilisés et la notation = désignera le signal a
temps discret.
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I1.1.1 Formule sommatoire de Poisson

Cette formule est utilisée en analyse pour calculer simplement des sommes de séries. Dans
le cas du traitement du signal, cette formule est liée au théoreme d’échantillonnage que nous
allons présenter dans le paragraphe suivant et peut, d’autre part, étre utilisée pour des calculs
de spectres de signaux complexes.

Théoréme

Soit s un signal complexe stable de transformée de Fourier s stable et soit 1" un réel positif
quelconque. Alors pour presque tout (u,v) € R?

T Z s(nT o u) e2imvm _ e?iwuu/T Z g(n - V) e—inun/T‘ (IIl)
neZ neZ T
Démonstration
Sachant que fOT Yonez Is(WT — w)|du = [p|s(u)]du < 400, la fonction périodique
Y neyz |8(nT —u)| est presque partout finie. Donc
F(u,v) =Y s(nT — u) 2™ nT=w/T (11.2)
nez

est une fonction définie presque partout en u, périodique et intégrable sur [0, 7.
Pour tout k€7,

T T
11_‘/ F(u, l/) e—2i7rku/T du Z / S(HT _ u) eQiﬂ(V—i—k)(nT—u)/T
0 0

neZ
_ lg(—l/— k:)
T T '
—v—k

Or, la transformée de Fourier est stable, donc pour presque tout v, >, |5 (=7 )| < +oo.
On peut donc utiliser les transformées de Fourier inverses et montrer que pour presque tout

(u, v),
Fluv) = 2 3 5(R2Y) e 2k,
keZ

En faisant u = v = 0 dans (IL.1), sous réserve d’existence, on obtient la formule sommatoire

de Poisson,

Ty s(nT)=> 35(n/T) (11.3)

neZ nez

Notons que pour que (II.3) soit vrai, il faut que la série s(nT') soit absolument convergente, ce
qui n’est pas équivalent a s stable.

I1.2 Théoreme d’échantillonnage

I1.2.1 Présentation

Soit x un signal stable continu, dont la transformée de Fourier possede un support limité a
la bande de fréquence [—B, B]. Cette transformée de Fourier est continue et puisqu’elle est a
support borné, elle est intégrable et

B
VteR, x(t):/ T(v) X ™ dy.
-B
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On dit alors que le signal = est @ bande limitée sur [—-B, B].

En utilisant la formule de Poisson (IL.1) en u = 0 et v p.p., ce qui exige que
n
> Jo(55)| < +oe
neEZ

on peut écrire, en remplacant v par —Tv et T par 1/2B dans (II.1),

% S (o) e = 3 F(w + 2B0) = F(w). (IL.4)
nez neEZ
Donc
b 1 n —imvn/B 2invt
a:(t)—/BzBZx<2B)e e dv,
nez
soit
1 n B —imvn/B 2imvt
x(t)—2BZa:<QB>/Be e dv,
nez
ou encore

1 n n
o= 55 27 (35) (- 35)
nez
ou h est la réponse impulsionnelle du filtre passe-bas idéal de bande [—B, B] vue au chapitre
précédent.

I1.2.2 Théoreme de Shannon-Nyquist

Soit x un signal stable continu & bande limitée sur [—B, B]. Si on choisit une période d’échan-
tillonnage T telle que T, < 1/2B, et si

> |z(nT.)| < +oo,
neZ

alors il est possible de reconstruire sans erreur le signal = a partir de ses échantillons z,, = x(nT)
a 'aide de la formule suivante, dite formule d’interpolation de Shannon :

z(t) = Y x(nTe)sinc (t/T. — n) (IL5)

nez

Remarque 1

La position absolue des instants d’échantillonnage n’a pas d’importance; c’est uniquement
la cadence qui importe.

Remarque 2

Le théoreme de reconstruction, énoncé pour K = 0, reste valable pour tout signal réel stable
continu dont la TF est a support limité a des intervalles symétriques de type
—2K —1 —2K+1] U [2K—1 2K +1
2T, = 2T, 2T, 2T, 1
pour tout K entier, pourvu que K soit connu. On obtient alors une version « haute fréquence »
du théoreme d’échantillonnage,

xi(t) = xo(t) cos(2nK/T),

particulierement utile pour I’échantillonnage des signaux modulés a haute fréquence.
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Interprétation du théoréme d’échantillonnage. Phénomeéne de repliement

Lorsque les conditions du théoreme d’échantillonnage ne sont pas satisfaites, il est important
de comprendre qualitativement quel phénomene rend inapplicable la formule d’interpolation de
Shannon.

Considérons donc un signal x qui n’est pas a bande limitée sur [—B, B], et dont ’échantillon-
nage est effectué a la fréquence 2B. Pour reconstruire le signal, on filtre le train d’impulsions
obtenu par le filtre passe bas [—B, B]. Le signal reconstruit, apres division par 2B, est donc

B B
~ 1 n —2imun/2B 2inuvt 1 mwt N\ 2mun/2B
z(t) 23%95 2B /Be Y3 %x 2B) ¢ v

D’apres la formule sommatoire de Poisson, ’expression entre parentheses peut également s’écrire

1 n —2imvn/2B _ ~< _ 9B )
T (& r\v n
L3 () e

neZ

ce qui, reporté dans I’expression précédente, permet d’écrire

z(t) = / e2imvt Z v —2Bn)d

neZ

La transformée de Fourier du signal reconstruit est donc

#(v) = F(v—2Bn)1_p_ 5 ).

neZ

Cette transformée de Fourier est obtenue en superposant les spectres obtenus par décalage
de multiples de 2B & partir du spectre initial sur la plage de fréquences [—B, B]. Ce phénoméne
est dénommé recouvrement de spectre ou aliasing.

L’opération d’échantillonnage est illustrée par la figure I1.1. L’encadré représente le signal x
et sa transformée de Fourier & support limité sur [—B, B].

— Dans la partie supérieure de la figure, I’échantillonnage du signal x est effectué a une
cadence T, < 1/2B. Dans le domaine de Fourier, conformément a (IL.5), g(v) est obtenue par
simple « périodisation » de . Etant donné que 2B < 1/T,, il n’y a pas de chevauchement et on
peut retrouver T en effectuant un filtrage passe-bas idéal. Dans le domaine temporel, ’équivalent
de cette opération est la convolution par un sinus cardinal.

— Dans la partie inférieure de la figure, ’échantillonnage du signal x est effectué a une
cadence T/ > 1/2B. Dans ce cas, le calcul de g fait intervenir un repliement des motifs répliqués
de T : un filtrage passe-bas idéal ne restituera pas le signal = original.

Filtre anti-repliement

Il est d’usage, lorsque I'on échantillonne un signal x a une cadence donnée T, de filtrer le
signal au préalable avec un filtre passe-bas de fréquence de coupure 1/2T, ce qui permet d’éviter
les phénomenes de repliement. Notons zgg le signal filtré, qui vérifie les hypotheses de Shannon
pour I’échantillonnage a une cadence de T, et peut donc étre reconstruit sans erreur a partir de
ses échantillons {zpp(nT.)}nez. Le signal zpp ne contient que les composantes basse fréquence
du signal original, mais constitue cependant une approximation du signal x meilleure que le
signal & reconstruit a partir des échantillons {x(nT¢)}nez (voir paragraphe précédent), au sens
de la norme dans L,(R). En effet, on démontre (simplement, en utilisant Parseval) I'inégalité :

/]:c —zpp(t)?dt < /|:c (t)]? dt .
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Fig. I1.1. E’chantillonnage d’un signal et repliement de sa TF (voir texte).
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I1.3 Transformée en z

I1.3.1 Définition

La transformée en z (TZ) est I'analogue discréte de la transformée de Laplace des signaux
continus. Elle sera particulierement utilisée dans le chapitre suivant consacré aux filtres numé-
riques. En effet, la transformée en z d’un filtre permet d’étudier de facon simple sa stabilité. Elle
fournit également une représentation compacte des filtres AR ou ARMA qui sont fréquemment
utilisés en traitement du signal.

On associe formellement a tout signal discret {xy}rez sa TZ définie par

= Z 2z ® zeC. (IL.6)

Pour un signal donné, ’ensemble des valeurs de z pour lesquelles la série converge est la
région de convergence (RDC). Pour la déterminer, on peut utiliser le critere de Cauchy sur la

convergence des séries de puissance. On décompose la somme précédente sous la forme X (z) =
X1(2) + Xa(2) avec

Zx kz et Xo(z Zxkz

On montre alors que X5 (z) converge si |z| > R,—, ou
R, = limsup |z;|'/*.
k—+o00

D’une maniére similaire on peut montrer que X (z) converge si |z| < Rz, out Ryt est défini par

= limsup |z_z|/*.

R:v-{— k—-+o00

Dans le cas général, la série converge dans un anneau du plan complexe défini par

0< Ry <|z] < Rpy < 0.

Le probléme suivant consiste a déterminer un signal connaissant sa TZ et la RDC associée.
Pour cela on s’appuie sur des résultats de I’étude des fonctions de la variable complexe [2].
L’expression (IL.6) est un développement en série de Laurent de la fonction X(z), valable dans
une couronne de convergence. Par conséquent la représentation en TZ du signal {zy }rez est la
donnée de la fonction X(z) et de la RDC' sur laquelle le développement en série de Laurent de
X (2) restitue les coefficients {xy}rez :

{widrez 5 X(2) et RDC={z/Ry_ < |z| < Ryi} (IL.7)

Le calcul d’un signal a partir de sa TZ est donc un probleme de développement en série de
Laurent. On rappelle rapidement la démarche, qui fait appel au théoreme de Cauchy sur I'inté-
gration le long d’un contour dans le plan complexe. De ce théoreme, on peut évaluer I'intégrale

I:
I = L 2 ldy =6
27 T+
ol I'" est un contour fermé qui entoure l'origine des z parcouru dans le sens trigonométrique.
{0x} est le signal de Kronecker défini par 09 = 1 et 0y = 0 si k¥ # 0. En multipliant les deux
membres de 1’équation définissant la transformée en z par z/=!/2im et en intégrant le long d'un

contour I'"entourant l’origine et contenu dans la RDC, on a

1 k-1 —l+k—1
—_— X dz d
2om (2) 2 22%7{ Z:c : =

T+
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L’intégrale étant calculée dans la RDC, la série est absolument convergente et on peut donc
inverser I'intégration et la sommation, ce qui s’écrit

1 Xz
— ¢ X(z)dz = ’7{ Rl g,
2in f., KB dz Z.o 2im Jpi - ‘

Compte tenu de la remarque sur 'intégrale I, on obtient finalement la formule d’inversion

de la TZ
1

Tp = — X (2) 2" . (11.8)

271 T+
Le calcul effectif de 'intégrale peut se faire de plusieurs manieres, par exemple grace a la méthode
des résidus (voir [2]). Le terme zj, s’exprime alors comme la somme des résidus de la fonction
X (2) 271 pour les poles intérieurs au contour I't. Lorsque k est négatif, on peut préférer sommer
les résidus aux poles extérieurs au contour I'", ce qui revient & le parcourir dans le sens opposé
au sens trigonométrique (et z est alors 'opposé de la somme de ces résidus). Cette pratique est

intéressante lorsque | X (z) 28| décroit suffisamment vite & I'infini.

I1.3.2 Propriétés de la transformée en =

— On appelle pdles de X (z), les valeurs de z pour lesquelles la transformée X (z) tend vers
I'infini, et zéros de X (z) les valeurs de z pour lesquelles X (z) s’annule.

— Soit un signal {xy, }reyz et soit la version décalée y = zx_p,, qui correspond a 'introduction
d’un retard ko. En prenant la transformée en z, on obtient :

Y (2) = 277 X (2),

sous réserve que z appartienne & la RDC de {x }kez.

— Le produit de convolution a temps discret x * h de deux signaux {xy trez et {hi}rez est

défini par
Yk = Z T .
nez

Son élément neutre est le signal de Kronecker {0;} défini au paragraphe précédent. Notons
qu’au contraire de la pseudo-fonction de Dirac du cas continu, ce signal ne pose aucun probleme
de définition et qu’il est élément de ¢'. Comme dans le cas continu, sous certaines conditions,
la transformée en z établit une correspondance entre produit de convolution et produit : la
transformée en z de {yj trez s'écrit

Y(z)= Z Z T hp—p 27 F.
keZ neZ
Si z appartient a l'intersection des RDC de chacune de ces séries et en posant m = k —n, il vient
Y(z) = Z Tpz " Z hmz"™=X(z)H(z),
ne meZ

i.e., le produit de convolution de deux signaux conduit a un produit simple par transformée
en z. Notons que la RDC de {yg}rez peut s’avérer plus grande que l'intersection des RDC de

{zr}rez et de {hp}rez.
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II.4 Transformée de Fourier a temps discret

IT1.4.1 Lien entre transformée en z et transformée de Fourier

Pour un signal a temps discret {x}rez, la transformée de Fourier X (v) correspond & l'ex-
pression de sa transformée en z prise en z = €™ :

X(v)=> ape ™k veR. (IL.9)
keZ

Son existence dépend de la convergence absolue de la série (I1.9) sur le cercle unité : si le signal
{2} }rez est dans £, la RDC de la série (I1.9) contient le cercle unité et la transformée de Fourier
existe. Notons qu’alors la fonction X est périodique de période 1.

Formule d’inversion

Contrairement au cas continu, la stabilité permet de garantir ’existence d’une transformée
de Fourier inverse. En multipliant (11.9) par 2™ et en intégrant sur [0, 1], on obtient x,, comme
le n-ieme coefficient de Fourier de X :

1 ~ .
T, = / X (v) eX™™ qy, (I1.10)
0

Egalité de Plancherel-Parseval

L’analogue du théoreme de Parseval vu au chapitre I, (I.16) existe en discret. Soit {z }rez
appartenant & ¢2 muni du produit hermitien

keZ

Soit X (v) la transformée de Fourier associée a x,,, alors

1 ~
anyQ_/O |X ()2 du. (IL.11)

neZ

I1.4.2 Transformée de Fourier discréte (TFD)

Comme dans le cas continu, on peut s’intéresser a la représentation de Fourier des signaux dis-
crets périodiques {xy}reyz de période N. Dans le cas discret, cette représentation est d’un intérét
pratique considérable car on dispose d’algorithmes rapides qui permettent de passer de la repré-
sentation temporelle {x}}r—o n—1 & une représentation fréquentielle équivalente {X;};—o n—1, et
réciproquement.

Pour un signal discret périodique {zy}rez de période N, on définit sa TFD par
R,
Xi= kz_:o zpe 2TRUN e g, (11.12)

On obtient ainsi un nouveau signal discret {X;};cz, également périodique de période N.
De facon duale, on montre la formule d’inversion
N-1

rp= Y X eX™N ke (I1.13)
=0
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Le signal {X;};ez est donc une représentation équivalente de {x }rez. Du fait de la périodicité,
la connaissance de N points successifs suffit a définir entierement chacun de ces signaux. Les
transformations linéaires (II.12)) et (II.13) peuvent donc étre résumées par la relation matricielle
liant les vecteurs @ = [zq,...,on_1]' et X = [Xo,..., Xy_1]":

X = %WN 2, (IT.14)

ott Wy est une matrice inversible d’éléments wh! = e~ 2mk/N - d’inverse W3 /N.

Transformée de Fourier discréte rapide (TFR ou FFT)

Le calcul de la TFD du vecteur & par la formule (I1.14) nécessite environ N2 multiplications.
L’algorithme de transformée de Fourier rapide est un moyen de calcul exact de la transformée de
Fourier discrete qui permet de réduire notablement le cout de calcul. Le principe est de découper
le probléeme initial en un grand nombre de problémes auxiliaires de dimensions réduites, afin
que le cotit total de leur résolution (comprenant la somme des cotits de chacun d’entre eux et
le raccordement des solutions élémentaires) soit sensiblement réduit. Ce découpage est rendu
possible par la structure tres particuliere de la matrice Wy. De fagon générale, la dimension
des problemes auxiliaires dépend de la décomposition de N en facteurs premiers. Le cas le plus
favorable correspond & N = 2%, Comme nous le verrons dans le dernier paragraphe, on se
ramene souvent a ce cas, aussi est-ce le seul que nous détaillons. L’opération élémentaire est
alors la décomposition d’'une TFD d’ordre N en deux TFD, chacune d’ordre N/2.

On peut écrire (I1.14) sous la forme

N/2—1 N/2-1

1 2il 2j+1)1
Xl:N( JZ_% zojwy + ]Z_% :c2j+1w1(vj )>'

Or w%“ = w}“v /2» Ce qui permet de transformer la relation précédente en

1 N/2—-1 N/2—-1
z : jl } : jl
Xl = N ( a:gngv/Q + wé\, ngﬂwg\m) s
=0 =0

que 'on peut écrire sous la forme
X =Y +uwZ (0<I<N-1),

ol Y] et Z; correspondent aux TFD de y; = x9; et z; = x9;11 définies par 1.12. En observant de

plus que Y N0 =Y}, Z1 nj2 = Z; et wé\J,rN/Z = —wﬁv, la formule précédente peut se séparer en

X =Y +uwhz (0<I<SN/2-1), X;=Y—uwhZ (N/2<I<N-1).

Le calcul de Y et Z, de dimension N/2, nécessite deux TFD d’ordre N/2. On a donc remplacé
une TFD de longueur N par deux TFD d’ordre N/2, au prix de N/2 multiplications complexes
et N additions complexes supplémentaires. Dans le cas ou IN est une puissance de 2, on peut
itérer le processus pour aboutir & des TFD de longueur 2 triviales. Le nombre d’itérations étant
logaN/2, on montre que la complexité totale de I’algorithme est de N/2 loga N/2 multiplications
complexes et N logaN/2 additions complexes.
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Bourrage de zéros (zero padding)

Considérons un signal discret {z }rez de support [0, N — 1]. L’équation (II.9) nous permet
de calculer sa transformée de Fourier
N-1
X(v) = Z zpe 2R peR,
k=

qui est périodique de période 1. Notons {xﬁ/l trez le signal périodique de période M > N,
construit & partir des échantillons non nuls du signal {xj}rez complétés par des zéros, c’est-a-
dire défini par la période suivante :

M M M M
Ty =Toy...,TN_1 =TN-1,TN :O"'Wfol:O‘

Sa transformée de Fourier discrete se calcule a partir de ’équation (I1.12) :
| Nl
XM = i D ape M =0, M -1,
k=0

En examinant les deux équations précédentes on remarque que
X(/M)=MXM, 1=0,...,M—1.

Ainsi la TFD de {x% trez conduit & une version échantillonnée de la TF du signal & support
limité {x}rez, pour la période d’échantillonnage 1/M (échantillonnage fréquentiel).

L’opération précédente est appelée « bourrage de zéro » (zero padding) dans la littérature
de traitement du signal. Les calculs précédents montrent qu’elle permet :

— d’interpoler la transformée de Fourier d’un signal a support limité pour toutes les fré-
quences uniquement en utilisant des TFR,

— de remplacer le calcul d’'une TFR sur N points par un calcul sur M = 25 points (M > N).
On obtient alors la TF de {x;} échantillonnée avec la période fréquentielle 1/2% au lieu de 1/N.
Ceci n’empéche pas d’étudier le comportement fréquentiel du signal {zx}, et permet d’utiliser
lalgorithme de TFR associé aux puissances de deux (voir le paragraphe précédent). Notons que
cette opération est indispensable lorsque 'on veut faire la TFR d’une séquence dont la taille NV
est un (grand) nombre premier.

Formule de convolution-multiplication

Soit deux signaux discrets périodiques {xy} et {hi} de méme période N et de représentations
fréquentielles respectives { X }kez et { Hy }rez. La formule de convolution-multiplication s’écrit :

N-1
Y = anhk—m kel = Y, =Hy Xy, keZ
n=0

ot {yk}rez et {Yi}rez sont des signaux périodiques de période N. Si l'on représente ces trois
signaux périodiques par les vecteurs = (zo,...,znx_1)", h, y et leurs représentations fréquen-
tielles respectives par X, H et Y on peut écrire la formule précédente comme une relation
matricielle 1

Y = (HoXo,...Hy 1 Xn_1)' = ~Vvy.

Le vecteur y est alors la convolution circulaire des vecteurs x et h, définie par

{ ve = S bk + SN T by, 0< k<N —2;

— II1.15
YN-1 Zgzol T gy - ( )



Chapitre 111

Filtres numériques

I11.1 Introduction

Le signal de sortie d’un filtre linéaire homogeéne est donné par le produit de convolution de
{z1}, le signal d’entrée, et de {hy}, la réponse impulsionnelle du filtre. La réponse impulsionnelle
{h}, ou réponse percussionnelle dans certains ouvrages, est définie comme la sortie du filtre pour
le signal d’entrée {d;}. La TZ de {hy} est définie par :

{hitver — H(z) et RDC = {z/R; < |z| < Ry}. (I11.1)

On appelle fonction de transfert la fonction H(z). Une autre représentation que nous serons
souvent appelés a utiliser est la réponse fréquentielle du filtre H(v) qui est la transformée de
Fourier de la réponse impulsionnelle.

Les filtres sont fréquemment utilisés afin de transformer les signaux d’entrée de fagon a
éliminer, ou tout du moins a atténuer fortement, certaines fréquences qui sont indésirables ou
qui correspondent a des perturbations. Par exemple, il est souvent nécessaire de supprimer
des fréquences proches de 50 ou 60 Hz qui peuvent induire des interférences avec le courant
d’alimentation. Nous avons présenté au chapitre 1 certains types de filtres utilisés pour cet
usage, qui sont :

— les filtres passe-bas qui atténuent fortement les fréquences situées au dela d’une limite
définie sans affecter les fréquences plus basses.

— Les filtres passe-haut qui atténuent fortement les fréquences situées en deca d’une limite
définie sans affecter les fréquences plus hautes.

— Les filtres passe-bande qui préservent le signal d’entrée dans un intervalle de fréquence et
atténuent ses composantes situées a l’extérieur de cet intervalle.

— Les filtres coupe-bande qui suppriment les composantes du signal d’entrée situées dans un
intervalle de fréquence et n’affectent pas les composantes situées a 'extérieur de cet intervalle.

La figure III.1 présente pour chacun des types de filtre mentionnés ci-dessus la réponse
fréquentielle associée a des filtres réels en comparant avec la réponse idéale souhaitée. La synthese
des filtres réels a été effectuée par 'approche type Butterworth [3] ot I'on approxime la fonction
a l'aide d’un polynéme de degré N. L’approximation est d’autant meilleure que N est élevé mais
le filtre obtenu devient difficile a utiliser dans la pratique. Les filtres présentés ici correspondent
a N =38.

Nous allons a présent introduire les propriétés importantes de certains filtres numériques.
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IT1.1.1 Stabilité

Il existe plusieurs définitions de la stabilité d’un filtre ; nous ne retiendrons ici que la stabilité
au sens déja défini dans le cas continu, c’est-a-dire {h;} € £1. On la désigne parfois par « stabilité
au sens strict », ou « stabilité BIBO » (Bounded Input Bounded Output), car on montre que
{hi} € ¢! est une condition nécessaire et suffisante pour qu’a toute entrée bornée le filtre associe
une sortie bornée. Comme indiqué précédemment, la stabilité stricte de {hx} correspond au fait
que le cercle unité appartienne a la RDC, ou encore a l'existence de la transformée de Fourier
de {hi} : H(v) = H(eX™), appelée transmittance, comme & temps continu.

IT1.1.2 Causalité

Un filtre est dit causal si hy, = 0 pour tout k < 0. Cette propriété est équivalente pour la TZ
du filtre a : la RDC associée a {hy} est de la forme [R1, +0ool.

On peut facilement comprendre cette caractérisation si on se souvient de la méthode d’inver-
sion de la TZ par le calcul des résidus : on a vu en effet que ’on pouvait calculer les valeurs de Ay,
pour k < 0 en sommant les résidus de X (z) zF~1 sur les poles extérieurs au contour d’intégration
(situé dans la RDC). La condition précédente garantit qu’il n’existe pas de tels poles, puisque
la série entiere est holomorphe sur sa RDC [Ry, +0oo[. Donc le résultat de I'intégration (I1.8) est
nul : hgy = 0 pour k < 0.

Inversement, si hy = 0 pour tout £ < 0, en reprenant les calculs du paragraphe I1.3.1

permettant de définir la région de convergence de la TZ, on constate aisément que Ry, est égal
a 400 et que la RDC est définie par [Ry, +00].

Un filtre causal et stable est dit réalisable.

I11.1.3 Inversion d’un filtre numérique

On considére un filtre numérique H défini par sa réponse impulsionnelle {hs}. Soit {x} un
signal discret appliqué en entrée du filtre H, et soit {yx} le signal de sortie associé. On définit
le filtre inverse du filtre H comme le filtre qui permet de retrouver {xj} en filtrant {yx}, pour
une famille de signaux {z;}. Ce filtre inverse est noté H~!.

Soit K le filtre inverse d’un filtre H défini par sa transformée en z, H(z), et sa région de
convergence. Le filtre inverse admet comme transformée en z

Les poles de cette fonction sont les zéros de H(z) et le domaine de convergence de K (z) sera
déduit de I’étude de ces zéros. Si elle existe, la transmittance du filtre K est obtenue a partir de

celle du filtre H par
1

K vy ‘ .
(6 ) H(esz/)

II1.1.4 Filtres rationnels, filtres dynamiques

De méme qu’un grand nombre de systemes a temps continu sont régis par des équations
différentielles, une large classe de systemes a temps discret découlent d’équations aux différences,

du type
N M
Z On Yken = Z b Th—m (I11.2)
n=0 m=0
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ou {yx} est considéré comme la sortie d'un systeme dont {xy} est 'entrée. En prenant la TZ
des deux membres de I’équation précédente on obtient la fonction de transfert du systeme cor-
respondant :

Hz) = 2 Zmobm " (I1L.3)

X(2) Zg:o ap 27"

Partant de (IIL1.3), il est facile de mettre H(z) sous la forme d’un quotient P(z)/Q(z) de deux
polynémes en z, de degrés respectifs My et Ny. Comme les polynémes de la variable complexe
sont entierement définis par la position de leurs zéros a un facteur prés, H(z) est entierement
définie par ses Ny poles (zéros de Q(z)), ses My zéros (zéros de P(z)) et un facteur multiplicatif

A
P Mo (5 —
Hzy = 2 _ 4 H”;V:l(z 2m), (I11.4)
Q2) [1n2:(2 = pn)
Les Ny zéros de Q(z) et les My zéros de P(z) définissent les poles et les zéros finis de H(z).
Dans le cas d’un filtre réel, ces poles et ces zéros sont réels ou deux a deux conjugués.

— Lorsque My est supérieur a Ny, H(z) admet également My — Ny pdles a linfini.

— Lorsque Ny est supérieur & My, H(z) admet également Ny — My zéros a linfini.

L’expression de H(z), fonction de la variable complexe, est holomorphe en tout point sauf
en ses Ny pOles. Elle admet un développement en série de Laurent différent en chaque couronne
du type {z/|z|€ |R1, R2[}, ou R; et Ry sont les modules de deux poles « successifs » (i.e.,
consécutifs dans la liste des poles rangés par module croissant), c’est-a-dire qu’en chacune de ces
régions on peut calculer une réponse impulsionnelle d'un filtre décrit par les équations (II1.2)).
Notons que 'existence de plusieurs filtres associés a I’équation (II1.2) ne doit pas surprendre :
elle est le pendant du choix des conditions initiales dans I’équation différentielle. Tous ces filtres
sont appelés filtres rationnels.

Etudions maintenant & quelles conditions on peut trouver des filtres causaux et des filtres
stables & partir de H(z).

— La causalité correspond & une région de convergence du type {z/|z|€]R1,+o0c[}. Dans
le cas ou il existe des poles a l'infini, aucune région de convergence de ce type ne peut étre
associée a H(z), il n’existe pas de filtre causal. Dans le cas contraire ou il n’y a pas de pole a
I'infini, c’est-a-dire que Ny est supérieur ou égal a My, alors le filtre correspondant a la RDC
{2/|2]€] Rmaz; +o0[}, ot Rmax est le plus grand des modules des poles de H(z), est causal.

— La stabilité correspond & l'appartenance du cercle unité a la RDC. 1l est clair que tant
que la fonction de transfert H(z) ne possede pas de poles sur le cercle unité, il est possible de
trouver une RDC contenant celui-ci : le filtre obtenu sur cette région est stable.

— Pour étre réalisable il faut réunir les deux conditions précédentes (RDC du type {z/
|z|€]R1, +00o[} contenant le cercle unité) : il faut et il suffit que tous les poles de H(z) soient a
I'intérieur du cercle unité.

On appelle filtre dynamique un filtre réalisable dont la fonction de transfert est une fraction
rationnelle. L’étude du comportement en fréquence d’un filtre dynamique, c’est-a-dire I’étude en
phase et module de la transmittance H (e*7), peut étre trouvée dans de nombreux ouvrages de
référence plus détaillés que ces notes de cours.

Un filtre dynamique est & phase minimale ou & déphasage minimal si son inverse stable (i.e.,
le filtre associé & H~'(z) développée sur le cercle unité) est lui aussi réalisable.

Pour qu'il existe un filtre & phase minimale associé a H(z), il faut qu’il existe :
— un filtre causal associé a H(z) donc que la fonction n’admette aucun pole a l'infini donc
que Ny soit supérieur ou égal a M ;
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— un filtre causal associé & H~!(z) donc que la fonction H (z) n’admette aucun zéro a I'infini
donc que Ny soit inférieur ou égal a M.
De plus, pour assurer la causalité du filtre et de son inverse, tout en préservant la stabilité, les
poles et les zéros de H(z) doivent se trouver a l'intérieur du cercle unité.

En résumé, il existera un filtre a phase minimale associé a H(z), si il existe autant de pdles
que de zéros, tous situés a l'intérieur du cercle unité.

Résumons '’emboitement des propriétés et leurs appellations usuelles :

= dynamique

causal } = réalisable }
d’inverse réalisable

stable rationnel } = a phase minimale.

Examinons maintenant deux cas particuliers importants de filtres rationnels, éventuellement
réalisables.

II1.1.5 Filtres & Réponse Impulsionnelle Finie (RIF)

Ces filtres sont également dénommés filtres transverses. C’est le cas particulier de (III.4)
obtenu pour Q(z) = 2M . L’équation d’entrée-sortie s’écrit alors :

M
Y= bm Thm. (IIL5)
m=0

On constate que la réponse impulsionnelle de ce filtre est simplement égale a la suite des co-
efficients b, pour m = 0,..., M, prolongée a gauche et & droite par des zéros. C’est pourquoi
on parle de filtre & réponse impulsionnelle finie. La fonction de transfert étant réduite & un
polynéme en 2z~ !, on peut I'écrire

M
H(z) = ZLM batm 2™ (IIL6)
0

m=

et il n’y a pas de probleme de choix de RDC puisque tous les podles sont réunis en zéro. Par
contre ce filtre n’est & phase minimale que si les zéros de H(z) sont & l'intérieur du cercle unité.

II1.1.6 Filtres Tous Poles (FTP)

Ce type de filtre est également dénommé filtre récursif. C’est le cas particulier de (III.4)
obtenu pour P(z) = 2. L’équation d’entrée-sortie s’écrit alors :

N
> an Yron = T, (I11.7)
n=0

et la fonction de transfert se réduit a :

N

e
Zn:O an—_n 2"
Le filtre est réalisable si tous les poles sont dans le cercle unité. Il est alors aussi & phase minimale.

La causalité du filtre se traduit par la possibilité de calculer récursivement la sortie {yx} sous
la forme suivante, déduite de (III.7) en supposant ag # O :

H(z) = (I1L.8)

N

1 a
Yb=— Tk — > — Yk

a a
0 n—1 0
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II1.2 Exemples de filtres

I11.2.1 Retard

Soit la relation entrée-sortie entre {xy} et {y;} définie par
Yk = Thn. (IIL.9)

Cette relation peut étre obtenue en filtrant le signal d’entrée {x;} par le filtre homogene de
réponse impulsionnelle {hy} :
hy = { 1 sik=mn,

0 sinon

qui a pour fonction de transfert

et pour transmittance

II1.2.2 Lissage

On considere le filtre défini par la relation d’entrée-sortie ou {z}} est le signal d’entrée stable
et {yx} le signal de sortie

N
Ye= Y Thon (I11.10)
m=—N

Ce filtre a pour réponse impulsionnelle
{ 1 si —N<EkE<ZN,
hi =

0 sinon.

Sa transmittance est alors '
A() = sin (2N + 1)7ry'
sin Ty
La figure II1.2) présente la réponse impulsionnelle et la réponse fréquentielle d’un tel filtre
pour N = 6. Le filtre ainsi défini est stable mais non causal. Pour le rendre causal, on introduit

un retard de N échantillons et la relation (II1.10) devient

2N
Yk = § LTl—n-
n=0

I11.2.3 Filtre récursif d’ordre 1

Soit un signal réel numérique discret stable {zy} et le signal de sortie {yx} réel défini par la
relation de récurrence
Yk = AYp—1 + pap VEEZ, N, peR (IT1.11)
Les transformées en z associées sont obtenues en multipliant les deux membres de ’équation par
27% et en effectuant la somme pour z€ Z. On obtient ainsi
1
Y(2)=H((2)X(2) = —— X(2).
(:) = H(2)X(2) = -5 X(2)
Le signal de sortie y; est donc obtenu par filtrage du signal d’entrée x; par le filtre numérique
H(z) dont la transformée en z s’écrit
1 pz
H(z) = = .
(2) 1—Xz7b  z—
Ce filtre est dénommé filtre récursif d’ordre 1.

(111.12)
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Réponse impulsionnelle Réponse fréquentielle
2 20

15¢

Amplitude
(=Y
Amplitude

0.

4]

o

-10 -5 0 5 10 -0.5 0 0.5
Nombre d'échantillons Fréquence

Fig. 111.2. Réponse impulsionnelle et fréquentielle d’un filtre lisseur. Le filtre est de type passe-bas.

Stabilité du filtre

Le filtre H(z) est stable et causal si et seulement si |A\| < 1. Dans ce cas, sa réponse impul-

sionnelle est définie par
hi = p ¥, VkeN.

Sa transmittance est

~ M
H(V) = 1 — \Ne2imv’
qui a pour module
() i

V1+ A2 — 2\ cos 2mv
La figure II1.3 présente ce module dans l'intervalle [—1/2, 1/2] pour A = 0,7 et u = 0,3. Le
filtre récursif est donc de type passe-bas. Il est d’autant plus efficace que A est voisin de 1
mais il devient alors d’autant moins stable. Pour illustrer cette propriété, la figure présente
le signal de sortie {yi} obtenu en filtrant un signal d’entrée {z;} par H. Afin d’illustrer les
propriétés fréquentielles du filtre, le signal d’entrée doit posséder un spectre couvrant la gamme
de fréquences.

Le signal d’entrée choisi est du type

at

—at? .
T =€ Tk sinwiy

ol w varie en fonction du temps sous la forme
w = 200 sin 100ty.

Le signal ainsi obtenu est stable quel que soit w et est dit vobulé.

Filtre inverse

Le filtre récursif d’ordre 1 est inversible et admet pour filtre inverse le filtre K de transformée
en z

z—A

pz
Il existe un pole simple situé a 'origine. Le filtre K est donc stable et a pour réponse impulsion-
nelle {k,},

K(z)=

kfo: 5 k‘lz—i, Vn}Q,anO.

1
1
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Réponse fréquentielle
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Fig. II1.3. Représentation temps-fréquence d’un signal vobulé filtré par un filtre AR d’ordre 1.

Le signal {z}} peut étre obtenu par filtrage de {yx} par K, ce qui s’écrit

1 A
T ==Yk — —Yk-1, VKEN.
ot

Le filtre K effectue une moyenne glissante sur {y} pour produire le signal {zj}. Il est de
type passe-haut puisque le filtre récursif d’ordre 1, H, est de type passe-bas.
La figure II1.4/ présente la réponse fréquentielle du filtre inverse du filtre H défini précé-

demment. L’évolution du signal de sortie {yx} obtenu par filtrage d’un signal d’entrée {z;} de
caractéristiques analogues a celles du filtre H illustre les variations en fréquence correspondantes.

IT1.2.4 Filtre récursif d’ordre 2

Soit un signal numérique discret stable {zj} et le signal de sortie {yx} défini par la relation
de récurrence
Yo = M Yk—1+ Ao yp—2 + g, VEkEZ, A1, A2, p€R. (ITL.13)

Par un processus analogue a celui exposé au paragraphe précédent, on montre que le signal de
sortie {yx} est obtenu par filtrage du signal d’entrée {x} par le filtre numérique H(z) défini par
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Réponse fréquentielle
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Fig. I11.4. Représentation temps-fréquence d’un signal vobulé filtré par le filtre inverse.

2
Wz
H(z) = 54¥—7F—. I11.14
=N (ITL.14)

Ce filtre est dénommé filtre récursif d’ordre 2. Nous nous limiterons par la suite au cas ou les
poles de H sont complexes conjugués. En effet, si les poles de H sont réels, ce filtre peut étre
représenté sous la forme de la somme de deux filtres récursifs d’ordre 1 que nous venons d’étudier.

Dans le cas présent, H est un filtre dynamique si et seulement si |[\a] < 1. Soient zp et

Zp les poles de H, qui s’expriment sous la forme zg = re?, zp = re=, ce qui implique \; =
2r cos(6), A\ = —r2. La réponse impulsionnelle du filtre H est alors définie par
sin(n + 1)60
= o SN0 N
sin
Sa transmittance est B L

H(l/) = 1— )\le—Qim/ _ )\26—4i7r1/

qui a pour module

Iz
VA + 12 —2cos(0 — 27v)) (1 + 72 — 2cos(0 + 27v))

|H (%] =
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Ce module passe par des extréma pour v = 0 et v = £1/2. De plus, on peut montrer que si on a
la condition |cos 6] < 2r/(1 + r?), il existe un maximum pour la fréquence v = +14 donnée par

2
cos 2Ty = 1+r cosf
r
et le maximum est égal a
|1 1

1—72 /1 —cos?6
La fréquence vy est dite fréquence de résonance du filtre.

La figure IIL5 présente le module d’un tel filtre dans lintervalle [—1/2,1/2] pour A\; =
1,5, = —0,7 et u = 0,13. La fréquence de résonance associée est vy = 0,07. L’évolution en
temps et en fréquence du signal de sortie {yx} obtenu par filtrage d’un signal d’entrée vobulé
{z} illustre les propriétés fréquentielles d’un tel filtre.

Réponse fréquentielle
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Fig. II1.5. Représentation temps-fréquence d’un signal vobulé filtré par un filtre AR d’ordre 2.
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Filtre inverse

Le filtre récursif d’ordre 2 est inversible et admet pour filtre inverse le filtre K de transformée

en z
22 — Mz — Aoz

22
Il existe un pole double situé a l'origine. Le filtre K est donc stable et a pour réponse impul-

sionnelle {k,},

K(z)=

1 A A
ko=~ ki =—"2ky=—="2 ¥n>3 k, =0
7 7 7
Le signal {z)} peut étre obtenu par filtrage de {yx} par K, ce qui s’écrit
1 A A
Th = Yk — o Yot — o Y2, VhEN.
7 7 7

Le filtre K est donc un filtre RIF d’ordre 3.

La figure II1.6/ présente le module du filtre K inverse du filtre H présenté précédemment.
L’évolution en temps et en fréquence du signal de sortie {yx} obtenu par filtrage d’un signal
d’entrée vobulé {x}} illustre les propriétés fréquentielles d'un tel filtre.

Réponse fréquentielle

30 T T T T T T T T T
35
220
£10
<

0
-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Fréquence

Signal d'entrée x(t) Signal de sortie y(t)

o T 2 " H| Il ! w
o ©
2 2
S 0 WWMWMWWNWWWWWWWWW =
: : H HH
_10 n n n n ‘“
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Temps Temps
Représentation fréquentielle de x Représentation fréquentielle de y

2507 © 50} |”|l

2 2

= =

S S

< 0 Mo Ao s, ‘..A&.. e il L st JA,.A e sl ncapa 1 < O

-0.5 0 0.5 -0.5 0 0.5

Fréquence Fréquence

Fig. II1.6. Représentation temps-fréquence d’un signal vobulé filtré par le filtre inverse.






Chapitre 1V

Evénements, variables et vecteurs
aléatoires

IV.1 Introduction

Comme on I’a vu dans les chapitres précédents, les signaux déterministes permettent de
modéliser des phénomenes limités dans le temps, ou bien périodiques, oscillatoires amortis...
De nombreux phénomenes physiques présentent des fluctuations permanentes non périodiques,
non amorties, mais qui manifestent pourtant un certain degré de « régularité ». Par exemple,
la météorologie est fondée sur l'analyse de signaux de pluviométrie, d’ensoleillement... , qui
présentent un caractére pseudo-périodique (saisons, alternance jour-nuit, cycle des marées...),
mais dont la partie « utile » est noyée dans un ensemble de « perturbations » d’origines diverses
et de forme irréguliere. Les signaux déterministes étudiés dans les chapitres précédents sont
trop limités pour intégrer facilement de telles caractéristiques, tandis que les modeles aléatoires
fournissent un cadre mathématique plus adapté.

La modélisation aléatoire des signaux est présentée au chapitre V, uniquement a temps discret
par souci de simplicité ; cette présentation est largement suffisante dans le cadre d’un cours sur
le traitement numérique du signal. Certaines notions concernant les signaux aléatoires a temps
continu (ou encore, processus stochastiques) sont présentées dans [7].

Le présent chapitre est consacré a la théorie des probabilités, sur laquelle repose la modé-
lisation aléatoire des signaux. Pour commencer, on rappelle le vocabulaire de la théorie de la
mesure, essentielle dans la suite puisqu’une probabilité est un cas particulier de mesure finie et
une variable aléatoire, un cas particulier d’application mesurable. Dans les sections suivantes,
on introduit successivement les variables puis les vecteurs aléatoires.

IV.2 Intégration et probabilités

IV.2.1 Espaces et applications mesurables

On appelle espace mesurable (2, F) le couple formé d’un ensemble Q et d’une tribu F,
c’est-a-dire une famille de parties de §2 vérifiant :

(i) Qe F,

(ii) la stabilité par complémentation : VA € F, A € F,

(iii) la stabilité par union dénombrable : pour toute famille dénombrable {A; € F, i € I},
on a (UrA;) € F.

On déduit facilement de (i)-(ii) que @ € F et de (ii)-(iii) que F est stable par intersection
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dénombrable.

Pour toute famille C de parties de §2, on peut définir la tribu engendrée par C comme la plus
petite tribu contenant C. Ainsi, on munit généralement R? de la tribu B¢ des boréliens, qui est
la tribu engendrée par les pavés ouverts.

Soient (2, F) et (F,.A) deux espaces mesurables. On appelle application mesurable toute
application X de (€2, F) dans (E, A) telle que VA € A, X 1(A) € F.
IV.2.2 Notion de mesure

Mesure sur (2, F)

On appelle mesure sur un espace mesurable (£, F) toute application p de F dans R* qui
posseéde la propriété de o-additivité, c’est-a-dire que pour toute famille dénombrable {A;,7 € I}
d’éléments deux a deux disjoints de F, on a

p(UrA) =D p(Ay). (IV.1)
1

Le triplet (92, F, 1) s’appelle un espace mesuré.

Soit (2, F, 1) un espace mesuré et X une application mesurable de (2, F) dans (E, A). X
permet de construire sur (E,.4) une mesure notée px définie par :

VA € A px(4) = p(X 71 (A)).

La mesure px est appelée mesure image de p par X.

u-négligeable, u-presque partout

Une partie de 2 est dite p-négligeable si elle est incluse dans un élément de mesure nulle de
la tribu F. Une fonction sur € est dite p-négligeable si elle est nulle en dehors d’un ensemble
p-négligeable.

Une propriété sur les points de E est dite vraie p-presque partout (u-p.p.) si elle est vraie pour
tous les points de E exceptés ceux d’un ensemble p-négligeable. En particulier, deux fonctions
sur €2 sont égales u-p.p. si elles sont égales en dehors d’un ensemble négligeable.

Mesure de Lebesgue sur R?
On montre qu'il existe une mesure o-finie unique po sur (R, B%) telle que
d d
Mo <H[a“b,]> = H(b’ — CLi), Va; < b;, 1 <1 <d.
i=1 i=1

Cette mesure est appelée mesure de Lebesgue sur (R?, B%). Sur R, elle mesure les longueurs, sur
R?2, les surfaces etc.

IV.2.3 Probabilités, événements
Vocabulaire

P est une mesure de probabilité, ou encore une probabilité sur (2, F), si ¢’est une mesure telle
que P(€2) = 1. Le triplet (2, F, P) constitue alors un espace probabilisé. En langage probabiliste,
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tout élément de F est appelé événement L. Une conjonction d’événements s’écrit indifféremment
ANB=A.B=AB = (A et B) = (A, B). Pour une propriété vraie P-p.p, on dit plutét presque
sturement (p.s.). Enfin, les éléments de € sont appelés des épreuves.

Qu’est-ce que le hasard 7

Dans une interprétation classique de la notion de hasard, chaque épreuve w est le résultat
possible d’une « expérience aléatoire » , au cours de laquelle tout événement A est réalisé si
w € A. Dans ce contexte formel, P(A) désigne le taux de réalisation de A quand on répete
I’expérience un grand nombre de fois.

Cette interprétation permet de guider 'intuition, mais il faut reconnaitre qu’elle ne constitue
pas une définition mathématique de la notion d’« expérience aléatoire » ou de « tirage aléatoire ».
En fait la théorie des probabilités ne dit rien sur la notion de hasard, ni sur la facon de le générer,
ni sur la facon de I'authentifier. D’ou 'utilisation récurrente de guillemets dans ce cours pour
signaler des expressions faisant appel a I'intuition plutét qu’a un concept précis.

A cet égard, on peut citer I’exemple de I’écriture décimale de nombres transcendants tels
que m, qui a toutes les apparences de la suite des épreuves d’une expérience consistant a tirer
un chiffre « au hasard », alors que le sens commun n’y voit qu’une succession déterministe. A
I'inverse, on a 'habitude d’accorder a une suite de pile ou face un caractere aléatoire, bien qu’on
admette qu’'une piece de monnaie respecte les équations déterministes de la physique classique.

Evénements indépendants

Deux événements A et B sont dits indépendants si P(A.B) = P(A) P(B). Plus généralement,
Ay, Ag, ..., A sont indépendants dans leur ensemble si

Vi, j,...,r (différents entre eux) , P(A4;.4;..... A) = P(A;) P(4;)...P(A,).

Des événements indépendants deux & deux ne le sont pas nécessairement dans leur ensemble (il
est facile de vérifier que le contraire est vrai).

Probabilités conditionnelles

Soient deux événements A et B tels que P(B) > 0. La probabilité conditionnelle de A sachant

B est définie par
P(A.B)
P(A|B)= ——=. Iv.2
Notons que l'indépendance de A et B équivaut a P(A|B) = P(A) quand P(B) > 0.
La probabilité conditionnelle est en fait une nouvelle mesure de probabilité définie sur ’espace
probabilisé (B, Fg), ou Fp est une tribu sur B : Fgp = {A.B,A € F}.

Par récurrence sur (IV.2), VA1, Aa,..., A7 € F, on a

Soit {A;,7 € I} une partition de € constituée d’événements, et soit B un événement tel que
P(B) > 0. Alors {A;.B,i € I} est une partition de B en événements (de Fp). De (IV.1) et
(IV.2), on déduit alors la régle des causes totales :

1 1

P(B) =) P(B.Ai) =) P(A;)P(B| A

i=1 i=1

1 . s
Remarquer 'accent aigu : événement...
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ainsi que la formule de Bayes :

o P(4.B)  P(A) P(B|4A))
P(A;|B) = P(B) Zz’lzl P(A;) P(B| Ai).

IV.3 Variables aléatoires

Dans toute la suite, on se place dans le cas d’un espace probabilisé (2, F, P).

IV.3.1 Variables aléatoires
Définition

On appelle variable aléatoire(v.a.) toute application mesurable X sur un espace probabilisé
(Q, F, P). L’image par X d’une épreuve w, X (w), est appelée une réalisation de X. La mesure
image de P par X, notée Px, est appelée loi de X.

La distinction faite entre une variable aléatoire et sa loi parait sans objet lorsqu’on utilise
une seule variable aléatoire X, car on s’intéresse a la probabilité d’apparition des différentes
réalisations de X et il est inutile de distinguer quelles épreuves donnent telles ou telles réalisations
de X. Autrement dit, tout ce qui nous est utile au sujet de X est contenu dans sa loi. Mais dans
la plupart des problemes on a affaire a plusieurs variables aléatoires définies sur le méme espace
de probabilité et on s’intéresse entre autres aux relations qui existent entre ces variables. Il est
alors tout a fait essentiel de bien voir que des variables aléatoires peuvent avoir la méme loi sans
étre égales. Insistons encore sur le fait que lorsqu’on a deux v.a., par exemple a valeurs réelles,
X1 et Xo, dont on connait seulement pour chacune la loi, on ne peut rien dire en général sur les
v.a. X1 + X, min(Xy, X2)... tant qu'on n’a pas défini précisément les v.a. X; et X5, ou bien
seulement la loi du couple (X7, X3) conformément au paragraphe IV.3.3.

Existence

Le paragraphe 1V.3.2 est consacré a la caractérisation de v.a. réelles. Réciproquement, les
problemes d’existence de v.a. de loi donnée (et plus généralement de processus aléatoires de
loi donnée) sont liés & des problemes fondamentaux d’existence et de construction de mesures,
qui sont résolus par des théorémes de théorie de la mesure dépassant largement le cadre de
ce cours. On peut dire simplement que ces théorémes (en particulier les théoremes d’extension
de Hopf et de Kolmogorov [5]) permettent de construire des mesures et de probabiliser des
espaces mesurables tels que (RN, B¥N) et méme (RE, B2R), suffisamment vastes pour permettre
la construction d’autant de variables aléatoires puis d’autant de signaux aléatoires qu’on le
souhaite. C’est pourquoi en pratique, on laisse en suspens la spécification de ’espace d’épreuves
Q, de sa tribu F et de la probabilité « générique » P, en supposant que (2, F, P) est assez vaste
pour engendrer simultanément tous les modeles nécessaires.

IV.3.2 Variables aléatoires réelles
Définition

Le cas particulier des v.a. réelles (v.a.r.) désigne les applications mesurables X a valeurs
dans l'espace (R, B). Les v.a.r. sont les modeles les plus courants pour décrire des grandeurs
« incertaines ». Les v.a. a valeurs complexes sont également utiles ; on peut les considérer comme
des couples de v.a.r. (voir le paragraphe 1V.3.4).
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Premieére caractérisation de la loi d’une v.a.r. : fonction de répartition

Laloi d’une v.a.r. X est donc une mesure de probabilité sur les boréliens de R. En particulier,
elle permet de calculer la probabilité de tous les événements de la forme {w, X (w) < z), abrégés
en (X < z). Réciproquement, comme les demi-droites | — 0o, z] générent les boréliens de R, on
obtient la caractérisation suivante :

La loi d’une v.a.r. X est entiérement caractérisée par la fonction de répartition de
X, croissante entre 0 et 1 et continue a droite :

On en déduit par exemple P(a < X < b) = Fx(b) — Fx(a).
Selon les caractéristiques de la fonction de répartition Fx(z), on distingue principalement

deux types « classiques » de v.a.r. Ces deux types, variables a densité et variables discrétes, ne
recouvrent pas ’ensemble des v.a.r., mais correspondent a un trés grand nombre de situations.

Variables aléatoires discrétes

Dans le cas de v.a. discretes, X prend un nombre fini ou dénombrable de valeurs z; avec
les probabilités P(X = x;) = p;, ot nécessairement ) . p; = 1. Il s’agit en particulier des v.a.r.
construites par dénombrement (z; € IN). Dans ces conditions, Fx est la fonction en escalier :

1T KT

et par conséquent la donnée des p; (et des z;) caractérise la loi de X.

Variables aléatoires & densité

La loi de X est dite a densité s'il existe une fonction fx(x) > 0, dz-intégrable, telle que pour
tout réel x :

Fy(z) = /_ " r(s) ds. (IV.3)

La fonction fx(z) est appelée densité de probabilité de la variable aléatoire X. Une condition
suffisante pour que X admette une densité est que Fx(x) soit continiment dérivable pour tout
x. Dans ce cas, (IV.3) montre que la densité caractérise la loi de X.

Remarque. 11 ne faut pas confondre la densité de probabilité fx(z) avec la mesure de proba-
bilité d’un événement du type (X = z). Par exemple, dans le cas d’un espace 2 = [0, 1] muni de
sa tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue, la v.a.r. X(w) = cosmw admet une densité de
probabilité

pour x €] — 1, 1],

1
fx(x) = { Vi-a

0 ailleurs.
En effet,
Fx(x) = P(X <ux),
= P(w > arccos(z))/m Vx €] —1,1],
= 1 —arccos(z)/m.
Cette fonction de répartition F'x(z) est continiment dérivable sur | — 1,1[; sa dérivée est

la densité de probabilité fx(x) ci-dessus. Il est facile de voir que fx(x) prend des valeurs arbi-
trairement grandes quand x se rapproche des extrémités de l'intervalle | — 1, 1], ce qui n’est pas
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Fig. IV.1. Densité de probabilité (a gauche) et fonction de répartition (a droite) d’une variable
aléatoire (voir texte)

incompatible avec le fait que tout événement (X = z) est de probabilité nulle (y compris pour
x = =+1).

Changement de variable

Bien souvent il faut calculer la densité de probabilité d’une variable aléatoire réelle Y définie
comme la transformation Y = ¢g(X) d’une autre v.a.r. X dont la densité fx est connue. Ce genre
de probleme peut souvent étre résolu par de simples manipulations des fonctions de répartition
de Y et X, et non pas directement des densités. Prenons un exemple : soit X une v.a. de fonction
de répartition F'x bijective. Calculons la loi de la v.a. Y = Fx(X). Il est clair que Y est & valeurs
dans l'intervalle [0, 1] et pour y € [0, 1], il vient :

Fy(y) = P(Y <y) = P(X < F5'(y)) = Fx(Fx'(y) = v.

Donc Y est uniformément répartie sur [0, 1]. Cet exemple est intéressant car il fournit un moyen
de tirer « au hasard » des nombres suivant la loi de X a l'aide d’un simple générateur de
nombres pseudo-aléatoires suivant la loi uniforme sur [0, 1] (c’est la fonction rand disponible sur
de nombreux calculateurs). Le calcul précédent montre qu’il suffit d’appet nliquer aux nombres
générés par rand la fonction F)}l pour obtenir des nombres distribués suivant la loi de X.

Pour en revenir aux changements de variable, il existe sous certaines conditions de régularité
sur la transformation Y = g(X) une formule plus générale de changement de variable qui sera
donnée dans le cas vectoriel au paragraphe IV.5.2
IV.3.3 Espérance mathématique
Définition

Pour toute v.a.r. X P-intégrable ([, |X(w)|dP(w) < 400), on définit espérance mathéma-
tique par :

E(X) 2 /Q X (w) dP(w) = /]R 2z dPx () (IV.4)

L’espérance mathématique est un réel qui correspond a une moyenne de la v.a.r. X sur I’ensemble
des épreuves w, pondérée par la probabilité d P(w). La deuxieme égalité traduit 'intégration pour
la mesure image. Pour des v.a.r., on peut noter indifféremment le terme dPx (x) sous la forme
dFx(z), notation qu’on adopte dans la suite.

— Dans le cas de variables discretes, on obtient pour l'espérance une forme classique de
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moyenne pondérée par la probabilité des événements :
i

— Si la loi de X est & densité fx(z), on peut remplacer dFx(x) par fx(x)dx et se ramener
ainsi aux notations classiques de l'intégration de fonctions de R sur R par rapport & la mesure
de Lebesgue :

E(X):/Ra:dFX(:z):/Rfo(x)d:z.

L’espérance mathématique, lorsqu’elle est définie, possede les propriétés de linéarité et de mo-
notonie (X < Y P-p.s.= E(X) < E(Y)) de l'intégrale de Lebesgue.

La définition (IV.4) permet aussi d’exprimer, quand elle existe, I'espérance d'une v.a. p(X)
fonction d’une autre v.a. X, sous la forme

B(p(X)) = /Q P(X(w)) dP(w) = / (@) dFx (2). (Iv.5)

R

Deuxiéme caractérisation de la loi d’une v.a.r. : fonction caractéristique

Pour toute v.a.r. X et tout u € R, on peut définir la quantité complexe E(e?X), intégrale
absolument convergente :

La fonction caractéristique de X est 'application ®x définie de R dans C par

u—®x(u) 2 E(eX) = /]Rei“mdFX(x).

Dans le langage de I'intégration, cette fonction est (& une affinité u = —27v pres) la transfor-
mée de Fourier de la mesure de X. La transformée de Fourier des mesures étant injective, il suffit
de connaitre la fonction caractéristique de X pour connaitre la loi de X. Comme la fonction de
répartition, la fonction caractéristique permet donc de caractériser la loi d’une v.a.r. (d’ou son
nom).

Variable aléatoire et moments d’ordre p

La v.a.r X est dite d’ordre p, entier positif, si
E(|XPP) = / X ()| dP(w) = / 2P dFx (z) < +ov.
0 R

On peut alors définir m, = E(X?) appelé moment d’ordre p de la variable aléatoire X.
On définit les espaces LP(Q2, F, P),p > 1, comme les ensembles des classes d’équivalence des
fonctions X égales P-p.p. et telles que | X [P est intégrable. La norme |[|-[|, définie par || X, =

(E(|X|P))'/? confere aux espaces LP(Q, F, i) une structure de Banach. L’existence du moment
d’ordre p entraine celle de tous les moments d’ordre inférieur, du fait de 'emboitement des
espaces LP(Q), F, P) :

LYQ,F,P) D L*(Q,F,P)D...D LP(Q,F,P)D ... D L¥(Q, F,P).

A la section V.6l nous étudierons plus en détail le cas de L%(Q, F, P), qui posséde la structure
d’un espace de Hilbert.
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Lien entre la fonction caractéristique et les moments d’une v.a.r.

L’existence des moments jusqu’a l'ordre p est liée a la régularité en zéro de la fonction caracté-
ristique : si une variable aléatoire possede un moment d’ordre p, alors sa fonction caractéristique
est p fois dérivable. Par identification du développement de Taylor-Mac Laurin & ’ordre p, on

trouve
P (0) = i?m,.

Réciproquement, la dérivabilité d’ordre p de ®x en 0 entraine ’existence de moments d’ordre
p—1 (et méme d’ordre p si p est pair). En pratique, la fonction caractéristique est donc un outil
trés puissant pour calculer la suite des moments d’une variable aléatoire, s’ils existent.

Avec les mémes conditions d’existence que celles des moments, on définit aussi les moments
centrés me, = E((X —m)P ). Le cas des variables d’ordre deux donne lieu a des appellations
spécifiques :

Moyenne : m=E(X)=m
Variance : var (X) = mey = BE((X —m)?) = BE(X?) — E(X)? = mg — m?
Ecart-type : o = /var (X)

Variable aléatoire gaussienne

Une variable aléatoire obéit & la loi de Gauss N (m,o?) si sa densité de probabilité est de la

forme
2

fx () = \/2;7 eXP(—(JC;UZL))

On vérifie qu’une telle variable est du second ordre, de moyenne m et d’écart-type o. La variable
est dite réduite si m = 0 et ¢ = 1. La fonction caractéristique associée a une variable aléatoire
gaussienne est de la forme

2 2
D x(u) :exp<imu— e )

IV.4 Couple de variables aléatoires réelles

IV.4.1 Caractérisation et propriétés
Fonction de répartition

Soient X et Y deux v.a.r. La loi du couple (X,Y) est une probabilité sur R? qui peut étre
caractérisée par la fonction de répartition

Fxy(z,y) = P(X <z, Y <y).

Etant donné la loi du couple (X,Y), on déduit les lois marginales de X et de Y par les fonctions
de répartition
Fx(r) = lim Fyy(x,y) et Fy(y) = Lm Fxy(z,y).

Yy——+00

Mais il est clair que la donnée des lois marginales de X et de Y ne suffit pas a reconstituer la
loi jointe de (X,Y).
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Densité

La loi de (X,Y) est a densité s'il existe une fonction fxy(x,y) > 0, intégrable, telle que
pour tout couple (z,y) de réels :

Fxy(z,y) = /x /y fxvy(s,t)dsdt.

Si la fonction de répartition Fxy est deux fois continiment différentiable, la densité de proba-
bilité du couple (X,Y") est définie par

0*Fxy

On peut alors vérifier que les lois marginales sont a densité, et que les densités marginales de X
et de Y s’écrivent :

“+o00

+oo
fX(w)—/ fxy(z,y)dy et fy(y)—/ fxy (z,y) dz.

—0o0 — 00

Fonction caractéristique

La notion de fonction caractéristique se généralise également :

Dxy (u,v) = B(e! X)) = / ) Ry (2, y) ;
]R2

les fonctions caractéristiques marginales sont évidemment ® xy (u,0) et ®xy (0, v).

Variables indépendantes

Les v.a.r. X et Y sont dites indépendantes ssi V(A, B) € B2, les événements {X (w) € A} et
{Y(w) € B} sont indépendants. Mais cette condition est malcommode. Une condition équivalente
est la séparabilité de la fonction de répartition Fxy (x,y) = Fx(z)Fy(y), ou encore de celle de
la fonction caractéristique @ xy (u,v) = ®x(u)Py (v). Si (X,Y) est & densité, alors la condition
d’indépendance s’écrit aussi

fxy(z,y) = fx(@)fy ().

Espérance

La notion d’espérance définie pour une v.a.r. au paragraphe IV.3.3se généralise au cas d’un
couple de v.a.r. de fagon naturelle :

BXY) = [ [ @i
= ([ atrx@). [ var ) = EC0EF) - (Fubin,

c’est-a-dire que l'espérance d’un couple de v.a.r. s’obtient comme le couple des espérances mar-
ginales, pourvu qu’elles existent, que les v.a.r. soient indépendantes ou non.
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Covariance ou corrélation

Pour X et Y du second ordre, on définit la covariance, appelée également corrélation

>

cov(X,Y)

D’apres I'inégalité de Schwarz dans L?($, F, P) démontrée plus loin (§IV.6), il est facile de
voir que le coefficient de corrélation

A cov(X,Y)
Xy =
P var(X)var(Y')
varie entre —1 (atteint pour X = —Y') et 1 (pour X = Y'), en passant par le cas de la décorrélation
entre X et Y :
X et Y décorrélées <= cov(X,Y)=0. (Iv.6)

L’indépendance des composantes d’un couple d’ordre deux implique leur décorrélation, mais la
réciproque est fausse.

IV.4.2 Conditionnement
Définition

La notion de conditionnement d’une variable aléatoire par une autre est tres générale et
trés utile en statistique, en théorie de 'estimation, en traitement du signal. Mais elle pose des
problemes de définition inattendus, dont la résolution fait appel a des résultats tres puissants de
la théorie des probabilités. Nous nous contenterons ici de présenter cette notion dans deux cas
particuliers : celui des v.a.r. a valeurs discretes et celui des v.a.r. a densité.

Soit un couple de variables aléatoires discretes (X, Y) a valeurs (z;, y;) dans un sous-ensemble
dénombrable de R2. Conformément & la définition de la probabilité conditionnelle (IV.2), la loi
de X conditionnellement a Y = y; est enticrement décrite par

P(X :l'z',Y = yj)
P(Y =y;)

P(X =x;|Y =y;) = si P(Y =y;) >0, 0 sinon.
Pour chaque y; fixé tel que P(Y =y;) > 0,P(X = z;|Y = y;) définit une nouvelle mesure de
probabilité sur {z;}.

Dans le cas d’un couple (X,Y) de variables aléatoires a densité, on souhaite & nouveau
conditionner les valeurs prises par X par des événements du type (Y = y). Mais dans ce cas, ces
événements sont de mesure nulle et (IV.2) n’est pas applicable. Pour résoudre cette difficulté,
on peut tout d’abord définir

F x7y—|.—dy —F :I:,y
PX<z|ly<Y<y+dy) = XY;Y(y-}-dy;—sz/y() )

Comme (X,Y) admet une densité, cette quantité converge quand dy tend vers 0 ; la limite définit
la fonction de répartition de X conditionnelle a Y :

)é 1 8FXY

fyi(y)iay (z,9),

Fxy(z|y

symboliquement,
Fyy(zly) =P(X <z|Y =y).
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Cette fonction de répartition définit une mesure de probabilité a densité. La densité est appelée
densité conditionnelle de X par rapport a Yet notée fx|y(z|y). En dérivant Fx|y(z|y) par
rapport a x, on obtient :

_ fxy(z,y)
fX|Y(3U ly) = 7fy(y) . Iv.7)

Espérance conditionnelle

Plagons-nous dans le cas d’un couple (X,Y’) de variables aléatoires a densité, et reprenons
les notations du paragraphe précédent. Pour X du premier ordre et pour tout réel y tel que
fy(y) > 0, on définit I'espérance conditionnelle de X sachantY =y :

+00
Exy (XY =) 2 / e fxpy (@) y) de,

—00

qui est une fonction déterministe de y (en cas d’ambiguité, I'indice de 'espérance rappelle la
loi par rapport a laquelle I'intégration est effectuée). L’espérance conditionnelle, en tant qu’opé-
rateur sur la v.a.r. X, possede les propriétés de linéarité et de monotonie de l'intégrale de
Lebesgue. En tant que fonction de y elle permet de définir une variable aléatoire E(X |Y) qui
est une fonction déterministe de Y.

Remarques :

— Le passage par ’espérance conditionnelle est souvent commode pour calculer une espérance
simple telle que E(¢(X,Y) ), ol ¢ est une fonction de R? dans R Pxy-intégrable. En effet, on
a la formule du conditionnement successif :

E(p(X,Y)) = By (Ex)y (¢(X,Y) |Y)) = Ex(Ey|x (p(X,Y) | X)). (IV.8)

Montrons ce résultat dans le cas d’un couple a densité :

B Y) = [ [ @iy dedy
= [ ([ eantaialn o) it ds

d’apres (IV.7) et le théoreme de Fubini, ce qui correspond a la premiere égalité dans (IV.8). En
particulier, ce résultat montre que E(X |Y') est Py —intégrable et que son espérance vaut :

Ey(Exy (X |Y)) = E(X).
— Si X et Y sont indépendantes on a : Ex|y (X |Y) = E(X), quantité déterministe.
— Si g est une application mesurable de (R, B, Py)—R : Eyy (g(Y)[Y) = g(Y).

— On a vu que 'espérance conditionnelle de X sachant Y est linéaire en X ; par contre, en
général, Ex|y (X |Y) est une fonction non linéaire (et méme non affine) de Y.

Le paragraphe IV.6 donne une interprétation « géométrique » fondamentale de I’espérance
conditionnelle dans 1’espace de Hilbert L?(Q, F, P).

IV.5 Vecteurs aléatoires réels

IV.5.1 Généralisations

Un vecteur aléatoire réel X est constitué de n v.ar. X = (X1,...,X,)" % C'est une ap-
plication mesurable de  dans R"™ (donc c’est aussi une v.a.). On peut remarquer aussi que si

2La transposée d’une matrice M est notée ici M*, et non pas *M.
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X est un vecteur aléatoire a valeurs dans C™,m > 1, X, peut s’écrire sous la forme X, 4+ ¢ X
avec X, et X; deux vecteurs aléatoires & valeurs dans R™. On peut donc identifier C & R?, X,
au vecteur aléatoire (X!, X!)' & valeurs dans R?™, et ramener 1'étude des vecteurs aléatoires &
valeurs complexes a celle des vecteurs aléatoires réels.

La plupart des notions définies pour des couples de variables aléatoires se généralisent aux
vecteurs aléatoires.

— La fonction de répartition d'un vecteur aléatoire X = (X1,..., X, )" est une généralisation
de la définition de cette fonction pour un couple de v.a.r. aléatoires :

Fx () = Fx (21,2, .., 20) = P(X1 < 21, X2 < T2, .., X < )

— Un vecteur aléatoire X admet une densité fx(x) si sa fonction de répartition s’exprime
sous la forme

Fx(m):/BfX(ac)daz,

avec fx(x) > 0,dx = dx; ...dz, est la mesure de Lebesgue sur R" et B =[], ] — oo, z;].

— La fonction caractéristique du vecteur aléatoire X est la fonction u—® x (u) définie sur
R"™ a valeurs dans C par

dx(u) = E(e™'X) = / "' X py (d).

n

— Deux vecteurs aléatoires X et Y, respectivement a valeurs dans R et R™, sont indépendants
si la fonction de répartition du vecteur Z = (X*, Y*) est séparable sous la forme

Fz(z,y) = Fx(x) Fy (y),
ou, de maniere équivalente, si la fonction caractéristique ®z(u,v) de Z s’écrit
Pz(u,v) = Px(u) Py (v).

— Pour un vecteur Z = (X* Y")" admettant une densité, on peut introduire la notion de
conditionnement du vecteur X par le vecteur Y. En particulier, la densité conditionnelle de X
sachant Y généralise (IV.7) :

- fZ(mvy)
Ixiy(xly) = ()

et I'espérance conditionnelle s’écrit pour X = (X1,...,X,)" du premier ordre et pour tout Y
tel que fy(y) >0:

E(X’Y:y):(E(Xl|Y:y>7"'7E(Xn’YZy))tv

+o0
BUGIY =) = [ o fuvlely)do
—00
IV.5.2 Changement de variable
Soit un vecteur aléatoire X = (X1,..., X,)" & valeurs dans un ouvert U de R", admettant

la densité de probabilité fx par rapport a la mesure de Lebesgue, telle que
P(X eU) = / fx(x)de =1.
U

Soit g une fonction de classe C'! bijective de U dans un ouvert V de R™. On note Jy(x) son
déterminant jacobien, défini en tout  de U comme le déterminant de la matrice carrée d’ordre
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n de terme général (0g;/0x;)(x). On suppose que J, ne s’annule pas sur U. On suppose de plus
que I'application réciproque ¢! est de classe C'' de V dans U et on note Jg-1 (y) le déterminant
jacobien de g~!, pour y € V.

Sous ces hypotheéses, on montre que le vecteur aléatoire Y = ¢g(X) admet une densité de
probabilité fy. Pour h une v.a. positive sur V on a :

B(h(Y)) = / h(y) fy (y) dy = E(h(g(X))) = /U hg(@)) fx () da.

\%4

On effectue dans la seconde intégrale le changement de variable * — ¥y pour obtenir

| rty @ity = [ ) fxia @) 1,0 dy,
v v
et on identifie la densité de Y :
fr(@W) = fx(g7' () |Jy-1(y)], pouryeV. (Iv.9)

Cas particulier : transformation affine d’un vecteur aléatoire. Lorsque Y = G X 4+ b, avec G
une matrice carrée d’ordre n réguliere et b un vecteur de R", la densité de Y s’écrit :

fr(y) = fx (G 'y —b)) |det(G)| " (IV.10)

IV.5.3 Vecteurs aléatoires d’ordre deux

Le vecteur aléatoire X est dit d’ordre deux si
E(X'X) = / HwHQPX(dw) < 400,
]:Rn

ou, de fagon équivalente, si chacune de ses composantes est une variable aléatoire d’ordre deux.

— La moyenne de X est le vecteur de R" mx = E(X), dont les composantes sont
n R

— La matrice de covariance I'x est une matrice n x n définie par
I'x = BE(XX"), (IV.11)

dont les éléments sont

Px(j, k) = E(Xij) = / € g a:kPX(da:) = /

2 Tj T dPXij (1‘j, xk)

n

On peut vérifier aisément que la matrice de covariance est symétrique, définie non négative et
que sa trace est égale & E(X'X).

— La matrice de corrélation, ou covariance centrée est la matrice de covariance du vecteur
aléatoire centré X —mx :

Rx = E((X —mx)(X —mx)"), (IV.12)

dont les composantes sont Rx (j, k) = cov(X;, Xj).

— Soit deux vecteurs aléatoires X et Y d’ordre deux, respectivement a valeurs dans R™ et
R™. La matrice d’intercorrélation est la matrice m x n définie par

Rxy =E (X —mx)(Y —my)"). (IV.13)
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Les vecteurs X et Y sont dits décorrélés si Rxy = 0.

Remarque. Suivant les auteurs, les termes « covariance » et « corrélation » sont souvent
utilisés 'un pour 'autre. Dans le cas fréquent de variables centrées, il est inutile de les distinguer.
Dans les autres cas, il appartient au lecteur d’en vérifier la définition.

— Considérons a nouveau les transformations affines d’un vecteur aléatoire, cette fois dans
le cas d’'un vecteur X d’ordre deux : Y = GX + b, en reprenant les notations du paragraphe
IV.5.2. Alors

my =Gmx +b (IV.14)

et

Ry = E(GX+b-my)(GX +b—my)")
= GRx G, (IV.15)

et le résultat est évidemment valable pour une matrice G quelconque (éventuellement rectan-
gulaire) : les caractéristiques d’ordre deux se « propagent » par transformation affine beaucoup
plus facilement que la loi complete. Nous exploiterons souvent le résultat (IV.14)-(IV.15) dans
la suite.

IV.5.4 Vecteurs aléatoires gaussiens

Les vecteurs gaussiens jouent un role considérable en traitement du signal en raison de leur
facilité de manipulation, de leurs propriétés de stabilité et du fait qu’ils modélisent de nombreux
phénomenes physiques mettant en jeu un tres grand nombre de contributions élémentaires.

Un vecteur aléatoire X est dit gaussien si toute combinaison affine de ses composantes est
une variable aléatoire gaussienne. X est donc d’ordre deux.

La fonction caractéristique d’un vecteur aléatoire gaussien est

Dx(u) = E(e™'X) = exp (iutmx - %utRXu> (IV.16)
ou Rx est la matrice de covariance de X. X est donc entiérement défini & ’aide de ses ca-
ractéristiques a l'ordre deux. Réciproquement, la donnée d’un vecteur m quelconque et d’une
matrice R définie non négative permet de définir complétement un vecteur gaussien, et I’on note
en abrégé : X ~ N(m, R) pour « X vecteur gaussien de moyenne m et de covariance R ».

— Lorsque R est inversible, X admet une densité de probabilité fx :

—;ex —lm—mt tx—-m
fx(@) = oo (e - m) R @ - m). (IV.17)

— Deux vecteurs X et Y sont dits gaussiens dans leur ensemble si le vecteur joint Z =
(X, Y")" est gaussien. Si deux vecteurs gaussiens dans leur ensemble X et Y sont décorrélés,
alors ils sont indépendants. Ceci est tres facile & voir a partir de la fonction caractéristique :
supposons les deux vecteurs centrés, et notons

R, — RX ‘RXY . Rx‘ 0 w— u
zZ= Ryx‘ Ry - 0 ‘RY ’ | w

alors
Cz(w) = exp(—%'wt Rz 'w) = exp(—%wt Rx w) exp(—%vt Ry v) = dx(u) Py (v).

D’apres le paragraphe IV.5.1, la séparabilité de la fonction caractéristique en w et v équivaut a
I'indépendance des vecteurs X et Y.
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— Une propriété tres importante des vecteurs gaussiens est liée au conditionnement de
vecteurs gaussiens dans leur ensemble : soit X et Y deux vecteurs aléatoires gaussiens dans leur
ensemble, alors I'espérance conditionnelle de X conditionnellement a Y, Ex|y (X |Y) est une
fonction affine de Y. Plus précisément, avec les notations du paragraphe précédent, et Ry > 0,
on obtient (exercice)

Exjy(X|Y)=mx +Rxy Ry (Y —my). (IV.18)
De plus si nous notons X = X — Ex|y(X|Y), alors :

Rz = Rx — Rxy Ry’ Ryx. (IV.19)

IV.6 L’espace de Hilbert L*(Q, F, P)

IV.6.1 Norme et produit scalaire

Comme on 'a dit au § IV.3.3, \/E(X?) est une norme pour 'espace vectoriel complet
L?(Q, F, P). De plus cette norme est associée au produit scalaire (X,Y) = [, XYdP = E(XY),
ce qui confere a I'espace L2(€), F, P) la structure d’espace de Hilbert. L’inégalité de Cauchy-
Schwarz s’écrit :

(E(XY))* <E(X?)E(Y?). (IV.20)
De la méme facon, les vecteurs aléatoires du second ordre de taille n forment un espace de Hilbert
muni du produit scalaire (X,Y) = E(X'Y) et de la norme || X|* = E(X'X).
Démonstration de I’inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?({2, F, P)

Pour tout a, b réels et tout couple de v.a.r. X,Y, on a
E((aX +bY)?) = ¢’ E(X?) + 2¢bE(XY) + 0*E(Y?) > 0.
Prenons a = E(Y?) et b= —E(XY); alors
E(Y??E(X?) —E(Y?)E(XY)? > 0.

Si E(Y?) > 0, on obtient directement (IV.20). Si E(Y?) =0,Y =0 (p.s.) et E(XY)=0:0na
I’égalité 0 = 0. Plus généralement, les cas d’égalité correspondent a des couples X, Y p.s. liés
linéairement.

Inégalité de Minkovski
On déduit facilement de (IV.20) 'inégalité de Minkovski
X + Y[ < [IX[+ Y]

qui constitue 1'inégalité triangulaire pour la norme de L%(Q, F, P).

IV.6.2 Sous-espaces de Hilbert

Dans un espace de Hilbert H, tout sous-espace vectoriel fermé M est un sous-espace hilber-
tien. Il est alors possible de définir pour tout élément X de H sa projection orthogonale sur M,
qui minimise dans M la distance a X.

Dans le cas de L?(Q, F, P), deux types de sous-espaces présentent un intérét particulier dans
le contexte du traitement du signal.
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Sous-espaces de combinaisons affines

Considérons I’ensemble des combinaisons affines d’une v.a.r. d’ordre deux Y non constante. Il
est évident que cet ensemble est un plan vectoriel de L?(Q, F, P), de base orthonormée {1, (Y —
my)/oy}. Il est aussi facile de montrer que cet espace est fermé, donc complet : il s’agit donc
d’un sous-espace de Hilbert My . La projection X (Y) d’'une v.a.r. X sur ce sous-espace s’écrit
sans difficulté (exercice) :

cov(X,Y)

X(Y) =mx + var(Y)

(Y —my).

Fig. IV.2. Projection dans L*(S), F, P)

De facon plus générale, ’ensemble des v.a.r. obtenues par combinaison affine des composantes
d’un vecteur d’ordre deux Y = (Y7,...,Y,)" est un sous-espace de Hilbert My de dimension
n + 1 au plus. La projection d’une v.a.r. X d’ordre deux sur My est la combinaison affine qui
minimise la distance ||ag + a1Y1 + ...+ a, Y, — X||, ol la norme est celle de L*(Q, F, P). Dans
le contexte de la théorie de ’estimation, cette projection est appelée [’estimée linéaire d’erreur
moyenne quadratique minimale (ELMQ) de X étant donné Y, dont nous verrons l’expression
générale dans la deuxieme partie du cours.

En général, la projection sur un sous-espace hilbertien séparable ou de taille finie est facilitée
par la connaissance d’une famille génératrice ou d’une base du sous-espace. La recherche d’une
base orthonormée de My passe par la factorisation de la matrice de corrélation Ry, c’est-a-dire
par l’écriture de Ry sous la forme

Ry = AA" (IV.21)
olt A est une matrice rectangulaire telle que A'A est inversible. En effet, soit {1, X1,..., X;,}
une base orthogonale de My et X = (X71,...,X,,)" : alors nécessairement mx = 0 et Rx = I,

(matrice identité m x m). En remarquant que Y est engendré par transformation affine de X,
on obtient (IV.21) comme une forme particuliere de (IV.15).

Comme 'orthonormalisation de Y, la factorisation de Ry admet plusieurs solutions. Deux
formes jouent un réle prééminent dans les algorithmes d’estimation linéaire en traitement du
signal :

— en tant que matrice symétrique réelle, Ry admet une décomposition spectrale Ry =
MAM?Y, ot A est une matrice diagonale des valeurs propres (= 0 car Ry > 0) et o M est une
matrice orthogonale (M*M = I,,) de vecteurs propres assemblés en colonnes. De la décomposition
spectrale, on déduit facilement une forme particuliere de (IV.21) (exercice), qui réalise une
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« double orthonormalisation » de Y, au sens ou X est composé de v.a.r. orthonormées dans
L?(Q, F, P), tandis que les vecteurs colonnes de M sont orthonormés dans R™ !

— en effectuant une orthonormalisation pas & pas de Y, on obtient A sous la forme d’une
matrice triangulaire inférieure (méthode de Gram-Schmidt). Le résultat est la factorisation de
Cholesky de Ry . Dans le cas ou Y1,...,Y, modélisent les échantillons successifs d’un signal
temporel, cette forme réalise 'orthonormalisation causale de la suite des échantillons du signal.
La plupart des algorithmes récurrents d’estimation linéaire exploitent ce résultat (voir la seconde
partie du cours).

Sous-espace engendré par une ou plusieurs v.a.r.

Considérons non plus seulement les combinaisons affines d’une v.a.r. d’ordre deux X, mais
toutes les v.a.r. d’ordre deux s’exprimant comme fonction déterministe de Y

Hy = {v(Y) € L*(Q, F, P), v application mesurable de (R,B) — (R, B)}.

Il est évident que Hy est encore un sous-espace vectoriel de L%(Q, F, P). En fait c’est un sous-
espace de Hilbert de L?(Q, F, P) : Y induit un nouvel espace probabilisé, (2, Y1 (B), Py) iso-
morphe & Hy ; or L2(9, Y ~1(B), Py) est un espace de Hilbert au méme titre que L?(Q, F, P).

De la méme facon, I'espace Hy des v.a.r. d’ordre deux s’exprimant comme fonction déter-
ministe d’un vecteur d’ordre deux est aussi un sous-espace de Hilbert de L?(€), F, P).

La projection d’une v.a.r. X d’ordre deux sur Hy est la v.a.r. d’ordre deux v(Y') qui minimise
la distance |¥(Y) — X/, olt la norme est celle de L?(2, F, P). Dans le contexte de la théorie de
Iestimation, cette projection est I’estimée d’erreur moyenne quadratique minimale (EMQ) de X,
étant donné Y. En remarquant My CHy, on a |[EMQ — X|| < [[ELMQ — X||. Le paragraphe
suivant met en évidence un résultat essentiel : 'EMQ de X étant donné Y n’est autre que
I'espérance conditionnelle E(X |Y'); ce résultat se généralise sans difficulté au cas de vecteurs
aléatoires X et Y.

IV.6.3 Espérance conditionnelle dans L?(2, F, P)

Soit X une v.a.r. de L?(2, F, P). Alors on a le résultat suivant :

L’espérance conditionnelle Ex|y (X [ Y) réalise la meilleure approximation de X par
une fonction de Y , au sens de la norme de L?(Q, F, P) :

X =EX V)= min X —v(I)].
v(Y)EL2(Q,F,P)

La structure d’espace de Hilbert de L*(Q, F, P) permet d’identifier alors Ey)y (X |Y) & la
projection orthogonale de la v.a. X sur le sous-espace hilbertien Hy de L?(€2, F, P).

Démonstration dans le cas d’un couple (X,Y) a densité :

Commengons par montrer que E(X | Y') est un élément de Hy . A y fixé, 'inégalité de Cauchy-
Schwarz pour les deux fonctions de carré intégrable x — z(fx|y (z | Y2 etz — (fxpy (=] y))1/?
fournit la majoration :

(E(X|Y =)’ < /:E2fX|y($ |y) da.

En utilisant la monotonie de I'intégrale, on obtient alors :

BV < [ ([ 2y o) do) ) dy = X < +ox.
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Notons désormais h(Y') la projection orthogonale de X sur Hy et soit v(Y) un élément quel-
conque de Hy. Par définition, on a

(h(Y) — X,u(Y)) = / / (h(y) — 2) vly) fxy(2,y) dedy = O.
En développant fxy(z,y) = fx)y(z|y) fy(y), il vient

[ (n0) = [ =ty (e ) de)oto) £ ) dy = (1Y) = By (X V), 7) = 0.

Cette égalité est valable pour tout v(Y') de Hy. En particulier pour v(Y) = h(Y) —E(X |Y) on
obtient ||(Y) — Exy (X | Y)H2 = 0, ce qui conclut la démonstration.

Dans le cas d’un couple (X, Y') du second ordre mais sans densité de probabilité, nous n’avions
pas encore défini ’espérance conditionnelle E(X | Y). En revanche, la projection orthogonale de
X sur Hy existe : dans ce cas on peut définir E(X |Y') comme étant cette projection. En fait
I’espérance conditionnelle existe méme sous des conditions plus générales.



Chapitre V

Signaux aléatoires a temps discret

V.1 Introduction

Par souci de simplicité, on se limite dans la suite aux signaux aléatoires discrets, le plus
souvent a valeurs réelles ou a états finis ou dénombrables. De fait, I’essentiel des algorithmes
de traitement statistique du signal manipulent des modeles discrets, méme si certains algo-
rithmes admettent une extension a temps continu. C’est le cas du filtrage de Kalman, souvent
présenté a temps continu dans les cours d’automatique parce que les systemes a commander
sont des systemes physiques, tandis que le traitement du signal analyse le plus souvent des
données échantillonnées des leur acquisition (échantillonneurs-bloqueurs, caméras CCD), voire
intrinsequement discrétes dans un domaine tel que les communications numériques.

V.2 Caractérisation

V.2.1 Définition

Un signal aléatoire & temps discret X est une suite { Xy} de variables aléatoires, indexée
par N ou Z. De la méme fagon, un signal aléatoire & temps continu est une famille de variables
aléatoires indexée par R.

— A k fixé, X}, est une variable aléatoire et un n-uplet (Xp,, ..., Xj, ) forme un vecteur aléa-
toire, auxquels pourront s’appliquer les outils et les propriétés mis en évidence dans le chapitre
précédent. Un tel vecteur sera dénommé wvecteur extrait de X.

— Pour une épreuve w « tirée au hasard » dans un espace probabilisé (Q2, F, P), Xi(w) est
un signal déterministe a temps discret, dont on pourra étudier la stabilité, la représentation
harmonique... Chaque réalisation particuliere d’un signal aléatoire est communément appelée
une trajectoire. Par exemple, on a représenté ci-dessous en figure V.1 trois fragments de trajec-
toires « également possibles » de la suite aléatoire binaire résultant d’un tirage a pile ou face
équiprobable.

Comme dans le cas des variables et des vecteurs aléatoires, on renonce tres souvent a définir
explicitement un signal aléatoire pour ne s’intéresser qu’a sa loi.

V.2.2 Loi temporelle
Définition

La loi temporelle d’un signal aléatoire X correspond a la spécification des lois conjointes
de n variables aléatoires Xy, , Xy,,..., Xk, pour tout n entier et pour tout n-uplet d’instants
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Fig. V.1. Exemple 1 : tirage a pile ou face
(k1,...,kpn). Comme toute loi d'un vecteur aléatoire, chaque loi conjointe peut étre définie par

la fonction de répartition
Fiy koo b (T1, T2, o Tn) = P( X, < 21, Xg, < 22,000, X, < 20); (V.1)

on peut également utiliser la fonction caractéristique

n
Doy koo (UL, U2, . Uuy) = E <exp <’L Z Ukam)) . (V.2)
m=1

Suivant cette définition, un processus aléatoire est une application mesurable

X:0 — RYNouRZ
w — {Xk(w)}a

ot RN (respectivement R?) est muni de la tribu des boréliens B#N (resp. B®%). La loi temporelle
de X caractérise la probabilité image induite par X sur l’espace mesurable (RN, B¥N) (resp.
RZ%, B®%). Elle caractérise entierement la loi du signal aléatoire X, mais pas le signal aléatoire
lui-méme, de méme que la loi d’une v.a. ne caractérise pas entierement la v.a. (voir la discussion,

§1V.3.1).

Loi jointe et indépendance de signaux aléatoires

Dans le chapitre IV, pour manipuler simultanément plusieurs v.a.r. (des couples, puis des
vecteurs), nous avons di définir leur loi jointe. De méme, on pourra manipuler plusieurs signaux
réels et étudier leurs dépendances statistiques en spécifiant une loi temporelle jointe, qui est I’en-
semble des fonctions de répartition de vecteurs aléatoires associant des vecteurs prélevés dans les
différents signaux. Par exemple, pour un couple de signaux (X, Y'), ou, de fagon équivalente, pour
un signal complexe X +14Y, la loi temporelle est I’ensemble des fonctions de répartition Fy, ;(x, y)
de vecteurs aléatoires (X', Y")' ot X = (Xg;, Xpy, -+, Xp, ) et Y = (Y, Y,,..., Y, )" pour
tout m,n, k= (k1,...,kn), L= (l1,...,1,).

Les signaux sont indépendants (dans leur ensemble) lorsque toutes les fonctions de répartition

de leur loi temporelle jointe se séparent en un produit de fonctions de répartition de type (V.1),
c’est-a-dire Fj(x,y) = Fr(z)Fi(y) pour tout m,n, k,l, x,y dans le cas du couple (X,Y).

V.2.3 Caractéristiques instantanées

La définition de la loi temporelle permet de déduire les caractéristiques instantanées des
processus aléatoires, c’est-a-dire les caractéristiques de la variable aléatoire X, en particulier
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la fonction de répartition instantanée Fi(x) = P(Xp < z) et les moments de Xy, qui sont
des fonctions déterministes du temps (sous réserve d’existence). On définit essentiellement la
moyenne

E(Xy) = / xdFy(x) = m(k) (V.3)
R
et le moment d’ordre deux
E(X) = /R P2dFy(x) = m2 (k) + var (Xy), (V.4)

qu’on appelle puissance moyenne a 'instant k.

V.2.4 Caractéristiques a ’ordre deux
Définition

Dans la perspective de travailler dans I'espace de Hilbert L?(2, F, P), il est intéressant de
définir les caractéristiques d’un signal X a l’ordre deux, pourvu qu’il soit d’ordre deux, c’est-
a-dire de puissance moyenne partout finie : E(Xg) < +o0 pour tout k. Il s’agit d’abord de la
fonction moyenne mx (k), déja définie par (V.3) a partir des caractéristiques instantanées. On
définit aussi la fonction d’autocorrélation

Tx(i,j) = COV(XZ‘, Xj) = E((Xz — mx(l)) (Xj — mx(j)))
= E(X; X;) — mx (i) mx (j)- (V.5)

Cette fonction est symétrique (rx(j,i) = rx(i,7)) et définie non négative : pour tout n > 1,
ki,...,k, entiers et Aq,..., \, réels,

S5 A e (ki k) = E<(an A (X, — mX(kzi))>2>
i=1

i=1 j=1

0.

WV

D’autre part, d’apres 'inégalité de Schwarz, la fonction d’autocorrélation atteint son maximum
en 0. Ce résultat est analogue a celui présenté au §1.3.1.

Un signal X est décorrélé, ou blanc a l'ordre deux, s’il est constitué de variables décorrélées :
Tx(’i,j) = Tx(i, Z) (Sz;j.

Enfin, pour deux signaux X et Y d’ordre deux, on définit a partir de la loi temporelle jointe
la fonction d’intercorrélation

rxy (i, j) = cov(X;, Y;) = E((X; —mx (9)) (Y; — my (5)))
= E(X;Yj) — mx(i) my (j). (V.6)

X et Y sont décorrélés s’ils sont constitués de variables décorrélées : rxy (i,j) = 0.

Sous-espaces de L%(Q), F, P)

Nous avons déja signalé au chapitre précédent 'importance de la projection des v.a.r. de
L?(Q, F, P) sur certains de ses sous-espaces hilbertiens, en particulier ceux qui sont engendrés
par combinaisons affines a partir d’'une v.a.r. ou d’'un vecteur aléatoire. De la méme facon,
I’ histoire linéaire d’un signal aléatoire X est ’ensemble engendré par combinaisons linéaires des
Xi. A linstant k, le passé linéaire est ’ensemble engendré par Xi_1, Xp_s.... Ces espaces sont
séparables. On les construits comme la fermeture dans L?(€), F, P) des ensembles des combinai-
sons linéaires finies.
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V.3 Construction et exemples

La spécification d’une loi temporelle, plus simple que la caractérisation complete de 'ap-
plication mesurable X, se révele néanmoins peu pratique pour construire des lois de signaux
aléatoires, donc pour fabriquer des modeles adaptés & un contexte particulier. Le but de ce pa-
ragraphe n’est pas de fournir un catalogue exhaustif de modeles, ce qui serait a la fois illusoire
et sans intérét, mais plutot d’introduire des modeles fondamentaux et de montrer comment on
peut « enrichir » le catalogue en définissant des modeles plus compliqués a partir de modeles
simples.

V.3.1 Bruits blancs
Définition

On entend par bruit blanc, en référence a sa décomposition harmonique uniforme dans la
bande des fréquences analysée (voir chapitre VI), un signal aléatoire constitué d’une suite de
variables aléatoires indépendantes. La loi temporelle se sépare donc sous la forme caractéristique
simple

Fkl,kg,.‘.,kn (acl, Io, ... ,xn) = Fk1 (acl) P Fkn ((En), (V7)

pour tout entier n et pour tout n-uplet d’instants (k1, ..., k,) et de valeurs (x1, ..., x,). Laloi du
signal est donc décrite entierement par la suite des lois instantanées. Si ces lois sont identiques,
le bruit blanc est une suite de v.a.r. indépendantes identiquement distribuées (i.i.d.); il est dit
homogeéne.

Dans L2(Q, F, P), il est fréquent de ne considérer que les caractéristiques & I'ordre deux d'un
signal aléatoire. C’est ainsi qu’'un bruit blanc au sens faible est une suite de variables aléatoires
décorrélées, mais pas forcément indépendantes.

Exemples

La suite des « pile ou face » proposée en introduction est un bruit blanc homogene binaire.
Un autre exemple tres utile est celui du bruit blanc homogene gaussien, dont la loi instantanée
est décrite par la moyenne et la puissance (ou la variance) des v.a.r. gaussiennes i.i.d. Xj. La
figure V.2 représente 50 points d’une trajectoire d’un bruit blanc gaussien réduit (moyenne nulle,
variance unité).

En pratique, on utilise souvent des modeles homogenes blancs pour décrire la partie indési-
rable d’un signal observé, dans le cas ou cette partie est trop irréguliere pour une modélisation
déterministe. D’ou ’appellation « négative » de « bruit » blanc, qu’on peut se représenter comme
le « souffle » d’une cassette audio.

Ainsi présenté, un bruit blanc semble le contraire d’un signal « utile ». Mais 1'utilité d’un si-
gnal n’est pas une caractéristique intrinseque. C’est au contraire une notion subjective dépendant
de ce que 'observateur cherche dans le signal. D’une part, tous les signaux « nuisibles » ne sont
pas des bruits blancs : les courants sinusoidaux a 50 Hz délivrés par Electricité de France sont
globalement utiles, mais leurs résidus peuvent perturber des systemes d’alimentation autonome
ou de transmission d’information.

Réciproquement, tous les bruits blancs ne sont pas « nuisibles ». Par exemple, en théorie de
I'information, les bruits blancs permettent de maximiser le débit d’information d’un canal de
transmission, car leur caractere non prédictible assure qu’aucune redondance ne subsiste dans
une suite de variables i.i.d. Le but de la compression de données est justement de transformer
des signaux quelconques en signaux proches d’un bruit blanc homogene par une transformation
inversible, pour ne stocker ou ne transmettre que le signal « blanchi », en augmentant ainsi la
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Fig. V.2. Exemple 2 : bruit blanc gaussien

capacité de stockage ou le débit de transmission. Nous reviendrons plus loin sur la recherche du
« blanchiment » d’un signal, qui rejoint dans le contexte des signaux de puissance moyenne finie
la notion d’orthogonalisation de la suite des échantillons du signal, évoquée a la fin du chapitre
précédent (§1V.6.2).

V.3.2 Chaines de Markov
Définition

Une chaine de Markov est un signal aléatoire construit sur N et a valeurs dans F, espace fini

ou dénombrable. Traitons le cas d’un espace fini £ = {e1,...,ep}.
Si un signal aléatoire X défini vers EN vérifie pour tout n € N*,iq,i1,...,in_1,%,j € E :
P(Xpi1=J|Xn=4,Xn1=tn1,...,X0 =10) = P(Xpy1 = j| X =) = pij, (V.8)
on dit que X est une chaine de Markov (homogene) de matrice de transition P = {p;;}i,jcE-
La loi initiale de cette chaine définie par le vecteur ¢ = (q1,...,qar)" des probabilités initiales

Le couple (g, P) caractérise la chaine, au sens ou (g, P) détermine entiérement sa loi tempo-
relle. En effet, la loi de Bayes (IV.2) donne sous sa forme récurrente

P(XO = io, e ,Xk = lk) = qio pioil e pikflik' (Vg)

En particulier, (V.9) permet de déduire la loi instantanée de la chaine { P(Xy = i) };cp & 'instant
k : par sommations successives sur ig,...,ix_1, on obtient P(Xy = e;,) comme la m-iéme
composante du vecteur g = (P*)tgq.

Construction

Réciproquement, soit un couple (g, P), ou
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— q = (q1,-..,qu)" est un vecteur de probabilités exhaustives, c’est-a-dire vérifiant 0 <
gm < 1 pour tout met » qm=1;

— P est une matrice stochastique de taille M x M, c’est-a-dire une matrice dont chaque
ligne est un vecteur de probabilités exhaustives.

Alors en utilisant un théoréme de construction de mesure (le théoreme d’extension de Kol-
mogorov [5]), on montre que (g, P) caractérise une loi de probabilité de signal aléatoire sur N
d’apres (V.9), donc une chaine de Markov. Par conséquent il est beaucoup plus simple de décrire
la loi d’une chaine de Markov homogene qu’une loi temporelle quelconque.

Exemple

Les descriptions markoviennes sont commodes pour une multitude de signaux qui possedent
des propriétés « locales » de dépendance statistique. Par exemple, la marche aléatoire a d di-
mensions modélise la trajectoire d’un point dans E = Z% qui saute & chaque instant d’un pas
de facon équiprobable dans une des directions paralleles aux axes. La figure V.3l représente 50
points d’une trajectoire de marche aléatoire X & une dimension (E = Z) dont la position initiale
est Xg = 0. Les caractéristiques de la chaine sont donc

Qm:50m7m€ 7

o 1/2 sii=j+1,i,j €7,
pij = 0 sinon.

3,

2, -
l ‘ ‘ 7

Fig. V.3. Exemple 3 : marche aléatoire

V.3.3 Constructions indirectes

On peut définir de fagon simple et tres efficace des nouveaux signaux aléatoires comme
fonctions déterministes d’autres modeles aléatoires, variables ou signaux.
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Signaux aléatoires fonctions de variables aléatoires

Sans rentrer dans les généralités, traitons le cas d’une sinusoide de fréquence connue, mais
d’amplitude et de phase aléatoires. Par exemple, ce modele est classique pour décrire la compo-
sante parasite a 50 Hz évoquée au § V.3.1.

On considere un couple (A, ®) de variables aléatoires indépendantes & densité : f4 4(a, ®) =
fa(a)fs(®), o A suit une loi de Rayleigh sur R de parametre o

2

fa(a) = % eXP(—%)

et ® est uniformément répartie sur |0, 27[. On définit le signal aléatoire X comme I’application
mesurable (de © dans R?) dont la composante & I'instant k est la v.a.r. Xj, :

Xy = Acos(2mvk + D). (V.10)

Fig. V.4. Exemple 4 : 3 trajectoires d’une sinusoide a phase et amplitude aléatoires

Comme le montre la figure [V.4), chaque trajectoire de ce modele est une sinusoide ; remar-
quons au passage qu’il est faux de penser que les signaux aléatoires ont toujours des trajectoires
« irrégulieres », « imprédictibles ». Au contraire, il est facile de vérifier que X satisfait I’équation
de récurrence

Xk = 2COS(27TV) Xk—l —Xk_g (V.ll)

qui montre que le signal aléatoire X est parfaitement prédictible par combinaison linéaire finie des
deux derniers échantillons passés. Il s’agit d’un cas extréme de prédictibilité (le signal aléatoire
est dit singulier).

Déterminons les caractéristiques instantanées de X. Posons Yy, = Asin(2nvk + ®). L’appli-
cation g(a, ) = (acos(2mvk + ¢),asin(2rvk + ) ) est bijective de R4 x]0, 27| dans R? pour
tout k, donc la formule de changement de variable (IV.9) permet de trouver la densité jointe du
couple (X, Yy). Le calcul donne

2 2
-ty
ka,Yk(xvy) = (_

27rla2 FP\T 02 ) =[x, (%) fri.(y),

ce qui montre que X}, et Y} sont des variables indépendantes de méme loi gaussienne N(0, 0?)
indépendante de k et de v!
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Fonctions de signaux aléatoires

11 s’agit des transformations déterministes d’un signal aléatoire X : Y = ¢(X), tel que Y est
mesurable. Deux cas présentent un intérét particulier :

— Les transformations instantanées d’un signal aléatoire X, c’est-a-dire les transformations
instant par instant : Y est la suite des variables aléatoires Y = ¢y (X}).

— Les transformations affines d’un signal aléatoire. Ce cas est essentiel puisqu’il contient
le filtrage linéaire. En particulier, on peut définir de nombreux signaux par filtrage linéaire des
bruits blancs.

Par exemple, la marche aléatoire monodimensionnelle X = {Xj}ren de I'exemple 3 est la
sortie d’un filtre « intégrateur » dont I'entrée est un bruit blanc binaire B = { By }ren & valeurs
{+1, -1} du type de l'exemple 1 :

Xo=0
{ X =Xg_1+ By, k> 1. (V.12)

La TZ du filtre intégrateur est H(z) = z/(z — 1) : il s’agit d’un filtre récursif (qui n’est pas
stable ; voir le chapitre III).

ARMA causaux

Plus généralement, toute fraction rationnelle en z P(z)/Q(z) admettant un développement
causal (c’est-a-dire telle que d°(P) < d°(Q) = N ; voir le chapitre III) permet de définir des
signaux aléatoires sur N par filtrage causal des bruits blancs homogenes, de la fagon suivante :

— soit Fp la loi instantanée du bruit d’entrée B = { By} ;

— étant donnée la loi du vecteur (Xo, ..., Xny_1)* définissant les conditions initiales, indé-
pendant du bruit B,

— pour tout n > N, X,, est la sortie du filtre causal de fonction de transfert P(z)/Q(z),
u’on peut obtenir sous forme récursive :
q p

M N
Xy = Zlo (3 bnBm = an i) (V.13)
n=1

m=0
avec les notations du chapitre III.
Ces signaux aléatoires définis sur N sont dits ARMA causauz.

— Pour M = 0, le filtre générateur est purement récursif et le signal est dit AR (pour
autorégressif ).

— Pour N = 0, le filtre est & réponse impulsionnelle finie et le signal est un MA (pour
« moving average », moyenne mobile).

ARMA stationnaires

Par filtrage linéaire causal des bruits blancs homogenes, on a seulement défini des signaux
aléatoires sur IN. En fait on peut aussi obtenir des signaux aléatoires sur 7 par filtrage linéaire.
Mais cette fois 'important est de garantir la stabilité, et non plus la causalité (et a fortiori, le
filtrage stable donnera aussi des signaux aléatoires sur N par restriction). Il faut aussi que le
bruit soit homogene d’ordre deux. Alors on a le résultat suivant :

Le filtrage d’un bruit blanc homogene d’ordre deux B = { By }rez par un filtre h = {hi }rez
linéaire stable définit un signal X aléatoire d’ordre deux sur 7 :

Xn = hn_iBs. (V.14)
ke
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Ce résultat est une conséquence d’une propriété des systéemes orthonormés dans un espace de
Hilbert : (B —mp)/op est un systéme orthonormé de L?(Q2, F, P), donc toute série > kez CkBr
converge dans L?(Q, F, P) (et méme dans I'histoire linéaire de B) pourvu que > ;. ¢t < +00,
et définit une v.a.r. de puissance E(B?) >, ., ct. Or h est stable, donc d’énergie finie, donc le
résultat s’applique a (V.14).

On déduit facilement de (V.14) I'invariance des caractéristiques statistiques d’ordre deux de
X au cours du temps :

E(Xy) =mp Y _ i, (V.15)
keZ
2
E(XD) = 0% Y b3 +m3 (Z hk> < to0, (V.16)
keZ kEZ
E(Xn Xngm) = > > bk hyem— E(B By) (V.17)
keZ leZ
2
= O‘% Z hi Pgrm + mQB (Z hk) . (V.18)
kEZ kEZ

Donc la moyenne E(X}) et 'autocorrélation E(Xy Xy 1) —mx (k) mx(k+m) ne dépendent pas
de 'instant k. Le signal X est dit stationnaire a l’ordre deux, notion sur laquelle nous reviendrons
au §V.4.2, puis au chapitre VI. Dans le cas ou la TZ du filtre linéaire stable est une fraction
rationnelle, on dit que X est un ARMA stationnaire a 'ordre deux.

Un filtre générateur a la fois stable et causal engendre par (V.14) un ARMA stationnaire &
I’ordre deux et causal sur Z. La causalité du filtre a pour conséquence évidente la décorrélation
entre les sorties passées et les entrées futures du filtre :

E(X;, B,) = 0 pour tout m > n.

V.4 Propriétés

Apres avoir défini une gamme assez vaste de signaux aléatoires, nous allons pouvoir étudier
certaines de leurs propriétés. Une des plus importantes, la décomposition harmonique, valable
pour les modeles stationnaires a ’ordre deux seulement, sera traitée spécifiquement dans le
chapitre VI.

Dans la suite, nous étudions différentes notions de convergence qui peuvent s’appliquer aux
signaux aléatoires (§V.4.1), puis nous définissons la stationnarité, au sens strict et au sens large
(§V.4.2) et les propriétés d’ergodisme de certains signaux stationnaires (§V.4.3).

V.4.1 Convergence

La convergence d’un signal aléatoire réel { X,, }nen s’identifie a la convergence de la suite des
v.a.r. Xo, X1,..., X, ..., c’est-a-dire que seules les caractéristiques instantanées du signal sont
concernées. Il est important de voir que cette notion de convergence de v.a.r. peut prendre des
sens tres différents suivant que ’on s’intéresse seulement a la loi des variables aléatoires, ou bien
aux valeurs qu’elles prennent épreuve par épreuve, ou encore a une mesure globale sur toutes les
épreuves. On distingue quatre types de convergence.

Convergence en loi

C’est la notion la plus simple, mais aussi la convergence la plus faible. En fait elle ne désigne
pas une convergence de variables aléatoires mais seulement la convergence de lois de probabilité.
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On dit que la suite {X}} converge en loi vers une v.a.r. X si la probabilité Px, converge
vers Px au sens des mesures sur R. Une condition nécessaire et suffisante s’obtient sous la forme
d’une convergence simple de fonction de répartition point par point : { Xy} converge en loi vers
X ssi en tout point de continuité de la fonction de répartition de X, on a

lim Fx, (z) = Fx(z). (V.19)

k—oo

Une condition équivalente porte de la méme fagon sur la fonction caractéristique.
— Exemple : théoreme central limite

Soit X = { X} }ken un bruit blanc homogene au sens strict et d’ordre deux sur N. Considérons
le signal aléatoire S = {Si }ren,

Il est évident que Si est une v.a.r. d’ordre deux, de moyenne mg = mx et de variance 0% = 03( /k.
Le théoréme central limite concerne la convergence en loi de la variable Sy une fois réduite : la
loi de (S; — mg)/og converge vers une gaussienne réduite.

Convergence en probabilité (ou convergence stochastique)

Elle est obtenue ssi
Ve > 0, klim P(| Xy —X| >¢)=0. (V.20)
—00

Elle peut s’interpréter en disant que pour k grand, l'ensemble des w tels que Xj(w) s’écarte
de X(w) de plus de € est de mesure arbitrairement faible, pour tout e. Il s’agit donc d’une
convergence « globale », en probabilité sur ’ensemble des trajectoires.

Convergence presque siire
Elle est obtenue ssi I’ensemble des w ne vérifiant pas
Ve > 0,IN :Vk > N, | Xp(w) — X(w)| <e (V.21)

est de mesure nulle. Cette convergence est tres forte puisqu’elle concerne séparément chaque
épreuve w (donc chaque trajectoire du signal) au sens déterministe, sauf un ensemble négligeable
de trajectoires. En fait, la limite d’une suite de v.a.r. X convergeant presque stirement définit
la variable aléatoire X. En pratique, les cas les plus fréquents de convergence presque stire font
intervenir une limite presque siire : presque toutes les trajectoires sont convergentes au sens
déterministe, vers la méme limite.

— Exemple : loi des grands nombres

Soit X = { Xy }ken un bruit blanc homogene d’ordre deux sur N. Alors il existe une version
de la loi des grands nombres adaptée a cette hypothese. Il s’agit d’un résultat de convergence
presque siire vers une quantité déterministe :

n—1

1
lim = X = mx. 22
Wy 2 N = 22

Convergence en moyenne quadratique

Il s’agit de la convergence dans l'espace de Hilbert des v.a.r. du second ordre L?(2,F, P),
déja évoquée pour fermer des sous-espaces linéaires (§V.2.4) ou pour justifier 'appartenance a
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L?(Q, F, P) des filtrées stables d'un bruit blanc homogene d’ordre deux (fin de §V.3.3) :
lim [1X, — X =0,

c’est-a-dire
lim E (X — X)?) = 0. (V.23)
k—o0
C’est une convergence globale (c’est-a-dire définie sur ’ensemble des épreuves) tres forte, qui
joue un role essentiel dans I’étude des processus stochastiques.

Il n’existe aucun lien systématique entre la convergence presque siire et la conver-
gence en moyenne quadratique. Cependant toutes deux impliquent la convergence
en probabilité qui entraine la convergence en loi.

V.4.2 Stationnarité

Chaque fois qu’'un signal a pour origine un phénomeéne permanent a 1’échelle du temps de
mesure, sans changement de comportement prévisible, il est intéressant de le décrire par un
modele aléatoire dont les caractéristiques statistiques possedent des propriétés d’invariance adé-
quates. Cette situation est particulierement fréquente dans le cas ou 'observateur ne déclenche
pas le phénomene qu’il mesure, et que ce dernier existe de facon permanente indépendamment
de I'observation.

Stationnarité forte. Exemple des chaines de Markov

Un processus aléatoire X est dit fortement stationnaire (ou stationnaire strict, ou station-
naire) si sa loi temporelle est invariante par toute translation du temps, c’est-a-dire que les
vecteurs aléatoires (Xp,, Xpy,-- -, Xi,)' et (Xi s Xngypo - » Xk, )" ont des lois de probabili-
tés identiques pour tout n € N*, tout n-uplet (k1,ke,...,ky,) € Z" et pour tout k € Z. Par
restriction, on peut aussi définir la stationnarité des signaux aléatoires sur IN.

Reprenons I'exemple des chaines de Markov : les couples (q, P) qui vérifient P'q = q dé-
finissent des modeles stationnaires stricts sur IN. En effet, cette propriété a pour conséquence
immédiate que le vecteur q, = (P¥)'q des caractéristiques instantanées de la chaine & I'instant
k est égal a q. A partir de ce résultat, I’application de la loi de Bayes ayant donné (V.9) donne
le méme résultat quel que soit I'instant :

P(Xn = io, e 7Xn+l<: = ’Lk) = Qiopioi1 . ‘pik—lik = P(XO = io, e ,Xk = Zk),

ce qui suffit pour prouver la stationnarité stricte.

Toutes les matrices de transition P n’admettent pas de vecteur q initial tel que P'q =
q, tandis que d’autres en admettent plusieurs. La théorie des chaines de Markov étudie en
particulier ces questions d’existence et d’unicité. Dans le cas de la marche aléatoire, les vecteurs
q invariants sont tous colinéaires au vecteur constant 1. Mais aucun d’entre eux n’est un vecteur
de probabilité : en fait la chalne finit par « se diluer » uniformément sur tous les entiers relatifs
quel que soit son point de départ. La chaine ne converge pas en loi vers une variable aléatoire.

Stationnarité faible

La stationnarité forte porte sur ’ensemble de la loi temporelle du processus. On est amené a
définir un autre type de stationnarité dite faible, ou au sens large, ou a l’ordre deux car elle fait
seulement intervenir l'invariance dans le temps des moments d’ordre un et deux du processus
aléatoire.
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Un processus aléatoire (d’ordre deux) X est dit faiblement stationnaire lorsque sa valeur
moyenne est constante et sa fonction d’autocorrélation rx (ki, ko) n’est fonction que de la diffé-
rence n = k1 — ko. Ceci s’écrit

Vk € Z, B(Xy) = mx, V(k, n) € Z%, rx(k, k +n) = Cx(n).
En particulier, la puissance moyenne de X est une constante :
vk € Z, B(XZ) = m, + Cx/(0).

Soit (Xk, ..., Xkin) un vecteur extrait de X. La matrice d’autocorrélation de ce vecteur a pour
composante a;; = rx(k+i—1;k + j — 1). La stationnarité faible confere a cette matrice une
structure particuliere dite de Toeplitz ou les coefficients sont constants suivant chaque diagonale.

Il est évident que la stationnarité forte implique la stationnarité faible pourvu que les deux
premiers moments existent. La réciproque est en général fausse, mais elle est vraie dans le cas
des processus gaussiens.

Il est évident qu’un bruit blanc homogene au sens strict (respectivement au sens faible) est
stationnaire au sens strict (resp. au sens faible). Par filtrage stable des bruits blancs stationnaires
d’ordre deux, nous avons montré a la fin du §V.3.3 qu’on pouvait définir de nouveaux signaux
stationnaires d’ordre deux. On peut démontrer [1] un résultat plus général :

Le filtrage par un filtre stable d’un signal stationnaire a 'ordre deux est un signal
stationnaire a I'ordre deux.

Retour sur les ARMA stationnaires faibles

La stationnarité large des signaux obtenus par filtrage stable d’un bruit blanc stationnaire
est un résultat essentiel, car elle indique comment construire des modeles stationnaires possédant
une structure de corrélation particuliere. En effet, dans le cas d’un bruit blanc réduit, (V.15) et
(V.18) impliquent

Cx(n) = hi hkin, (V.24)

keZ

c’est-a-dire que l'autocorrélation de la réponse impulsionnelle h du filtre définie au sens des
signaux déterministes stables (donc d’énergie finie) se transporte sur la fonction d’autocorrélation
du signal aléatoire. En particulier, I’énergie du filtre donne la puissance moyenne du signal
aléatoire d’apres (V.16), ce dernier étant d’énergie infinie. Nous verrons dans le chapitre suivant
que ce résultat est transposable sous forme de représentation harmonique : la densité spectrale
d’énergie du filtre devient la densité spectrale de puissance du signal de sortie.

Ces résultats sont évidemment valables pour les filtres rationnels, qui nous ont permis de
définir les ARMA stationnaires.

V.4.3 Ergodisme

Dans le paragraphe précédent, nous avons souligné I'utilité des modeles stationnaires quand
le phénomeéne mesuré existe de facon permanente indépendamment de son observation. En fait,
dans cette situation, on ne peut souvent observer qu'un fragment d’une unique trajectoire (on
peut considérer par exemple 'imagerie de l'activité solaire au cours du temps). Dans ces condi-
tions, comment (et pourquoi) choisir ou identifier un modele aléatoire ? La solution de ce pro-
bléeme passe souvent par la restriction a des modeles aléatoires ergodiques, c’est-a-dire dont on
peut identifier entierement ou en partie la loi temporelle par des moyennes temporelles sur une
seule trajectoire.
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— Prenons 'exemple de la moyenne mx = E(X}) d’un signal X faiblement stationnaire : X
est ergodique pour sa moyenne ssi

n

. 1
nlggan—i-li_Z Xi=mx

b 1

au sens de la convergence presque siire. Nous avons déja vu un cas simple d’ergodisme pour la
moyenne : la loi des grands nombres (V.22) assure I’ergodisme pour la moyenne d’un bruit blanc
stationnaire d’ordre deux.

— Plus généralement, X est ergodique pour une fonction ¢ si

n
1
Jim > oKy Xiys) = B(@(Xys -, Xy ) (V.25)
i=1
presque stirement pour tout N, tout N-uplet d’instants distincts (ki, ..., ky).

— X est ergodique au sens strict si (V.25) est vérifié pour toute fonction ¢ telle que
E(o(Xk,, ..., Xky)) ait un sens.

— X est ergodique a l'ordre deux si (V.25) est vraie pour la moyenne et pour l'autocorréla-
tion.

Les principaux exemples de signaux stationnaires présentés dans ce chapitre sont ergodiques :
chaines de Markov stationnaires, ARMA stationnaires d’ordre deux.

V.5 Les signaux gaussiens

Un signal gaussien est un signal aléatoire dont on ne peut extraire que des vecteurs gaussiens.
On a vu dans le chapitre précédent que toute transformation affine d’un vecteur gaussien donnait
un vecteur gaussien. Cette propriété se transpose donc aux signaux gaussiens. C’est une premiere
propriété de stabilité, mais il y en a une autre qui est la stabilité en moyenne quadratique : la
limite d’un signal gaussien convergeant en moyenne quadratique est une variable gaussienne.
Pour démontrer cette propriété, il suffit de vérifier que la limite des fonctions caractéristiques
est la fonction caractéristique d’une gaussienne.

D’apres ce résultat, on peut dire que I’histoire ou le passé linéaire d’un signal gaussien sont
des espaces de Hilbert gaussiens. Dans les espaces gaussiens, les variables sont d’ordre deux
et les lois de probabilité sont déterminées entierement par des moyennes et des corrélations.
Stationnarité faible et forte d’un signal gaussien sont équivalentes.






Chapitre VI

Signaux aléatoires stationnaires
faibles

VI.1 Introduction

La représentation fréquentielle des signaux aléatoires s’avere un outil précieux puisqu’elle
fournit des informations importantes sur le caractere périodique ou pseudo-périodique d’un si-
gnal. Nous verrons dans la suite de ce chapitre que de méme que pour les signaux déterministes
harmonisables, on peut définir une telle représentation pour les signaux aléatoires stationnaires
faibles, en commencant par associer a leur fonction d’autocorrélation une mesure ou éventuelle-
ment une densité spectrale de puissance.

Comme dans le cas déterministe, nous précisons le lien essentiel entre la représentation
fréquentielle et le filtrage linéaire convolutionnel pour les signaux aléatoires stationnaires faibles.

L’analyse spectrale consiste a chercher les caractéristiques spectrales d’un signal supposé
stationnaire faible a partir d’un extrait de ce signal. Nous présenterons successivement ’analyse
spectrale non paramétrique, utilisant le périodogramme, et I’analyse spectrale paramétrique qui
exploite les propriétés des signaux ARMA introduits au chapitre V. Ces méthodes constitueront
une premiere introduction aux problémes d’estimation qui feront ’objet du prochain module de
cours.

VI.2 Représentation harmonique

L’étude de la représentation harmonique des signaux a déja été abordée dans les chapitres I
et II pour le cas des signaux déterministes. Dans le cas des signaux stationnaires faibles, deux
résultats essentiels seront énoncés. Tout d’abord, le théoréeme de Herglotz permet de garantir
I’existence d’une mesure spectrale de puissance définie, de méme que pour les signaux détermi-
nistes, comme la transformée de Fourier de la fonction d’autocorrélation (voir (L.18) du chapitre
I). En général, 'analyse harmonique du signal par l'intermédiaire de sa fonction d’autocorré-
lation est d’ailleurs suffisante dans les problemes d’identification, d’estimation et de filtrage.
Nous nous intéresserons ensuite a la représentation de Fourier du signal aléatoire lui-méme. Le
théoréeme de Cramer-Khintchine assure l'existence et 'unicité d’une telle représentation pour
presque toute trajectoire du signal aléatoire.

VI.2.1 Fonction d’autocorrélation

D’apres le chapitre précédent, un signal aléatoire a temps discret stationnaire du second ordre
admet une valeur moyenne constante mx = E(X,,) (i.e., indépendante de n), et une fonction
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d’autocorrélation de la forme
rx(n,p) = Cx(n — p).
On appellera par la suite Cx (k) sa fonction d’autocorrélation et on supposera le signal centré
(mx = 0).
L’existence de la mesure spectrale de la fonction d’autocorrélation est garantie par le théo-
reme de Herglotz, dont I’énoncé est le suivant.

—Théoreme de Herglotz

Soit C' : Z — C une fonction définie non négative, c’est-a-dire telle que

N—1N-1
Ci — k)N AL >
=0 k=0
pour tout N > 1, (Ag,...,Av_1) € CN. Alors il existe une mesure finie p sur lintervalle

I =] — 1/2,1/2] telle que
C(kj) :/H eQiTrku N(dy)

et cette mesure est unique.

La démonstration du théoreme de Herglotz est présentée dans [1]. On en déduit que la
fonction d’autocorrélation du signal X admet une représentation sous la forme

C’X(k):/nemﬂl’,ux(dy) (VL.1)

ol ux est unique. Pour k = 0, cette égalité reste vraie, donc

Cx(0) = /HMX(dV) = px G—%, %D

qui est la puissance moyenne E(X?2) du signal. La mesure ux est dite mesure spectrale de
puissance du signal X. Si cette mesure est a densité vis-a-vis de la mesure de Lebesgue, c¢’est-a-
dire §'il existe une fonction réelle non négative ¢ x(v) telle que

Cx (k) = /H 2 (1) du,

ox (V) est appelée la densité spectrale de puissance de X.

Si, de plus, Cx est dans ¢? et admet donc une transformée de Fourier, on a alors

v) =Y Cx(k)e ™.

keZ

Lorsqu’il existe une mesure ou une densité spectrale de puissance, il est donc possible d’analyser
en fréquence la répartition d’énergie du signal aléatoire en utilisant la transformée de Fourier
discrete de sa fonction d’autocorrélation.

Si la mesure px est une somme pondérée de masses ponctuelles,

px = Z a 0(v — v) (VI.2)
kez

ou §(v — vg) est la mesure de Dirac au point v, on dit que le signal X admet un spectre de
raies, aj étant l'intensité de la raie vg(ap > 0).
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V1.2.2 Cas d’un bruit blanc numérique

Soit un bruit blanc {B,,} stationnaire faible centré, donc tel que
E(Bn+x Bn) =0, VkeZ".

Notons 0 = E(B2); la fonction d’autocorrélation de {B,,} s’écrit :
Cp(k) =0?6(k) = / 2 52y,
m

et donc { By} admet une densité spectrale de puissance constante

¢p(v) =0’ (VL.3)

V1.2.3 Trajectoires

Apres avoir étudié le probleme de la représentation spectrale de la fonction d’autocorrélation,
nous allons nous intéresser au probleme de la représentation spectrale des trajectoires du signal
{X,}. Pour chaque trajectoire du signal, I'existence de cette décomposition devient un probleme
déterministe qui a été traité dans les premiers chapitres dans les cas stables, d’énergie finie ou
harmonisable.

Considérons tout d’abord un signal stationnaire ergodique, 1’équation (V.24) nous permet
d’écrire que p.s.

HILH;O*ZIXM E(|X1)

,};I{.IO*Z\X > = E( X1 ).

Donc si X n’est pas identiquement nul, E(| X ) et E(] X|?) sont des quantités strictement positives,

ce qui implique que p.s.
o0 o0
D IXkl=00 et Y |XiP =
k=1 k=1

Pour presque tout w, la trajectoire X (k,w) n’est pas dans ¢2 ni dans ¢* et I'existence systématique
de la transformée de Fourier n’est pas assurée.

Il existe pourtant une forme de relation de Fourier entre les trajectoires de processus stochas-
tiques. Pour l'introduire considérons le cas particulier d’un processus a spectre de raies défini

par
N

_ 2imvik
X, = E Aj e J
J=1
ol les A; sont des variables aléatoires du second ordre. Il apparait immédiatement que le proces-
sus ainsi défini n’est stationnaire du second ordre que si les A; sont des variables non corrélées,
puisque :

N N N
E(XnX;) — ZE(|AJ|2) 62i7r1/j(nfp) + Z Z E A A* 2i7r1/jn 6721;771/11)'
j=1 J=11=1,l#j
Lorsque cette condition est satisfaite, il est naturel de considérer la suite des A; comme la
représentation spectrale du signal X stationnaire d’ordre deux.

La généralisation de cette représentation a ’ensemble des processus stationnaires faibles est
I’objet du théoreme de Cramer-Khintchine.
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Théoréme de Cramer-Khintchine

Soit X un signal stationnaire du second ordre et px sa mesure spectrale de puissance. 11
existe p.s. une représentation spectrale de toute trajectoire du signal aléatoire, c’est-a-dire que
p.s., on peut écrire

X(k) = /H X da(v). (V1.4)

La représentation {z(v)},cr appelée représentation spectrale de Cramer-Khintchine est
unique. C’est un signal aléatoire & accroissements non corrélés centrés de mesure structurelle
px. Ceci signifie que, pour tout (vq,10) € R?

E(|z(v2) — z(v1)]?) < o0
E(z(v2) — 2(11)) =0

et pour tout |vy, 2] C R, v, vs] C R,
E((:U(z/g) — x(l/l)) (w(y4) — x(yg))) = lux (]1/1, vo| Nvs, V4D.

L’intégrale (VI.4) est une intégrale de Wiener dont ’étude dépasse le cadre de ce cours. Le
lecteur intéressé peut se rapporter a [1] ou a [7].

Dans le cas ou X (k) est gaussien de mesure spectrale px, sa représentation spectrale de
Cramer-Khintchine z(v) est un processus gaussien.

V1.3 Filtrage linéaire convolutionnel

Soit { X, } un signal aléatoire centré discret stationnaire du second ordre de mesure spectrale
de puissance px, et {h,} la réponse impulsionnelle d'un filtre convolutionnel stable. Montrons
que pour tout n € Z, la somme

> e Xi (VL5)
kEZ

converge p.s. vers une v.a.r. Y. En effet, (| X,| — 1)? > 0, donc
E(|X,)) <1+E(X.*) =14 Cx(0) = K < oo,

ou Cx(0) est la puissance de X. Ceci implique que

B(X Il el ) = 3 sl BXi) < K 3 s < o0

kez kez keZ

ce qui assure la convergence presque sire de la somme (VL.5). On définit ainsi un signal aléatoire
{Y,.} qui est la sortie du filtre ayant pour signal d’entrée {X,}. Le signal {X,} étant centré,
E(Y,) = 0. Notons H(v) la transformée de Fourier associée a la réponse impulsionnelle du filtre

H(v) = Z hy, e 2R
keZ

On peut montrer qu’alors le signal {Y},} est stationnaire faible et sa mesure spectrale de puissance
s’exprime sous la forme

py = |HW)[? px (dv). (VL6)

Lorsque le signal d’entrée X admet une densité spectrale de puissance ¢x(v), Yadmet éga-
lement une densité spectrale et le résultat précédent se met sous la forme

oy (v) = [HW)|? x (v). (VL7)

Notons enfin que le filtrage linéaire d’un signal gaussien conserve le caractére gaussien.
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VI.4 Analyse spectrale classique

VI.4.1 Position du probleme

Soit {X,,} un signal aléatoire discret stationnaire du second ordre centré de fonction d’auto-
corrélation Cx (k), admettant la densité spectrale de puissance

dx(v) = Cx(k)e ™. (VL)

kEZ

Dans la pratique, on travaille la plupart du temps avec un certain nombre de réalisations
(souvent une seule) d'un extrait Xo, ..., Xy—1 du signal {X,,}. La question que ’on examinera
ici est la suivante : peut-on approcher la densité spectrale de puissance ¢x (v) du signal {X,,}
a partir de ces échantillons? Ce probleme, qui constitue ce que 'on appelle I’analyse spectrale
du signal { X}, est un des plus anciens problemes du traitement de données expérimentales qui
consiste, en clair, a rechercher des pseudo-périodes dans une suite de données au comportement
irrégulier.

VI1.4.2 Périodogramme
Définition

L’analyse spectrale a été naturellement conduite a l'origine par analogie avec ’analyse
fréquentielle des signaux déterministes. Lorsque 'on dispose d’une suite de N échantillons
Zo,...,TN_1, la répartition de 1’énergie de cette séquence suivant les fréquences est donnée
par le module au carré de la transformée de Fourier :

N-1
E Tk e—27,7rl/k
k=0

La suite g, ..., zy_1 est maintenant considérée comme la réalisation d’un extrait Xg,..., Xny_1
du signal aléatoire stationnaire faible {X,,} vérifiant les hypotheéses de I'introduction. L’expres-
sion précédente est alors la réalisation de la fonction aléatoire

N-—1
§ :Xk 67217“/]{
k=0

2

1
N

2

INOEE (VL.9)

Cette fonction est appelé le périodogramme. Notons que cette fonction est en pratique calculée
sur les fréquences multiples de 1/N fois la fréquence d’échantillonnage par un algorithme de
transformée de Fourier rapide (TFR ou FFT, présentée au chapitre II). Si 'on désire obtenir
les valeurs de <$N sur d’autres fréquences, il est possible d’interpoler ’expression précédente en
effectuant du « bourrage de zéro » (voir le chapitre II).

Dans la suite, nous allons montrer les qualités et les défauts de I'estimation de la densité
spectrale de puissance par le périodogramme. Pour cela, nous ferons usage d’une autre expression
du périodogramme.

Transformée de Fourier du périodogramme

En développant le module dans 1’expression du périodogramme (VI.9), on a

N—-1N-1

$N(V) — % Z Z Xl Xm e—2i7r(l—m)l/‘

m=0 [=0
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En posant k =1 — m, I’expression précédente devient :

1 N— N—1—|k|
—2imky
=N Z > X Xoni
k=1-N m=0

Notons aN(k) la suite définie par :

R N—|k|-1 .

CN(k):{ YT X Xy s k<N, (VL10)

0 sinon.
On a alors : N ‘
= Cn(k)e ™ (VL.11)

keZ
qui est analogue a (VLS).

La suite 5’N(k‘), qui est appelée autocorrélation empirique biaisée, possede la propriété sui-
vante

E (éN(k)) - ( - ';') C(k), (VL12)

qui implique que pour N tendant vers I'infini, E(aN(k)) tend vers la fonction d’autocorrélation
du processus C(k). Cette propriété et la relation (VI.1I1) justifient intuitivement le choix du
périodogramme pour approximer la densité spectrale de puissance. Elle permet de plus d’étudier
précisément la qualité de cette approximation, comme nous allons le voir dans la suite.

Caractéristiques de ’analyse spectrale par périodogramme

En utilisant I’expression précédente, on peut calculer la moyenne du périodogramme ngS N(v) :

N-1

> (- ‘]’;') Ck) e 2

k=1-N

ce qui montre que pour N fixé, il existe une différence entre la valeur moyenne E((E N(v)) et la
densité spectrale ¢(v). Cette différence est appelée un biais. On s’intéresse ensuite a ’évolution
de ce biais lorsque le nombre d’échantillons IV tend vers I'infini. En supposant

> (k)| < oo,

kEZ

on montre, a ’aide du théoreme de convergence dominée de Lebesgue

lim E(én () = ¢(v).

N—o0

On étudie la convergence en moyenne quadratique de la suite des v.a. ¢n(v) vers la valeur de
la densité spectrale ¢(v), pour une fréquence v fixée quelconque, c’est-a-dire que ’on s’intéresse
a la variance asymptotique

lim B ((6x(v) = 6())?)

N—oo
On peut montrer que cette valeur est en général non nulle. Si on considere par exemple un bruit
blanc gaussien de variance o2, dont la densité spectrale est constante ¢x(v) = o2, alors on a

1— eZiﬂ'V

1— eQierV

o E (Gn) — ) =1 =t g

)
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expression qui ne tend pas vers 0 lorsque IV tend vers U'infini. Il n’y a pas convergence en moyenne
quadratique du périodogramme vers la densité spectrale de puissance. Pratiquement, ceci consti-
tue un tres grave défaut pour I’analyse spectrale. En effet, grossiérement, un périodogramme
méme calculé avec un tres grand nombre d’échantillons conserve un aspect tres chahuté, du fait
de la variance résiduelle non nulle. Cet aspect géne considérablement 'interprétation du résultat.
Ci-apres, nous présentons une technique classique de réduction de cette variance asymptotique
qui est obtenue au prix d’une perte de résolution.

La figure [VI.1lillustre les résultats obtenus a ’aide du périodogramme simple pour le signal de
sortie d’un filtre récursif d’ordre 2 dont ’entrée est un bruit blanc gaussien. Les caractéristiques
du filtre utilisé sont celles du filtre présenté dans le §I11.2.4.

Périodogramme moyenné

Pour remédier aux limitations du périodogramme, on définit le périodogramme moyenné de
la facon suivante : la séquence d’observations de N échantillons est divisée en K sous-séquences
chacune de longueur M avec N = K M. Sur chacune de ces sous-séquences {kM, (k+1)M — 1}
on peut calculer un périodogramme

M-1 2

~ 1 iy

Pien(v) = i Z Xirrne 2™ (VI.13)
n=0

Le périodogramme moyenné est alors défini comme la moyenne empirique des périodogrammes
calculés sur les K sous-séquences. Sous hypothese d’ergodicité, on peut alors montrer que

lim B (Ghy(v) — o(v)) =0

K,N—oo

lim B ((Jfen(v) = 6())?) =0

K,N—oo

donc le périodogramme moyenné converge en moyenne quadratique vers la densité spectrale de
puissance du signal.

La figure V1.2l montre la densité spectrale de puissance obtenue a I’aide du périodogramme
moyenné sur un signal de caractéristiques identiques a celles utilisées pour le périodogramme
simple. On peut constater I'effet de lissage de la courbe obtenu lorsque le parametre K augmente.

Conclusion

La méthode du périodogramme présente ’avantage d’étre conceptuellement simple et de
pouvoir exploiter les algorithmes rapides de mise en ceuvre de la transformée de Fourier discrete
(FFT). Lorsqu’on dispose d’un nombre important d’échantillons, la méthode du périodogramme
converge en moyenne vers la densité spectrale de puissance et en moyenne quadratique si on
utilise "approche par périodogramme moyenné. Cependant elle présente un certain nombre d’in-
convénients en pratique et en particulier ne permet pas d’obtenir une bonne discrimination entre
des raies spectrales ou des pics tres rapprochés. D’autre part, si le nombre d’échantillons dont
on dispose est faible, 'estimation peut s’avérer médiocre. Différentes méthodes permettant de
pallier cet inconvénient pour certaines classes de signaux et en particulier pour les signaux AR
et ARMA, ont été développées. Dans la suite de ce chapitre on se limitera au cas des AR pour
exposer les principes de base de ces autres approches.

VI.5 Analyse spectrale paramétrique

Les modeles autorégressifs & moyenne mobile (ARMA), et parmi ceux-ci les modeles autoré-
gressifs (AR), ont été présentés au chapitre V pour illustrer la construction de signaux aléatoires.
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Une realisation du signal

Densite spectrale de puissance
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Fig. VI.1. Périodogramme simple
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Une realisation du signal Densite spectrale de puissance
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Fig. VI1.2. Périodogramme moyenné
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Les signaux ARMA jouent un rdle trés important en traitement du signal, d’une part parce qu’ils
permettent de représenter de fagon réaliste un certain nombre de signaux « physiques » (parole
humaine par exemple) et d’autre part parce que leur structure spécifique peut étre directement
exploitée comme nous le verrons dans le domaine de ’analyse spectrale et de ’estimation. Nous
allons a présent rappeler brievement leur définition et étudier leurs caractéristiques en terme de
densité spectrale.

VI.5.1 Définition

Un signal aléatoire a temps discret stationnaire du second ordre est dit ARMA d’ordre p, q, ou
ARMA (p, g) si il existe deux ensembles de coefficients réels {a;} et {b;} de dimensions respectives
p et ¢ et un bruit blanc échantillonné {B,,} de variance o2 tels que

p q
Xn+Y i Xni=Bn+» bjBuj, Vnei (VL.14)
i=1 j=1

— Lorsque q est égal a 0, le signal {X,,} est dit AR d’ordre p, et on a

P
X, + Zai X,i = By.
=1

— Lorsque p est égal a 0, le signal {X,,} est dit & moyenne mobile (MA de I’anglais Moving
Average) d’ordre q :

q
X =B,+» bjBnj.
j=1
Remarque :

En automatique, ces représentations sont fréquentes mais avec 1’adjonction de la prise en
compte de la commande u; supposée connue sous la forme

p q T
Xn"‘Zaan—i:Bn‘i‘zbjBn—j‘i‘chunfkv Vn € Z.
i=1 j=1 k=1

Pour tenir compte de la présence de ug, le signal est dénommé ARMAX ou le X indique la
présence d’une entrée eXogene. On définit de fagon similaire les ARX.

VI.5.2 ARMA réguliers

Le signal {X,,} peut s’interpréter comme le signal de sortie d’un filtre de fonction de transfert
1+ Z(;:l bjz*J B P(z)
1+57 Jaiz7t Q(2)

dont 'entrée est le bruit blanc { B, }. Le signal ARMA est dit régulier si la fonction de transfert

est stable, i.e., si le polynome Q(z) n’a pas de racine sur le cercle unité. Dans ce cas, on montre
(VL.7) que la densité spectrale de puissance du signal {X,,} s’écrit

P(e%m/) 2

Q(e%m/)
De maniére unique, on peut trouver P’(z) et Q'(z), deux polynomes a coefficients réels sans
racine hors du disque unité {z,|z| < 1}, tels que P'(0) = Q'(0) = 1, et tels que

¢x(v) =0

P/ (€2i7r1/) 2

gZ)X(I/) = O‘2
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Dans ce cas, (VI.15) correspond au filtrage linéaire stable et causal du bruit blanc {B,} par le
filtre rationnel de fonction de transfert P'(z2)/Q’(z). La représentation associée a P'(2) et Q'(2)
est la représentation canonique de {X,}. Le bruit blanc associé B,, apparaissant dans (VI.14)
est alors non corrélé a X,,_y , Vk > 0.

VI.5.3 Représentation spectrale des signaux autorégressifs
Soit { X}, } un signal centré stationnaire du second ordre autorégressif régulier d’ordre p. Dans
ce cas, la densité spectrale de puissance du signal X est définie par

0_2

Q(e2m)[?

ot 02 est la variance du bruit blanc générateur. En utilisant la représentation du signal AR sous
la forme

ox(v) =

p
X, + Z ap Xp— = By,
k=1

I’équation précédente peut s’écrire

0.2

o ’1 + Zi:l a e—2imky

ox(v) 5 (VL.15)

qui correspond au module au carré de la FFT du signal de sortie du filtre. Il suffit donc de
connalitre les parametres a; du modele autorégressif pour obtenir la valeur de la densité spectrale
de puissance.

VI1.5.4 Equations de Yule-Walker

On considere un signal AR dont on ne connait pas la représentation canonique en termes des
coefficients ag, K = 1, ..., p mais pour lequel on dispose d’une suite de valeurs de la fonction
d’autocorrélation Cx (k). On cherche a calculer sa densité spectrale de puissance ¢x et donc
d’aprés (VI.15) dans un premier temps a déterminer les coefficients a; du modele AR.

La fonction d’autocorrélation de {X,,} est définie par

p
Cx(j) = E(XpnXnyj) = E<Xn (Bn+j - Zaan—k—l—j))
=1

p
= B(XuBnij) =Y apCx(j— k).
k=1

Le deuxieme terme E(B,4;X,,) se simplifie puisque la canonicité impose I'indépendance entre
les réalisations du bruit blanc a l'instant j et les valeurs passées du signal, on a donc

0 sij>0,
E(Bn+an):{02 sij=0.

L’expression générale de C'x (j) est donc

N —ZzzlakCX(j—k) Sij>0,
Cxli) = { — 3P apCx(—k)+0* sij=0. (VI.16)
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Ces expressions définissent les équations de Yule-Walker. Pour déterminer les coefficients ay
lorsqu’on dispose des valeurs de Cy, il suffit donc de résoudre p équations pour j > 0 et de
déterminer o2 pour j = 0. Ces équations peuvent étre exprimées sous forme matricielle par

c) (1) ...0(-(p-1)] [ @ ()
c)  C) ..C-p-2)||a|__|cO@
Co—1)Cp—-2)... CO) a )

Le signal étant réel, I’équation précédente peut s’écrire sous la forme plus simple

co) o1 ..Cp-1] [ m C(1)
c(1) C) ...Cp—2) a:2 o CE2) . (VIIT)
Cr-1)Cp-2)... CO) || a C(p)

La matrice d’autocorrélation est symétrique et de Toeplitz. Il suffit finalement de connaitre
p coefficients d’autocorrélation pour déterminer la densité spectrale.

La détermination des coefficients a; nécessite donc de résoudre le systeme précédent qui
admet une solution unique si la matrice d’autocorrélation est inversible. L’inversion de cette
matrice peut s’effectuer par les procédures classiques de type Gauss-Jordan mais on verra par la
suite qu’en exploitant la structure spécifique de cette matrice on peut définir des algorithmes plus

efficaces (Algorithme de Levinson) qui permettent de réduire le nombre d’opérations a effectuer
de O(p?) & O(p?).

VI1.5.5 Estimation spectrale autorégressive

Dans la pratique, disposant de N échantillons d’un signal inconnu, ’analyse spectrale autoré-
gressive consiste & assimiler ce signal a un signal autorégressif d’ordre p, puis a estimer sa densité
spectrale de puissance en calculant la fonction d’autocorrélation empirique biaisée (VI.10)

. N—|k|—-1
On(kt) =5 D X Xjip.
j=0

En utilisant ces coefficients dans les équations de Yule-Walker on peut alors en déduire les
coefficients ai, . .., a, par inversion du systeme VI.17/ dans lequel on a remplacé C(k) par C(k).
La densité spectrale correspondante est alors obtenue par

32
X(V) }2'

o }1 + Zi:l ak e—2imkv

~

p
52 =Cn(0)+ > Cn(i)ay
j=1

obtenu a partir de 1’équation (VI.16) pour k£ = 0. Cette technique d’analyse spectrale présente
dans un certain nombre de cas ’avantage d’obtenir une meilleure discrimination entre raies et
une variance inférieure a celle obtenue par I’analyse spectrale non paramétrique.
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