V. Synthese de Fourier, tomographie
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SYNTHESE DE FOURIER I

B Définition

K
Soit & un signal continu sur un pavé S = I [0, 7] € R” et
k=1

P(v) = / z(s)e 2™V 4s
S

la transformée de Fourier de z a la fréquence v € R¥.

La syntheése de Fourier est ’estimation de x a partir de I’observation
partielle et bruitée de sa TF :

Jw) = i) +bw), velvy, ..., vy}

(c’est un probléeme d’interpolation dans le domaine de Fourier)
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M Cas particulier : observation complete de la série de Fourier de x

Vpy = [ml/Tl, N mK/TK]t, mp €72 <— vV, €0
(les z(v,,) sont proportionnels aux coeff. de Fourier de x)

® Observation complete (« remplissage » de G) :
Par TF~!, « simple » débruitage dans le domaine spatial

Ys =g+ bs, SE€S

® Observation partielle : Si {vq,... vy} CG,
-1 M ot
5 = (I1T) " 35 w)edeevn
O Wwedgd, %IG(I/) = y(v) sive{vy,...,vy}

=0 sinon

@ 7'° est de norme minimale (Parseval).
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A Objet « discret » @ sur N = Ny X ... X Nk

® [’observation complete des M = N coeffs de Fourier associés a
I/m:[ml/Tl,...,mK/TK]t,mkE{O,...,Nk} < I/megT
est équivalent par TFD~! & un probleme discret spatial y = = + b.

® Observation partielle
Si {vy,...vam} C G, ' s'obtient en deux étapes :

@ 0-bourrage sur G,
® TFD~! du résultat.
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I Aspects calculatoires

e En pratique, {v1,...vy} ¢ G, mais on peut tolérer une erreur de recalage des
observations sur G par interpolation.

® x'° est alors calculable par FFT.
e || — Hz|*> a pour gradient 2H'(Hz — §), avec

H <~ TFD puis « extraction »
H® <« 0-bourrage puis TFD~!
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B Exemple (tomographie de diffraction)
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B Solutions régularisées

x>0, F(z) :BH?OJ_HCBHQ"‘ Z G(zr — z)
{r,shllr—sl=1

Gaz(x) = ? Goi(z) = V2 + 22 —t  Goo(z) = min{z?, t?}

VA
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RECONSTRUCTION 2D A PARTIR DE PROJECTIONS
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& Applications :

Tomographie a rayons X en imagerie médicale [KAK et SLANEY 1987],

gammagraphie en CND, tomographie acoustique a temps de vol, ...

A

Source o

'y

>

® Détecteur

projection p(r, ¢)

p(r, ¢)://Dé(r—xcosgb—ysingb)dajdy
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A Théoréme de projection

Soit p(r, ¢) = // f(x, y)o(r —x cos ¢ — ysin ¢) dz dy la transformée de

Radon de la fonction continue a support borné f(x, y).

o

Vo, p(v, ¢) = f(vcoso, vsing)

® Démonstration : immédiate en utilisant

p(r, @) = /f(rcosgb—usinqﬁ, rsin ¢ + u cos ¢) du
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Transformation
de Fourier 2-D

f(x,y)

FR w0 = Fitwv,0
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METHODES DE RECONSTRUCTION

A Méthodes « analytiques »

Inversion analytique de la transformée de Radon

LT 1 Op(r, 9)
fan =5[] ardg

r—xcos¢ —ysing Or

— Méthodes de type rétroprojections filtrées (solutions non régularisées)

projection rétroprojection
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® Exemples
vrais objets 64 projections 16 projections 8 projections sur 45
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A Méthodes « fréquentielles »
Probleme de synthese de Fourier apres TF des projections
(en pratique, approximations par discrétisation/interpolation)

P(k't) = Fky,kyl

wﬂ'"

:,'/4 K \ 'll’/!.’.’."

y
/
P —> x
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B Méthodes « algébriques » (ART, ...) [EGGERMONT et HERMAN 1981]
® Principe : trouver x tel que Hx = y par projections successives :
— ht (k)

[Rall”
avec h! :n —ime ligne de H, n =k modulo N et AR 1

pEHD (k) 4 \(k) In

oy

® Solutions non régularisées

(mais certaines extensions pénalisées sont possibles [HERMAN et LENT 1976])

& Approches pénalisées
@ Approche « spatiale » : minimiser ||y — Hz|? + aQ(z)
® Approche « fréquentielle » : minimiser Hy — Ha:”2 + aQ(x)
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A Comparaisons de méthodes

B b 8 8 ¢ 5 v 8 @

an - -E

objet original rétroprojection filtrée

--------

régularisation quadratique régularisation entropique
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TOMOGRAPHIE DE DIFFRACTION I

(ultrasons, courants de Foucault, micro-ondes)
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B Angle fixe, fréquence variable
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INTERFEROMETRIE I

A Formation de voie (radioastronomie, traitement d’antenne sonar)

V(rmn) = /B(s)eQi”trm”/’\OGm(s)Gn(s) ds

M Aberrations de phase (radioastronomie, astronomie optique)
Y(Tmn) = V(rmn)eiwm_en) + b(Tmn)
et . gain inconnu de I'antenne () a 'instant de la mesure

(turbulences atmosphériques)
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A Exemple
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Carte originale
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