IV. Déconvolution d’images, modeles
markoviens, algorithmes stochastiques
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MODELISATION MARKOVIENNE EN IMAGERIE I

A Résumé des épisodes précédents

® Regle de Bayes  f(x|z) x f(z|x)f(x), f(x) xexp{—Q(x)}

® Loi a prior: gaussienne = régularisation quadratique

Qz) = (x — mw)tR;1(€B —my), .9, Qorr(z) = HD(q)wHQ

® Lois a priori blanches non gaussiennes

— Criteres convexes

Qx) = ;G(xi), Gp(x) = |z|P, Ga1(x) = V52 + 22

— Variables cachées : modele Bernoulli-Gaussien & = (r, q)
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CHAMPS DE GIBBS-MARKOV I
f(@) = — exp Q@)
) = Zexp x),
1
fr(@) = 5 P {-0()/T)
° () séparable = X « bruit blanc »
Qx) = > Gs(ws) f(x) = I1 fs(s)
sES SES
e () énergie de Gibbs <= X markovien
Qz) = X G.(x) flzs|zp, €S NS) = flxs|x,, r V)
ceC
Qx) < oo Ve Vi={rec>s,r#s}
c € C CP(S) clique, voisinage du site s

(G. potentiel associé

(Théoreme de Hammersley-Clifford)
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Qx) = Z G(x, — xy)
{r,s}eC
O O
C={{r,s},|r—s|=1}={© O, O } — N,={0O0 @O
O

Gaz(z) = z? Goi(z) =Vt2 ¥ 22 —t  Goo(z) = min{z?,t?}
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CRITERE ET OPTIMISATION CONVEXES

Exemple (ordre 1) : Go1(x) = Z \/82 — (zy — x5)?
{r,;s},llr—sl=1

application : restauration d’images, en minimisant
J(x) = ||z — Hz||®> + aGa1(x), = € [0, Tmaez)®

image originale image observée résultat gaussien Goo résultat Goq




151 COMPARALTLIE (DEBRULITAGE ¢ Il — 1)

Z=argmin|z — |’ +aX G(@m — Tm_1)
114 m

G(z) = z? V58?2 + 2 In(S? + z?)

]

1@ —a*ll, /e, = 125% 6.2% 5.67% 5.6%

(minimal en «, S)
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NON CONVEXITE GRADUELLE (GNC) I

B Gy : le cas du débruitage [BLAKE ET ZISSERMAN 1987]
G
Jo(x) =Bz —z|*+ Y Gelz,—x) Go
{r,s}eC



Dlabllltec Ac Li<) I

J convexe [] Z(z) continue [BOUMAN ET SAUER 1993]
[] stabilité au sens de Hadamard

Contre-exemple pour J non convexe :
(d’apres [L1 et coll. 1995] ; voir aussi [KUNSCH 1994])

] ﬁmﬂ S

UH LI o
I :,,/———j
Déconvolution d’images, modeles markoviens, algorithmes stochastiques 110

PRINCIPE DE DETECTION, VARIABLES CACHEES I

M [BLAKE ET ZISSERMAN 1987]

min 3 ||z — A@)P+ Y min{(z, —z,)?, S*}

{r,s}eC
—minfllz — A@) ||+ 2 (1 —ls) (@ — 25)% + 115>
x,l {r,s}eC
rO [0 O O
rs [ —1 —1

sO [l O O

Variables cachées .5 € {0, 1} ~» probleme de détection-estimation

X, L, champ de Markov composite.



A Régularité des contours [GEMAN ET GEMAN 1984, JENG ET WoODS 1991]
min 3|z — A(w)||2 + 2 (A=l —2s)? + 2 Ge(l)
x,l {r,s}eC ceCr

Exemple :

ce(C;, [ N I N N

] 1 I 1 1

G.(l) 0 2,7 1,8 0,9 1,8 2,7
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ECHANTILLONNAGE STOCHASTIQUE I

@ Application en synthése d’image

® Exemple : modele de Gibbs aux plus proches voisins

C={{r s} [lr—sl =1}

Exemple d’échantillon pour

d(x) = Z V14 (zs — x,)2

{r73}7l|r_5||:1




A Application a I’inférence

Contexte :
t .
—z =z, ..., zN] vecteur observé
t :
—x =[r1, ..., Tp] vecteur inconnu

— z est relié a @ sous forme probabiliste : on connait la loi de (X, Z),

typiquement, sous la forme fx z(x, z2) = fz|x(2|z)fx(x)

On veut estimer « sous la forme & = X (2)
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(@ Estimation a cout bayésien séparable :

Si {X(®)1 est stationnaire ergodique et de loi instantanée f(x|z), alors
K

1
30(2) = B[X | 2] = lm = 3

@ Estimation MAP (principe du recuit simulé) :
Si la loi instantanée de {X®)} est frg (x| 2), avec T'(k) \,0 et

fr(@|z) o (f(@|2))7, alors :  lim fr(z|2)=dgm(x)

MMMJ\/\LJUL

fa(z) fa(x) f(x) f1/2(5’7) f1/5($)

® Estimation non supervisée (principe de I’augmentation de données) :
0k ~ f(0]2) /fa: 0] z)dx

X® oMy ~ flx,0|z) =
{ J A %) X&) ~ fx|z) = /fa: 61]z)do.



W Méthodes d’échantillonnage i.i.d. (X faible dimension)

® directes :

— lois uniformes,
— par transformation : discretes, normales, lois avec F'~1 explicite, etc.

® par réjection [PRESS et coll. 1992]

(D Trouver une densité g et M > 0 tel que
Vz, r(z) = Mq(z) = p(z).

@) Tirer X = x suivant gq.

®) Tirer Y = y suivant U([0, r(z)]).

(@ Accepter z si y < p(x), sinon retour en (2)
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W Méthodes d’échantillonnage MCMC (Monte-Carlo Markov chain)
{X ()} est une chaine de Markov : f(z® |2®=V . 2®)) = f(x® |£*-D)

® Théoreme 1 :

Soit { X )} en une chaine de Markov homogene « ergodique » (irréductible
récurrente positive de période 1) dont le noyau de transition ¢ vérifie la
condition d’équilibre

o' |x)f(x) = p(x|z')f(z'),
alors la densité de probabilité de X () est f.

® Théoreme 2 (loi des grands nombres) :

K
si Ef[y?] < oo, Kli_r)noo%kglw(m(k)) = Ef¢] ps.
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® Soit f(x) a échantillonner et g(«’ | ) un noyau de proposition symétrique

(© Configuration courante : x

(@ Proposer &’ par échantillonnage de g(x' | x) ;
® Sif(2')> f(x), « remplace x;
Si f(a') < f(x), Pla’ remplace @) = /(&)/f(x);

retour en (0) pour l'itération suivante

1
® Application & X champ de Gibbs : f(x) = — ©XP— Y. Ge(x)

Noyau de proposition :
g(x' |x) = h(zl|xs)/CardS si Vr #s, x). =z,

=0 sinon
0 @)/ (@) =exp D (Gelw) - Gola))

Extensions : balayage systématique, partiellement parallélisable
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® Exemple
Simulation d’un champ de Ising
Initialisation Itération 1
Itération 10 Itération 100

T



I MCMC 2 : Echantillonneur de Gibbs [GEMAN ET GEMAN 1984]

(© Configuration courante : x
(@® Choisir s « au hasard » ou cycliquement ;

® Vr # s, x. = x,; échantillonner 2/, suivant f(z) |x_s), ®x_s = {z,,7 # s}.
retour en (0) pour l'itération suivante

Remarque : MCMC 1 et 2 sont des cas particuliers de 1’échantillonneur de
Métropolis-Hastings [HasTINGS 1970].
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