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TRAITEMENT DE DONNEES ET STATISTIQUES I

z = ¢(x, b) (par exemple : z = Hx + b)

M Bruit

par définition, b mal connu ~~» modele statistique, e.g., loi a densité fp

B Vraisemblance (bruit additif a densité)
f(z|x) = fB(z — Hx) (modele linéaire)
anti-log-vraisemblance : V(z|x) = —In f(z | x)

Estimateur du mazimum de vraisemblance (MV) :

"V = argmax f(z|x) = argmin V(z | x)
T

xr




MYV GAUSSIEN LINEAIRE I

z =Hx + b, b réalisation de N (mp, Rp)
¥V = argmin (z — Hx — mp)'R, ' (2 — Hx — my)
~~ équation normale : (H'R, 'H)z™Y = H'R, ' (2 — myp)
Cas particuliers :
MO

e m,=0RyxI [] W =argmin|z -Hz|?>=2

® m, =0, Ry =diag {07, ... 0]2\,} [] MC pondérés :

~ — H
MV—argmmZ [ z]n)”
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AUTRES BRUITS : EXEMPLES I

A Bruit additif de Laplace

N
z=Hz+b ot fp(b)= 11 5 exp(~alba)

n=1

N
[] Estimateur L! : 2™ = argmin Y] |z, — [Hz],|
1

n—

Application : estimateur plus robuste aux données aberrantes

B Bruit de Poisson : P(z, = k) = e @ ¢, (x)*/k!, k€N
Applications : tomographie a émission de positon, astronomie
B Bruit multiplicatif : z, = ¢,(x)b,, 1<
52
TL

n<N
N

bruit gaussien réduit : V(z|z) = ), 202 () + 1In |2 ()]
n=1

Applications : astronomie (=~ Poisson a nb de photons élevé)




ESTIMATION BAYESIENNE I

flz]z)f ()
f(z)

A Regle de Bayes

flx|z) = x f(z]z)f(x)

f(x) : loi a priori sur @, résume les informations
disponibles sur 1’objet avant la mesure

B Décision f(x|z) NS

® Espérance a posteriori : x"AF = E[X | Z = z]

e Maximum a posteriori : ¥*" = argmax f(x | z)
€T

e MAP Marginal : T = argmax f(x;, | 2), 1<m<M
Tm

® Estimateur linéaire a
risque minimal : ZPMe = R RN Z-m,)+m,
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@ =V =2 pour une loi a priori uniforme

a VAP = argmax, f(x|z)
= argmin, V(z|x) — In f(x)

Le MAP est une solution régularisée obtenue par pénalisation

A Correspondances

« énergétiques » probabilistes
exp —F(x, z)
F(x, z — T, z)=
(@,2) f(@, 2) [, .exp—F(x, z)dzdz
xp, =argmin F(x, z) = """ = argmax f(x, z)
€T €T
? —  Espérance conditionnelle (régression)

? = Marginalisation



CADRE LINEAIRE GAUSSIEN I
z=Hx+b, b~N(mp, Rp), x ~ N(mg, Rg), (x, b) indépendant

4

Anti-log-vraisemblance a posteriori
1 1
L(z | Z)#§ |z — Hx — mbH%gl t3 |z — mm”%{;l

Forme information :

V" = (H'R, 'H+ R, ") '(H'R, ' (z — mp) + R, 'my)
Forme covariance :

VP = mg + R, HY(Rp + HR,H") "' (2 — Hm, — my,)
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M Lemme d’inversion de matrice

Soit A (N,N): B (N,M) ; C (M,M) ; D (M,N).

Sous réserve d’inversibilité,
(A+ BCD) '=A"1-A"'B(C'+DA'B)"'DA™!
e Corrolaires
D(A+BCD)'=Cc'(Cc'+DA'B)"'DA™!
CD(A+BCD)'=(C'+DA'B)"'DA™!



THEOREMES STATISTIQUES I

Soit X, Z de moyennes m,, m., de covariances R, R., d’intercova-
riance R, et soit

X =R,.R;Y(Z — my) + m,
I' =R, - R..R_'R.,

(» X possede un biais moyen nul et une matrice de covariance d’erreur
moyenne égale a I'.

® X minimise le risque quadratique moyen parmi les estimateurs de
structure affine (X = Z""M<). Le minimum atteint est Trace T'.

@ Side plus (X, Z) est gaussien, alors la loi a posteriori fx|z—, est

gaussienne de moyenne X = x"4F = pMAP = MMAP ot de covariance I.
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A Application

Z = HX + B avec (X, B) décorrélé donne les résultats du cadre linéaire
gaussien pour X et

I = R,-R,H((HR.H'+Rp) 'HR,
= (H'R,'H+R;")™!
A Remarque
Le biais (au sens « classique ») s’écrit
E[X|X]-X = (H'R,'"H+R;1)}(H'R, '"HX + R;'m,) - X
Il est nul pour « R;! = 0 », c’est-a-dire pour ™V, solution non régularisée !

E[|X — X|?| X] = ||biais||> + Trace Cov(X | X)



FILTRE DE WIENER (1940) I

@ Soit X = {X,},, Z = {Z,}, signaux conjointement stationnaires faibles
centrés de corrélation r,, r, et d’intercorrélation r,..

Soit ¢ un filtre tel que r,, = g *xr,. Alors X = g * Z minimise a tout
instant n le risque moyen E [(X n —Xn)2] parmi les estimateurs linéaires.

Application : Z = hx X + B, avec (X, B) décorrélés :

H* ()l (v)
[H(@)|" To(v) + Ty(v)

Vv, G(v)=
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M Utilisation « courante »
@ Si X et B sont blancs de puissance o2 et o7,
H*(v)
[HW)[" + 03 /02

Vv, G(v)=

(® Application au cas fini par circularisation et £ft
— Approche PTT pour Q =1 et a = 07 /02 !



' Flltrage de Vviener —L.gatisation spectrale dans la bande utlle
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EXEMPLE EN ASTRONOMIE I

A Observation a travers 1’atmosphere

[extraits d’'une communication a SPIE’97, ONERA]

, 1.000 FT ]
Mots-clés : 2 ]
Ouverture téléscopique o |
, . L 0100F | .
Turbulence atmosphérique & | | ]
Optique adaptative 2o ]
Déconvolution o 1
0010 .

0.001 . 'H P S U S R
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Spatial frequency (D/A units)



= Lvesulials

observation avec optique adaptative
optique adaptative + déconvolution quadratique
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FILTRAGE DE KALMAN (1960) I

A Premieres applications

Asservissement de trajectoire : Apollo, Polaris (1960-65), puis Voyager, ...

Pour des observations vectorielles successives zg, ..., 2z, le filtre de Kal-
man calcule récursivement le meilleur estimateur linéaire d’un proces-
sus vectoriel Xy, ..., X au sens du risque moyen minimum :

Xk 2 EL[Xy| Zo, ..., Z] minimise E [| X — Xj|?]




A Lquations d’etat

Equation d’observation Z,. =H,. X, + B,
Equation d’état Xp+1 = Fpr X + GLU.
Conditions initiales E[Xo, B, U] =0
(simpliﬁées) E[BkBﬂ = Rk5kl; E[UkUlt] = dekl,
cov(Xg) = Py, (Xo, By, U;) décorrélés
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M Cas particuliers en signal

® Z,. = Z;, = h* X}, + by, convolution bruitée, h RIF de taille M,
X=Xk, -+, Xk_M_H]t extrait d’un signal AR d’ordre L < M :

L
X = 121 a Xp—1 + Uy
& Xipp1 = FXp + GUpq,

avec F = . 0 : et G =

10 0

® Fixtensions inhomogenes
... vis-a-vis de la convolution, du bruit d’observation, du modele AR.



LCS Ccuatlolls dud 11iuvi©c A wallllall |JAZWINSKL 1J9 (U]

e Etape de remise a jour

(RP) Pk =Prix—1 — Py Hy(HyPy o1 HY, + Ri) " Hy Py g

° Etape de prédiction

(RX) ka = Xk“c—l + Py 1 Hy (Hp Py o HY, + Ry) 1 (Z), — Hk:Xk:|k—1)

(PX) R X1k = FreXi |k
(PP) Pk:+1|k: = FkPklkF}g —f—GkaG}C{;
Zk  Remise a jour Prediction

Xie1— RX) — X — (PX) — Xir1ik

P klk-1 (RP) |— Pkik —» (PP) |—® Pk+l1ik
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A Principe géométrique de la démonstration
Etape de remise a jour Etape de prédiction

X1

Xu1
\ / O
O 2\ Ey Q.

Ay
Xyt ik Xk

Les dimensions vectorielles sont réduites pour la clarté des schémas. Si Zj
posséde N composantes, Vi, = Vect(Zy, ..., Zi) est de dimension mazximale
(k4 1)N et dim Vect(Ey) < N. D’autre part X, est un vecteur de taille M qui
doit étre projeté composante par composante.



= LXULCISI0INL . 115545C AC wvallllall | JAZWINSKL 1J (U]

® Lisseur a intervalle fire LAK(IF) : X}, K
® Etant donné Zy, ..., Lk, appliquer le FdK jusqu’a k£ = K ;
@ Pourk=K-1,...,0:
)A(MK = Xk:|k: +Pk|kFZ;P;;|1k+1(Xk+1|K — Xk:+1|k:)

® Lisseur a retard fire LAK(RF) : Xk | k4D

Calcul par la méthode de la chaine serpent :
(@O Réécrire les équations d’état pour le vecteur étendu
X = (Xg, ...y, Xk—D);
® Appliquer le FdK et conserver la derniere composante de
Xiih = Xk ks - Xip|1)
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B Exemple en déconvolution (bruit d’observation inhomogeéne)

Observations W
|X —X*|1| Solution X* J

4,47 FdK
3,98 | LAK(RF=3)
1,57 LdK (IF)
5,01 FdK

4,50 LAK(RF=3) /
2,55 LAK(IF)

3,38 Hunt —
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e F'dK, LdK(IF) et LAK(RF) permettent des modeles inhomogenes.

o LdK(IF) minimise (d’apres ) dans Gauss-Markov) non récursivement

(zr — hjz)? N § (zr — ajxy)?

tp—1
Tk k=1 qk

K
L($07"'75EK|207"'7ZK)# kZ—JO

e LAK(RF) est un bon compromis entre FdK et LdK(IF).

® |1 existe des formes rapides pour les équations d’états homogenes.

[DEMOMENT 1989
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