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– Problèmes inverses, problèmes mal-posés, déconvolution,
régularisation, pénalisation quadratique

– Cadre probabiliste, estimation bayésienne, cadre linéaire gaussien,
filtrage de Wiener, filtrage de Kalman

– Déconvolution de signaux piqués

– Problèmes d’imagerie, modèles markoviens

– Synthèse de Fourier, tomographie



I. Problèmes inverses, problèmes mal-posés,

déconvolution, régularisation,

pénalisation quadratique
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Exemple : Résistance des isolateurs aux chocs de foudre

Dispositif permettant d’appliquer une
onde de choc (EdF– Les Renardières)

Très hautes tensions réelle et estimée
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� Solution näıve

• Modèle du signal observé

Échantillonnage : z1 = h0 x1

z2 = h1 x1 + h0 x2

...

zN = hP xN−P + . . . + h0 xN

Écriture matricielle : z = Hx

• Méthode de substitution

x1 = z1/h0, x2 =
(
z2 − h1/h0 z1

)
/h0, . . .

Solution : x = H−1 z
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Rappel : convolution pour des séquences finies

zn =
P

Σ
p=0

hpxn−p, n = 1, . . . , N

⇓
z = h ? x = Hx, x ∈

� M , z ∈
� N

x = [x1, x2, . . . , xM ]t , z = [z1, z2, . . . , zN ]t

H : matrice de convolution N × M associée à la

réponse impulsionnelle finie h = [h0, h1, . . . , hP ]

H est une matrice de Toeplitz : ∀m, n, Hm,n = Hm+1,n+1
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� Trois hypothèses classiques

H =
(H0)








h0 0 · · · 0
...

. . .
. . .

...
−−−−−−−−−−−−
hP · · · h0 0 · · · 0

0
. . .

. . .
. . .

...
. . . 0

0 · · · 0 hP · · · h0
−−−−−−−−−−−−
...

. . .
. . .

...
0 · · · 0 hP








(H1)





(H2)

• (H0) x est bordé par des zéros ; N = M + P =⇒ HtH Toeplitz

• (H1) x commence par des zéros ; N = M
(x0 = 0, x−1 = 0, . . .)

• (H2) pas d’hypothèse ; N = M − P =⇒ HHt Toeplitz
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Cas idéal
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Problème inverse : définition a contrario

   Distribution spatiale
   des sources ?

capteur

Distribution de source connue

�����������������������������������
�����������������������������������

���������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������

Problème direct Problème inverse
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Approches intuitives

� Problème simple et données en nombre suffisant

Loi d’Ohm, R = U/I, calcul d’erreur : ∆R = f(∆U, ∆I)

Cas linéaire : z = Ax (A carrée inversible) ⇒

{
x = A−1z,

∆x = A−1∆z

� Méthode par essais et erreurs

inconnus : x*
paramètres

Système réel

Modèle directparamètres
variables : x

erreur de

sortie : 

Sorties modèle : zm

Mesures : z

e(x)= z−zm

Échec si : {‖z − zm‖ → 0} 6⇒ {‖x∗ − x‖ → 0}
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Déconvolution

� Modèle direct

Convolution (bruitée) z = h ? x (+ b)

h(t)x(t) z(t)

b(t)

� Problème inverse

Déconvolution = estimer x connaissant z (et h)
Applications :

spectrométrie, restauration d’image, égalisation de canal. . .
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Convolution 1D et spectrométrie

Exemple (http ://www.spectrumsquare.com) :

Performance of RazorPick on a Raman spectrum (sulfur). The peak mo-
del was chosen to be a Lorentzian peak of the same width as the dominant
peak in the spectrum. The height of each marker is proportional to the
peak significance. The picker was set to pick by amplitude.
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Convolution 2D et restauration

modèle : y(r, s) =

∫ ∫
x(u, v) h(r − u, s − v) du dv ( + b(r, s))

h(r, s) : noyau 2D ou fonction d’étalement de point

Exemples de noyaux 2D

ponctuel flou (gaussien) bougé diffraction
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Conditions de Hadamard (1923)

Soit H : X → Z, X et Z espaces de Hilbert.

La résolution de l’équation z = Hx est dite bien posé si la solution x̂(z) vérifie :

1 existence

2 unicité

3 stabilité : ‖z − z′‖ → 0 ⇒ ‖x̂(z) − x̂(z′)‖ → 0

NB : pour H opérateur linéaire, 1 ⇔ z ∈ Im H ; 2 ⇔ ker H = 0
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Problème mal-posé : exemple (Tikhonov, 1977)

� Équation intégrale de Fredholm de première espèce

z(s) = Hx(s) =

∫ b

a

h(s, t)x(t) dt, c 6 s 6 d

avec h fonction continue de dérivée partielle
∂h

∂s
continue.

Problème : connaissant z̃ ' z, trouver une solution continue x̂ ' x

� Métriques

dX(x1, x2) = ‖x1 − x2‖2 =
(∫ b

a

(
x1(s) − x2(s)

)2
ds

)1/2

dZ(z1, z2) = ‖z1 − z2‖2 =
(∫ d

c

(
z1(s) − z2(s)

)2
ds

)1/2
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� Problème d’existence

si z̃ = z + b, où b est un bruit non C1 ⇒ @ x̂ : Hx̂ = z̃

� Problème de stabilité

z̃(s) = z(s) + K

∫ b

a

h(s, t) sinωt dt, K > 0

solution : x̂(t) = x(t) + K sinωt

∀K, ∀ ε, on peut choisir ω tel que

dZ(z̃, z) = K
(∫ d

c

(∫ b

a

h(s, t) sinωt dt
)2

ds
)1/2

< ε

mais dX(x̂, x) > K

(
b − a

2
−

1

2ω

)1/2

n’est pas bornée.
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Dimension finie

z = Hx + b, x ∈
� M , z ∈

� N

1 Existence : si z 6∈ Im H → projection de z sur Im H

⇔ solution des moindres carrés : x̂MC minimise ‖z −Hx‖2

2 Unicité : si kerH 6= 0 → contrainte de norme minimale

⇔ inverse généralisée : x̂IG = projection de x̂MC sur (kerH)⊥

3 Stabilité : assurée en dimension finie
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Inverse généralisée et SVD

SVD : Singular Value Decomposition

� Équation normale : Htz = (HtH)x

� Décomposition en valeurs singulières :

• {un}N
n=1, {vm}M

m=1 bases orthonormées de
� N ,

� M ,

• {λi}
max(M, N)
i=1 , suite décroissante positive, tels que

Hvm = λmum Htun = λnvn

⇒ HtHvm = λ2
mvm HHtun = λ2

nun

(et H = UΛVt)

� Inverse généralisée

x̂IG =
M

Σ
m=1

αmvm avec αm =

{
ut

mz/λm si λm > 0

0 si λm = 0
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Inverse généralisée et conditionnement

� Propagation d’erreur

Si z → z + δz alors x̂IG → x̂IG + δx̂IG et

‖δx̂IG‖2

‖x̂IG‖2 6
‖Pδz‖2

‖Pz‖2

λ2
1

λ2
I

, I = rang(H) = max
λi>0

i

• La borne est atteinte pour certains couples (z, δz) !

• Erreur relative suivant vm ∝
δzm

zm
≈

1

RSB(m)

• C(H) =
λ1

λmin{M,N}
: nombre de condition de H

H est dite mal conditionnée si C(H) est grand (par exemple C(H) > 105).

Les systèmes obtenus par discrétisation (fine)
d’un problème mal-posé sont mal conditionnés
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Conditionnement : illustration

H =




10 7 8 7
7 5 6 5
8 6 10 9
7 5 9 10


 , x =




1
1
1
1


 , z =




32
23
33
31




Perturbations (erreurs relatives) :

δz =




0, 1
−0, 1

0, 1
−0, 1


 (‖δz‖ ' 10−2,5) ⇒ δx =




8, 2
−11, 6

3, 5
0, 1


 (‖δx‖ ' 10)

Valeurs propres de H : 30, 3 ; 3, 9 ; 0, 8 ; 0, 01 ⇒ C(HtH) ' 107
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Déconvolution näıve : division spectrale

x̂DS définie par sa TF : XDS(ν)
∆
=

{
Z(ν)/H(ν) si H(ν) 6= 0
0 sinon ν ∈ [0, 1[

à approcher par TFD : xDS=ifft(fft(z,Q)./fft(h,Q)), Q > max {M, N}

� Exemple 1D : problème de Hunt [1970]

Entrée
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� Exemple 2D

image originale flou + bruit (30 dB)
reconstruction par
division spectrale
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Lien entre IG et DS (cas 1D)

(DS) par TFD calculée sur M = N points

≡
(IG) pour H matrice circulante : H =




h0 0 · · · 0 hP · · · h1

...
. . .

. . .
. . .

. . .
...

hP−1· · · h0 0 · · · 0 hP

hP

. . . h0 0 · · · 0

0
. . .

. . .
...

. . . 0
0 · · · 0 hP · · · h0




l
convolution circulaire (par périodisation)

. . . , x−1,

= xN−1

x0,

= xN

x1, x2, . . . , xN︸ ︷︷ ︸,
x

xN+1,

= x1

xN+2,

= x2

. . .
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� Diagonalisation des matrices circulantes

H =
1

N
W∗diag{h̊}W, h̊ = Wh (h : 1 − ire colonne de H)

avec W =
{
e−2iπ 1

N
(k−1)(l−1)

}
kl

matrice de TFD : h
TFD
−→ h̊

� IG : HtH x̂IG = Htz ⇔ diag{|h̊|2}Wx̂IG = diag{h̊∗}Wz

⇒ x̊IG

n =

{
z̊n/̊hn si h̊n 6= 0,

0 si h̊n = 0

(
division
spectrale

)

� Conditionnement de H
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� Convolution 2D

noyau
gaussien

|TF|
noyau
’bougé’

|TF|

image originale flou gaussien bougé
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Troncature des valeurs singulières — TSVD

x̂TSVD =
J

Σ
j=0

ut
jz

λj
vj ; problème : choisir J (< rang(H))
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Massacre à la
troncature...
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Amortissement, Wiener et régularisation

� La troncature molle

x̂ASVD =
I

Σ
j=0

wj

ut
jz

λj
vj avec wj → 0.

� Comment choisir la pondération w ?

... par la recherche d’un compromis sur x ⇒ régularisation
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Régularisation : principe général

� Le respect des données ne suffit pas...

� Régularisation = ajout d’une information a priori

Plusieurs approches possibles :

– contrainte x̂c = arg minx ‖z − Hx‖2
s. c. x ∈ X

– paramétrée θ̂ = arg minθ ‖z −Hx(θ)‖2

– pénalisée x̂p = arg minx ‖z −Hx‖2
+ αΩ(x)
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La régularisation comme un compromis

����	
	��
�
�� ���������� � ��� ����
Jα(x̂α(z)) = min

x
Jα(x),

Jα(x) = ‖z −Hx‖2
+ αΩ(x)

α : paramètre de régularisation

α → 0 α → ∞

x̂0 = arg min
x
‖z −Hx‖2

solution non régularisée

x̂∞ = arg minx Ω(x)
solution a priori

(ne dépend pas de z)
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« L-curve »

[Hansen 1992]

A
d
éq

u
at

io
n

au
x

d
on

n
ée

s

J
0
(x̂

α
)
=

‖z
−

H
x̂

α
‖2

Adéquation au modèle Ω(x̂α)

α1

α2

α1 > α2

• Propriété : J0(x̂α) et −Ω(x̂α) sont des fonctions croissantes de α

• Démonstration : en combinant

{
Jα1

(x̂α1
) 6 Jα1

(x̂α2
),

Jα2
(x̂α2

) 6 Jα2
(x̂α1

)
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Cas quadratique : approche PTT (Phillips–Twomey–Tikhonov)

� Cas fonctionnel Ω(x) =

∫
Σ
i

pi(t)
(
x(i)(t)

)2
dt [Tikhonov et Arsénine 1976]

� Dimension finie (x ∈
� M) [Phillips 1962, Twomey 1962]

Ω(x) = (x − x∞)tQ(x − x∞)

x̂ = (HtH + αQ)−1(αQx∞ + Htz)

= x∞ + (HtH + αQ)−1Ht(z −Hx∞)

Par exemple, Q = Σ
i
(D(i))tdiag{pi}D

(i) avec

D(1) = D
(1)
M =




−1 1
−1 1 0

0
. . .

. . .
−1 1


 , D(2) = D

(2)
M = D

(1)
M−1D

(1)
M , . . .
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Application : exemple de Hunt

� La solution cherchée est douce

Jα(x) = ‖z −Hx‖2 + α
M−1

Σ
m=2

(xm+1 − 2xm + xm−1)
2

x̂Hunt

α = (HtH + α(D(2))tD(2))−1Htz

� Calcul approché de x̂Hunt

α

Soit Q > max {M, N} :

Z=fft(z,Q); H=fft(h,Q); D=fft([2,-1,0,...,0,-1],Q);

xHunt=ifft(conj(H).*Z./(abs(H).^2+alpha*abs(D).^2))

— Pour Q = M = N , et H et D(2) circulantes, xHunt= x̂Hunt

α

— Pour Q → ∞, xHunt correspond à X
Hunt

α (ν) '
H

∗(ν)Z(ν)

|H(ν)|2 + α |D(ν)|2
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� Résultats 1D
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� Résultats 2D

image originale
'ou + bruit 30 dB
division spectrale

reconstruction par
régul. quadratique
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[Twomey 1962] S. Twomey (1962), « On the Numerical Solution of Fredholm Inte-
gral Equations of the First Kind by the Inversion of the Linear System Produced
by Quadrature », J. Assoc. Comp. Mach., 10, 97-101.


