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EXEMPLE : RESISTANCE DES ISOLATEURS AUX CHOCS DE FOUDRE I

Dispositif permettant d’appliquer une
onde de choc (EdF— Les Renardieres)
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I Solution naive

® Modele du signal observé

Echantillonnage : z1 = hox

29 = hix1 + hoxo

2N = hpxy_p+ ...+ hoxn
Ecriture matricielle : z = Hax

® Méthode de substitution
x1 =z1/ho, 2= (22— h1/hoz1)/ho,

Solution : x =H 1z
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RAPPEL : CONVOLUTION POUR DES SEQUENCES FINIES I

P
Zn = D hpTp—p, n=1,..., N
p=0
z=hxx=Hz, zcRM, zcR"Y

t ¢
x =[x, 22, ..., 20|, Z2=|21,22,..., 2N]

H : matrice de convolution N x M associée a la
réponse impulsionnelle finie h = [hq, hq, ..., hp]

H est une matrice de Toeplitz : Vm,n, Hy, , = Hpyt1 nt1



Problémes inverses, problémes mal-posés, déconvolution, régularisation, pénalisation quadratique

5

A Trois hypotheses classiques

( 'ho

(a:():O, £U_1:0,...)

® (H;) pas d’hypothese

(Hp) x est bordé par des zéros ~ N =M + P = H'H Toeplitz

(Hy)  commence par des zéros ~ N = M

~ N=M—P = HH" Toeplitz
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Cas idéal
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PROBLEME INVERSE : DEFINITION a contrario I

Distribution spatiale

K des sources ?

capteur

Probleme direct Probléme inverse
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APPROCHES INTUITIVES I

& Probléme simple et données en nombre suffisant
Loi d’Ohm, R = U/I, calcul d’erreur : AR = f(AU, AI)

—1
C . , . : r = A"z
Cas linéaire : z = Ax (A carrée inversible) = A
Ax = A7 Az
A Méthode par essais et erreurs
ot Mesures : z
parametres \ ,
inconnus : x* Systeme réel
+
erreur de
e(x)=z-zm
sortie :
parametres | Modeéle direct
variables : x .
Sorties modele : zm

Echec si: {||z — 2| —0} # {|z*—=z||— 0}
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DECONVOLUTION |

M Modele direct

Convolution (bruitée) z = hxx (+0)
b(t)

X(t) —> h(t) 2(t)

A Probléme inverse

Déconvolution = estimer x connaissant z (et h)
Applications :
spectrométrie, restauration d’image, égalisation de canal. . .
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CONVOLUTION 1D ET SPECTROMETRIE I

Exemple (http ://www.spectrumsquare.com) :

‘ ‘.
AW -4l

Performance of RazorPick on a Raman spectrum (sulfur). The peak mo-
del was chosen to be a Lorentzian peak of the same width as the dominant
peak in the spectrum. The height of each marker is proportional to the
peak significance. The picker was set to pick by amplitude.
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CONVOLUTION 2D ET RESTAURATION I
modele : y(r, s) = //az(u, v)h(r —u, s —v)dudv ( + b(r, s))
h(r,s) : noyau 2D ou fonction d’étalement de point

Exemples de noyaux 2D

ponctuel flou (gaussien) bougé diffraction
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CONDITIONS DE HADAMARD (1923)

Soit H: X — Z, X et Z espaces de Hilbert.
La résolution de ’équation z = Hx est dite bien posé si la solution Z(z) vérifie :

(D existence
@) unicité
® stabilité : ||z - 2| = 0 = [|[z(2) —z(2))|| = O

NB : pour H opérateur linéaire, O & z€ImH ; @ < kerH =0
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PROBLEME MAL-POSE : EXEMPLE (TIKHONOV, 1977)

a Equation intégrale de Fredholm de premieéere espece

z(s) = Hx(s) = /b h(s, t)x(t)dt, c<s<d

a

avec h fonction continue de dérivée partielle D5 continue.
S

Probléme : connaissant z ~ z, trouver une solution continue ¥ ~ x

A Meétriques

dx(or, 22) = o =l = ([

a

b

(xl(s) — T9 (s))2 ds) i

dz(21, 22) = |lz1 — 22|, = (/Cd(zl(s) - 22(8))2d3)1/2
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B Probléme d’existence

siZ=2z+0b,oubest un bruit non C* [] Pz : Hz =72
M Probléme de stabilité
b
Z(s) = z(s) + K/ h(s, t)sinwtdt, K >0

solution : Z(t) = z(t) + K sinwt
V K, Ve, on peut choisir w tel que

dz(z,z) =K (/d(/b h(s, t) sinwtdt)2ds)1/2 <e

b—a,_i
2 2w

1/2
mais dx (¥, ) > K ( ) n’est pas bornée.
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DIMENSION FINIE I

z=Hx+b, xcRM, zecRY

(@ Existence :si z ¢ Im H — projection de z sur Im H

& solution des moindres carrés :ZM° minimise ||z — Hz||?

® Unicité : si ker H # 0 — contrainte de norme minimale

& inverse généralisée : Z'¢ = projection de M° sur (ker H)*

(®) Stabilité : assurée en dimension finie
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INVERSE GENERALISEE ET SVD I

SVD : Singular Value Decomposition

W Equation normale : H'z = (H'H)x

A Décomposition en valeurs singuliéres :
o {u,} |, {v,,}M_, bases orthonormées de R, RM,
o [\ }.0F (M. N) | suite décroissante positive, tels que

Hv,, = \,,u,, Hiu, = \,v,
= H'Hv,, = \2v,, HH'u, = \2u,

(et H=UAV?Y)
A Inverse généralisée

M t .
e f upz/ A st A, >0
T'¢ = Y] v, avec a,, = )

m=1 0 si A,=0
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INVERSE GENERALISEE ET CONDITIONNEMENT I

A Propagation d’erreur

Si z— z+4+dz alors £'¢ — ' 4+ 0z'¢ et

6@ |* _ |[Poz|* AT .
< —, I =rang(H) = max:
|Z<|® [Pz A7 R it

® La borne est atteinte pour certains couples (z, §z)!

0Zm N 1
zm  RSB(m)

® Erreur relative suivant v,,,

A
o C(H) = )\—1 : nombre de condition de H
min{M,N}

H est dite mal conditionnée si C(H) est grand (par exemple C(H) > 10°).

Les systemes obtenus par discrétisation (fine)
d’un probleme mal-posé sont mal conditionnés
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CONDITIONNEMENT : ILLUSTRATION I

H=186109 | Z=|1| %733
759 10 1 31
Perturbations (erreurs relatives) :
01 16
—0,1 0,1

Y

Valeurs propres de H : 30,3 ;3,9;0,8; 0,01 = C(H'H)~ 10"
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DECONVOLUTION NAIVE : DIVISION SPECTRALE

sinon
a approcher par TFD : xDS=ifft(fft(z,Q)./fft(h,Q)), Q > max{M, N}

P° définie par sa TF :  X"°(v) 2 {g(’/)/H(V) siHw) 20 ), ¢ [0, 1]

W Exemple 1D : probléeme de Hunt [1970]

1
08 0.015
, 0.6 0.01
Entrée ™ Noyau
0.4 0.005|
0.2 0 -20 0 20 40 60 80
0 50 100 150 200 250
0 2
06F 1
Sortie 04t ol | Division
(RSB 30dB) ,, spectrale
' -1
0 L
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d Exemple 2D

reconstruction par

image originale flou + bruit (30 dB) division spectrale
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L1EN ENTRE IG ET DS (caAs 1D)

Cho O --- 0 hp --- hy ]
(DS) par TFD calculée sur M = N points S L
— hp_1--- ho 0 --- 0 hp
(IG) pour H matrice circulante : H= | hp - ho 0 --- 0
0
0
| 0 0 hp ho |

!

convolution circulaire (par périodisation)

.y L1, L0, EL’l, L2y vuuy SU]\C, LIN+1y TN+25 -« -
TV
=ITN-1= TN €T =T =T2
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A Diagonalisation des matrices circulantes
1 . .
H= NW*diag{h}W, h=Wh (h : 1—ire colonne de H)
avec W = {6_2”%(7‘:_1)(1_1)}/“ matrice de TFD : h =5 h

WIG: HHZC=H':2: < diag{h2lWz'c = diag{h*}Wz

[ 4= Zn/hn s hy #0, division
n o 0 si h,=0 spectrale
Bl Conditionnement de H
0.8 102
B
R "
@ 0.2 g
—{
aet
-0.4

0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
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A Convolution 2D

TF|

noyau
gaussien

image originale flou gaussien bougé
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TRONCATURE DES VALEURS SINGULIERES — TSVD I

1
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AMORTISSEMENT, WIENER ET REGULARISATION I

) La troncature molle

(N
VP = Zw ——w; avec w; — 0.

)\

@ Comment choisir la pondération w ?

. par la recherche d’un compromis sur « [ | régularisation
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REGULARISATION : PRINCIPE GENERAL

M Le respect des données ne suffit pas...

B Régularisation = ajout d’une information a priori

Plusieurs approches possibles :

— contrainte @, = argmin, ||z — Hz|? s.c. ze X
— paramétrée 0 = argming ||z — Hz(0)|?

— pénalisée &, = argmin, ||z — He|” + aQ(x)
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LA REGULARISATION COMME UN COMPROMIS I

il
MW 3%37 Ja(Za(2)) = min Jo (),

Ja(@) = |z — Ha|]* + a(a)

a : parametre de réqularisation

a— 0 o — 00

Ty = argming ||z — H:I:H2 Zoo = argming, Q(x)
solution a prior:

solution non régularisée (ne dépend pas de z)
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® Propriété : Jo(Z,) et —(x,) sont des fonctions croissantes de «

® Démonstration : en combinant {
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Adéquation aux données

Jo(Za) = ||z — HEo||"

« L-CURVE » I

a1 > Qo
aq

0%

Adéquation au modele Q(z,,)

Jon (Ta) < Jay (%),
Jor (Bay) < o (T, )

[HANSEN 1992]
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CAS QUADRATIQUE : APPROCHE PTT (PHILLIPS—TWOMEY—TIKHONOV)

W Cas fonctionnel Q(z) = /sz(t) (90(")(15))2 dt [TIKHONOV et ARSENINE 1976]

B Dimension finie (x € RY)

8)

Vz) = (z - 2oo)' Q(x — o)

(H'H + aQ) ' (aQz + H'2)
Too + (HH + Q) 'H'(z — Hz)

Par exemple, Q = Z(D(i))tdiag{pi}D(i) avec
-1 1

DM =D{) =

-1 1 0

2 1
R

11

(1)

M,...

[PHILLIPS 1962, TWOMEY 1962]
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APPLICATION : EXEMPLE DE HUNT I

B La solution cherchée est douce

M—1
Jo(x) = ||z — He|]* + o 22($m+1 — 2%y, + Ty 1)?

m=

o = (H'H+ o(D®)'D®)'H'2

o

~Hunt

M Calcul approché de zZ

Soit @ > max{M, N} :
Z=fft(Z’Q) s H=fft(h,Q) s D=fft( [2,_1,03 LA ’03-1] ,Q) 5
xHunt=ifft (conj(H) .*Z./(abs(H) . "2+alpha*abs(D) ."2))

— Pour Q = M = N, et H et D® circulantes, xHunt = Z"
H*(v)Z(v)
[H@)” +a|D)[?

— Pour ) — oo, xHunt correspond & X5 (v) ~
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A Résultats 1D

EX. de Hunt : pas de regularisation Methode de Hunt, alpha=0.01
10

50 100 150 200 250 50 100 150 200 250

Methode de Hunt, alpha=0.7 Methode de Hunt, alpha=1000

50 100 150 200 250 50 100 150 200 250
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Bl Résultats 2D

'ou + bruit 30 dB reconstruction par
division spectrale régul. quadratique

image originale
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