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RESUME

Cette communication présente une méthode d’estima-
tion EM pour la loi d’une chaine de Markov cachée,
dans le cas d’une loi paramétrée de type « télégra-
phique ». Cette classe de modéles assure la stationna-
rité et la réversibilité de la loi, propriétés utiles et natu-
relles en segmentation de signaux et d’images. Il s’agit
d’autre part, & notre connaissance, d’un cas unique
d’algorithme EM adapté a un modeéle paramétré de
chaine de Markov cachée. A titre d’application, PER-
ROT et coll. [8] envisagent le probléme de la segmen-
tation d’images médicales.

1. MOTIVATION

Une chaine de Markov homogeéne quelconque sur N
niveaux se décrit 4 ’aide de sa probabilité initiale p et
de sa matrice de transition P, soit au total N(N + 1)
paramétres et N 4 1 contraintes d’égalité, donc N2 —1
degrés de liberté. C’est & I'identification de ce modele
général que s’appliquent les formules de réestimation
de Baum-Welch, algorithme EM adapté au cas ol la
chaine est indirectement observée [1].

Dans cette communication, l'idée de départ est de
reconnaltre aux équations de Baum-Welch le défaut
de leur généralité, c’est-a-dire qu’elles ne permettent
ni d’incorporer des contraintes a priori naturelles telle
que stationnarité, ou méme réversibilité ; ni d’incor-
porer un a prior: plus fort qui se traduirait par une
paramétrisation parcimonieuse de la mesure de pro-
babilité de la chaine, via une reparamétrisation de p
et de P. Stationnarité et réversibilité fournissent res-
pectivement N(N — 1) et (N/2 4+ 1)(N — 1) degrés
de liberté (la seconde impliquant la premiére pour un
modele homogene). Dans les deux cas, le nombre de
paramétres reste de 'ordre du carré du nombre N de
niveaux occupés par la chaine, donc un apprentissage
réaliste ne peut étre envisagé que pour des chaines &
petit nombre de niveaux.

L’objectif de ce travail est de réduire le nombre
de paramétres par Uintroduction d’un a prior: perti-
nent, en respectant simultanément deux contraintes:
la réversibilité d’une part, la possibilité de metire en
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ABSTRACT

This communication presents an EM estimation me-
thod in a specific case of parametric hidden Markov
chains, namely under the ”telegraphic” assumption.
Such models ensure stationarity and reversibilty of the
probability law, both desirable and natural properties
for the purpose of signal and image segmentation. On
the other hand, we are aware of no other parametric
family of hidden Markov chains which yields a devi-
sable EM algorithm. Application to medical image seg-
mentation Is proposed in an accompanying paper by
PERROT et al. [8].

ceuvre un algorithme EM d’autre part. La pertinence
du modéle est relative aux applications qui nous inté-
ressent en traitement du signal et des images. Il s’agit
essentiellement de problémes de segmentation, pour
lesquels le prototype du signal a restaurer est une fonc-
tion constante par morceaux. Qutre I’hypothése mar-
kovienne classique, la clé de notre travail réside dans
une hypothése supplémentaire d’indépendance entre
les niveaux constants occupés par le modele. Autre-
ment dit, le passage d’un état a un état différent est
considéré comme une rupture engendrant la décorré-
lation. Ce type d’hypothése est déja courant en trai-
tement d’image: elle est implicite pour la plupart des
champs de Markov composites proposés dans la lit-
térature, dont ’énergie est une somme de potentiels
positifs annulé par activation de variables de ligne:
[4], [2]. Le contraire est plus rare: par exemple [6], qui
proposent des variables de ligne réduisant les poten-
tiels sans les annuler.

2. MODELE DE CHAINE DE MARKOV
TELEGRAPHIQUE

Le modele proposé est une généralisation simple
de la chaine « télégraphique » utilisée par [5] pour
la segmentation de signaux sismiques. La matrice de
transition du modéle généralisé s’écrit

P:(Pmn):.A'i'(l'"A)ﬂ't’ (1)

avec A = diag(A) et L = (1,...
tions,

e partant d’un état m, on décide de changer d’état
avec la probabilité 1 — A, ; le choix du nouvel état est

, 1)t Dans ces condi-
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indépendant de P’état courant m et la probabilité de
choisir I’état n est ., ;

e comme on peut retomber sur I’ancien état m avec la
probabilité p,,, la probabilité de rester dans I’état m
est Apy + fthm — At s

e la probabilité stationnaire de la chalne est

p= (pn) = (I - A + [,LAt)_I[.L,

vecteur qui s’exprime plus simplement composante par
composante:

Hn Hm,
Pn = / ; 2
" 1~ >\n m - >\m ( )
o dans son état stationnalre, la chaine est réversible:
Ponpm = Pump. pour tout m,n indexant Vespace
d’état.

La paramétrisation de la chaine se réduit aux deux
vecteurs X et g, soit 2N parametres. Pour le vecteur
de probabilité p, on a les contraintes classiques(!).

1'p=1 et p>0. (3)
Les contraintes affectant A, qui n’est pas un vecteur
de probabilité, sont plus inattendues :

A>—p/(1-p); (4)

le second jeu d’inégalités est moins intuitif que la
condition naturelle X > 0, car il retire & A la significa-
tion d’un vecteur de probabilité de changement d’état.
Il s’avere néanmoins suffisant (et nécessaire) pour as-
surer la validité mathématique du modéle.

A<l et

3. CHAINE DE MARKOV CACHEE (CMC)

3.1. Définition

Une CMC est décrite par deux composantes: 'une
est une chaine de Markov {X;}: pour tout T, X =
(X1,...,X7), et tout & = (21,...,27),

T
P(X =2)=po, [ ] Procsae 5 (5)
t=2

Pautre un signal observé {Y;} dont les composantes

résultent d’une transformation aléatoire instantanée
de {X;}:

HfY]X Yt | ze).

fyx(y | =)

Le signal {Y;} est ici supposé & valeurs réelles, via la

densité de probabilité fy x. La loi gaussienne est la
plus utilisée. Sa description nécessite le vecteur m des
moyennes conditionnelles my, = E(Y|X = n) et celui
des variances o2 = var (Y |X = n), soit au total les N
couples de moyenne et de variance Oy x = (m, a?).

ci et dans la suite du texte, les inégalités vectorielles
sont des écritures compactes & interpréter composante par
composante.

Finalement, la paramétrisation compléte d’'une CMC
gaussienne s'écrit @ = (0x,0y|x), avec 8x = (p, P)
dans le cas standard, soit globalement N2 4+ 2N — 1
degrés de liberté, et 8x = (A, ) dans le cas d’une
chaine télégraphique cachée, soit seulement 4N — 1
degrés de liberté.

3.2. Apprentissage par maximum de vraisem-
blance

Notre étude est consacrée exclusivement au pro-
bléme de apprentissage non supervisé, c’est-a-dire a
I’estimation des parameétres 6 a partir de y. Comme
pour de nombreux problémes d’estimation de para-
metres de lois, ¢’est la recherche du maximum de la
vraisemblance fy(y ; @) qui constitue outil privilégié,
en raison de ses propriétés d’efficacité asymptotique.
Son utilisation ne va pas pour autant sans difficul-
tés, d’ordre & la fois théorique et pratique. NADAS [7]
montre U'existence systématique de points singuliers de
vraisemblance infinie. Dans le cas mieux connu des mé-
langes de populations gaussiennes, le méme probléme
est étudié dans [10].

3.3. Algorithme EM pour les CMC

L’algorithme EM constitue une approche peu coi-

teuse permettant le calcul d’une estimée 6 vraisem-

blable. Il s’agit d’une méthode & point fixe qui, partant
‘s 0 i s
d’une valeur initiale quelconque 8, permet de générer

une suite d’estimateurs {6 } de vraisemblance crois-
sante. Chaque itération de l’algorithme est présenté
classiquement en deux étapes:

Ezpectation (E) Exprimer Q(6, 6" Y),

M azimization (M) o = argmaxg Q(8, §" Y,

ol la fonction négative ) est définie par

Q(6,6° ;y) 2

avec

E(J(X,Y;0)|Y =y ;6°,

A
J(z,y;60)=In fyx(y |z ;0y;x)P(X =2 ;0x)
la log-vraisemblance a posteriori pour @. L’intérét de
I’algorithme EM provient de la relation aisément dé-

montrable

In fy(y;0) —1In fy(y ;6°) =
Q(6,6° ;y) — Q(6°,6° ;y) + D(6 || 6°), (6)

ott D(6 || 6°) est une pseudo-distance de Kullback-
Leibler. Comme cette quantité est non négative, la non
décroissance de la vraisemblance est assurée par maxi-
misation de Q(8,6° ;y).

Il est facile de voir que chaque étape M de algo-
rithme EM est constituée par la maximisation séparée

de

A
Qvix(0yx,6° ;y) =
E(hlfy]x(y ] X ;BYIX) ‘ Y = Yy ;90)



et de
Qx(0x,6°;9) SE(In P(X ;6x) | Y =y;6),

(7)
respectlvement en By x et en Ox, afin de constituer
conjointement le vecteur @ optimal. Dans le cas de la
paramétrisation standard, ces équations de réestima-
tion ont été proposées en 1970 [1] avant méme que
le principe général des méthodes EM ne soit reconnu.
Le lecteur trouvera dans [9] et [3] une présentation il-
lustrée (respectivement en reconnaissance de parole et
en segmentation d’image) de ces équations désormais
classiques, dites formules de Baum-Welch.

4. ALGORITHME EM TELEGRAPHIQUE
(EMT)

Le cas d’une CMC télégraphique differe seulement
du cas standard par le contenu de 8x. En conséquence,
la maximisation de Qy|x est commune aux cas EM
standard et EMT, ¢’est pourquoi seul le probléeme de
la maximisation de @ x est considéré dans la suite.
4.1. Etape E

En associant (7) et (5), on obtient

Qx(0x,6° ;y)

Z P(X
Z Y4 n hl Pn Z Z Y2 mn ln Pmn,

=2 |Y=y;0)InP(X =x;0x)

myn t=2
en posant
Ptn £ P(X;=n|Y =y;0),
Pimn 2 P(Xia=mX;=n|Y =y;0),

et en repérant systématiquement par I’exposant  les
quantités calculées pour ° & I’aide de 1’algorithme
forward-backward classique [9]. Les expressions (1) et
(2) permettent ensuite d’expliciter la dépendance de
@ x vis-a-vis des parameétres A et w:

Qx(0x,6° ;)= aplnp, + A In(1 - A,)

A L
0 n 7
n|is—22 S 2 (8
#oin 14 nLioy ®
avec
A A T-1 A T
a2 P B2 P 82D Phan (9)
t=1 t=2 =2

4.2. Etape M

Le probléme est maintenant de maximiser (8) en
(X, 1) sous les contraintes (3) et (4). Malheureuse-
ment, le dernier terme présent dans (8) rend cette

a =

n
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maximisation inextricable. Pour résoudre ce probléme,
nous remplagons ¢)x par une nouvelle fonction peu
différente :

Rx(0x,6° ;v) £ Qx(6x,6° ;v)
—E(ln P(X1;0x)P(X7;6x) | Y =y ;6% /2,

a laquelle nous appliquons le principe d’optimisation
itératif de ’EM. Ainsi, nous ne disposons plus de la
condition suffisante (6) de croissance de la vraisem-
blance, mais il est possible de constater en pratique
que Pécart entre @y et Rx est suffisamment faible
pour que la vraisemblance demeure strictement crois-
sante. En contrepartie, nous allons voir que la maxi-
misation itérative de Ry se présente sous une forme
particulierement attrayante. Tout d’abord, explicitons
Rx en fonction de Aet u: Rx(0x,6° ;y) = >, R,

avec

An
Rnénglnun(l—/\n)-i-sgln[ + ] (10)

(1 - )‘n)
et
777L_(a11+/3 )/ (11)

Dans un premier temps, il est facile de maximiser
Rx en X en fonction de g en maximisant séparément
chaque R, :
0 /,,0
~ S ', —
An — n/ ]n /"Ln’ (12)
I- 225
Les contraintes d’inégalités (4) sont alors automati-

quement satisfaites par A, d’aprés (9) et (11). En re-
portant ensuite (12) dans (10), on obtient, & une cons-
tante pres:

R, _7n1n_1_ﬁi__

— Hn

04 9 0
s avec v, =1, — S, 2 0. (13)
La maximisation en g sous les contraintes (3) fait en-
suite intervenir un parametre de Lagrange v, en fonc-
tion duquel on peut exprimer la condition d annula-
tion de la dérivée de Ry + (1'u)r pour chaque p, :

vy = v + 7, = 0. (14)

Si v > 490, cette équation posséde deux racines
de part et d’autre de 1/2, respectivement pu, (v)
et ut(v). Par combinaison, ce résultat autorise 2V
formes possibles pour jfi(v), mais la prise en compte
des contraintes (3) permet de réduire cette indéter-
mination. Premiérement, elles rendent impossible le
choix d’une racine de type « put » pour plus d’un
seul état, ce qui laisse encore N + 1 formes pos-
sibles. Deuxiémement, parmi les N formes incluant un
« pt », une analyse détaillée montre que la plus com-
pétitive (au sens de la maximisation de Ryx) est celle
qui contient u7(v), ot 7 est 1’état qui maximise 72,
c’est-a-dire,

_ A 0
7 = argmax-y,.
n
Il ne subsiste plus que deux formes possibles :

u,}_ rcas« uo o», (15)

Vi # 0y g = i = { Ur  :cas« M+
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Parmi ces deux possibilités, un raisonnement analy-
tique minutieux permet de montrer qu'une seule est
compatible avec (3), suivant le résultat d’existence et
d’unicité suivant:

Le mazimum de Rx en p sous les contraintes (3)
est atteint pour une unique valeur U de v. Son argu-
ment prend la forme :

p=d# ST VRSN =2, g
ut sinon.

L’expression de # n’est pas explicite, mais on peut
en obtenir un encadrement serré initial, puis raffiner le
calcul par une méthode standard d’interpolation pour
atteindre le respect de la contrainte 1*2 = 1 avec une
précision arbitraire.

4.3. Algorithme

Tandis que !'obtention des équations de 'EMT
s’avére plus délicate que dans le cas de 'EM standard,
la mise en ceuvre algorithmigue n’est pas beaucoup
plus compliquée. Dans les deux cas, I’étape la plus cou-
teuse reste le calcul des probabilités a posteriori pf,

et p?,mn par Ialgorithme forward-backward.

, , ~k 5 k1 ,
Etant donné 6° = 6", le calcul de 85  se décom-
pose sous la forme suivante:

oForwm'd—backward [9]7 [3] — {p?,n}? {p(t),nn} ;

* (9). (11), (13) — A}
e (15) et interpolation —
e (16) —
® (12) — A,

qui constitue ’étape originale d’un algorithme EMT

par rapport au cas standard des formules de Baum-
Welch.

4.4, Discussion

En injectant (12) et (14) dans (1) et (2), on peut
remarquer que algorithme EMT proposé fournit des
formules de réestimation dont I’essentiel est trés intui-
tif, & la fagon des formules de Baum-Welch. En effet,
les remises a jour de p et de la diagonale de P s’écri-
vent respectivement p, = 72 /(T — 1) et P, = s /52,
obtenues par moyennages empiriques des probabilités
a posteriori p},, et p?, .. En revanche les coefficients

non diagonaux de P ont des expressions plus com-
plexes faisant intervenir le calcul du parameétre de La-
grange I/, conséquences des contraintes qui portent sur
le modele.

Du calcul des coeflicients non diagonaux résulte une
des principales qualités de Palgorithme EMT. En effet,
ce calcul apporte une solution originale au probleéme
de Papprentissage par un faible nombre de données,
souligné par Rabiner [9]. Typiquement, si T < N2+ 1,
les formules de réestimation de Baum-Welch fournis-
sent une matrice de transition creuse, c’est-a-dire que
les transitions absentes dans la séquence d’apprentis-
sage seront interdites lors des utilisations ultérieures
des parametres estinés. Au contraire, I"identification
d’un modéle télégraphique minimise ce risque dés lors
que T > N.

5. CONCLUSION

PERROT et coll. [8] présentent un exemple réa-
liste d’utilisation du nouvel algorithme EMT pour la
segmentation non-supervisée d’images médicales. Cet
exemple montre que la paramétrisation télégraphique
permet d’accroitre la robustesse de la phase d’appren-
tissage EM, au sens ot les cas de divergence de 'EMT
sont plus rares que les divergences de 'EM. Cepen-
dant, dans la mesure ot la réestimation des parametres
By x, source de dégénérescence de la vraisemblance
(7], n’est pas modifiée par la variante EMT, aucune ga-
rantie formelle de convergence ne pent étre apportée.
La recherche de solutions bayésiennes & ce probléme,
plus satisfaisantes que les solutions contraintes, figure
parmi les perspectives de ce travail.
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