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MOTIVATION ET ORGANISATION DU
DOCUMENT

I £ PRESENT roémaire est consacré i la résolution des problemes classiques danal

goniométrique en traitement d’antenne et de recherches de raies en analyse

spec-

trale, formulés comme des problémes inverses et abordés dans le contexte de estimation

bayésienne.

D'une manidre générale, le traitement d’antenne intéresse un vaste domaine d"appli-
cations, dont les systémes SONAR ot RADAR, mais également Pimagerie des milioux
stratifids en prospection sismique ou encors la synthése d'ouverture en radio-astronomie
(HAYKIN 1985). Dans toutes ces applications, des ondes sout regues sur un réseau de

el

capteurs, puis analysées. Les mesures recueillies en sortie des captenrs sont bruité

limitées en résolution: elles doivent faire Pobjel d’un traitersent afin Lextraire les in-

formations pertinentes qu’elles contiennent. Le processus de formation des observations
commun i Loutes ces applications implique des analogies dans les traiternents SOuS-jacents
i chacune d'elles. Bn fonction du degré de ces similitudes, des méathodes développées a
Forigine dans un contexte spécifique, en réponse & une certaine classe de problémes,
peuvent étre bransposées ou adaptées 4 la résolution de probiémes issus Capplications
différentes. En particulier, c'est le cas bien connu de la filiation de Vanalyse spectrale de
séries temnporelles et de la localisation de sources en traitement d'antenne baude 6troite,
Bien que chaque cadre d’étude présente ses particularités intrinsdques dont if faut Lenir
compte dans le traitement des donndes, ces « interactions mwéthodalogiques » sont, guand
elles sont possibles, fondamentales: elles sont & l'origine des travaux présentés dans ce

document.

AR et RADAR

en champ leintain ainsi que, par

Ceux-ci se focalisent sur le traitement hande-étroite de signaux SO

émis ou réfléchis par des sources ponctuelles situées
Panalogie qui vient d’étre évoquée et qui sera développée dans la suite, sur Panalyse
spectrale de processus de rales pures. La difficuité de ces probiemes staceroit aver Ja
proximite cu angle ou en fréquence des signaux regus, de sorte quan calier des charges
s'ajoute Pobjectil de séparer deux sources ou deux fréquences trés proches Fune de Paubre.
Les premidres méthodes dites & « haute résolution » (HR) ont vi le jour dés les années
160, Depuis, la littérature foisonne de variantes inspirées en substance ces mémes prin-

cipes et dont on reconnait anjourd’hui les Limitations. Fa particulier, les méthodes de
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emblance) achoppent sur

référence (techniques de SOus-espaces », maxinim de vrai
la détection du nombre de sources, dont le pendant st la détermination de V'ordre du
modeéle des méthodes qui reposent sue une modélisation autorégressive des observations.
Dans une analyse HR, Pestimation du nembre de sources ou de raies spectrales joue
un rdle déterminant dans la mesure ot elle conditionne la qualiié globale des résultats.
Or il est reconnu que les critéres classiques de détection sont inefficaces lorsqu’un laible
notnbre d'observations est disponible ou {et) que les conditions de rapport signak-a-bruis

sont difficiles. Au-deld du fait que toutes ces approches reposent sur des cousidéralious

asymptotiques en substituant & la matrice de covariance théorique des donndes une
timée qui exige un nombre sulfisant d'observations, on peut penser que cette faiblesse
émnane, en amont, 4 une démarche méthodologique peu naturelie gui consiste, sur la base
des observatious, & estimer le nombre de sources ou de raies présentes avant méme de les
loealiser. Ba effet, les méthodes fraditicnnelies HR séparent systématiquement ces denx
taches dans la mesure ob elles apparaissent de natures fondamentalement différentes, la
premitre ayant poue objectif d'estimer une variable discréfe, la seconde, un ensemble de
variables continues en nombre five, préalablement estimé. Fusionner ces deux étapes en
une senle ost susceptible de lever fa plupart des Iimitations de ces méthodes et Camé-
Horer les performances tant en détection qu'en localisation. Clest dans cette perspentive

que se situe le présent travail,

Les travaux rapportés el proposent une nouvelle classe de solutions a ces probidmes

inspirée de la méthodologie inhérente aux problémes de déconvolution 4 hnpulsions ren-
countrés dans les domaines de la sismique-réflexion en géophysique et de Péchographie
ultrasonore en contréle non-destructif. Eu effet, cos trois problémes partagent un objec-
2l commun @ identifier et caractérizer un nombre incanrg d'impulsions en inilieu bruité,
les impnlsions étant révélatrices de o présence de sources, de raios ou de réflecteurs. Or la
méthodologie qui caractérise les problémes de déconvolution impulsionselie ne considere
pas Pestimation du nombre d'impulsions comme uir probléme intrinsdeue A résondre en
préalable 4 une étape de localisation. Elle vise & localiser simultanément un nombre -
connu d'impulsions. Une solution satisfaisante & ce probléme, exernple typique de 1a classe

-d-clite en ohli-

des problémes inverses dits mal-posés, est obtenue par régularisation, ¢
geant la solution & véritier certaines propriétés structurelles connues a priori, telles e
son caractére impulsionnel, Cette approche permet de corapenser le déficis dinformation
contenue dans les mesures en apportant une connaissance structuralle supplémentaire,

{.es

de nature qualitative, sous forme déterministe ou statistique [DEMOMENT 1985,
niéthodes de déconvelution impulsionnelle sont généralement abordies daus le contexte
de Pestimation statistique bavésienne, Dans ce cadre de résolution, la structure itnpul-
sionnelle de la solution est décrite de fagon satisfaisante par des processus aléatoires
composites. Sur un plan algorithmique, une solution régularisée ost oblenus par optimi-

sation dun eritdre mixte, composé d'un terme de fidélité aux donndes observéss of d'un
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terme traduisant e priort introduit sar {a solution.

La plupart des résultats de ce travail ayant déja été rassomblés sous forme de rapports,

d'articles ou de communications, le présent docwment est en pactie organisté autour de
textes préexistants. Afin den préserver Uintégrité, coux-ci sont proposés avec leur propres

véférences bibliographiques. En outre, Pensembie de la bililiographic est rassemblée & la

fin du mémoire.

Le docurent est organisé comume suit. Le chapitre § présente les probiémes de go-
niométrie et d'analyse spectrale; les hypothises de travail qui permettent d’établiv un
madale mathématique commun v sont également définies. Le chapitre T est consacré 3 la
démarche méthodologigue orthodoxe ; il en expose les principes, en recense les limitations
st propose des alternatives. Le chapitre [1 fait état des liens formels qui existent entre los
problémes éludiés et celui de la déconvolution impulsionnelle ; ce chapitre « pivot » a pour

objet d'introduire la méthodologie bayésienne de détection-localisation qui constitue le

fondement de ce travail. Bn particulier, les choix d'un estimateur hayésien et de mmodales
a priori susceptibles de représenter le caractére impulsionnel de la solution sont Evoduds,
Dans un premier temps, nous envisageons le roodéle compasite Bernoulli-Gaussten, trés
utilisé dans le domaine de la déconvolution impulsiannelle. Sa composante discréte per-
met de transformer la nature des problémes qui deviennent des problémes dexploration
combinatoive et d'utiliser, & cefte fin, les technigues doplimisation développées pour
fa déconvolution d'impuisions. Une application directe de ees principes méthodologiques
sur un périedogramme, considéré comme la convolution braitée d'un noyan connu par un
spectre de raies modélisé par un processus Bernoulli-Ciaussien, constitue le chapitre [V,
Les différentes techniques qui permettent de résondre les problémes algerithmigues sous-
Jacents y sont également présentées. Cetle premicre approche est destinée & mettre en
évidence le bien-fondé de la démarche, tandis que le chapitve V fait Pobjet d'une exten-
sion originale de la modélisation Bernoulli-Gaussienue; elle établit un compromis entre
fes avaniages et inconvénients Hiés an modéte Bernoulli-Gaussien. Le chapitre Vi propose
une généralisation au modéle continu Poisson-Gaussien, qui permet de teprésenter un
nombre variable de sources ou de raies sur un continwum angulaire ou speciral et, par
conséquent, de fever les contraintes propres & la manipulation de son homologue discret.
En revanche, le probléme ne se formule plus comme celui de Pexploration combinatoire
@’un ensemble de cardinal finl. Aprés la définition de la vraisemblance « priovi d'un
Lel processus et étude analytique du arttére de localisation veteny, les aspects algorith-
migues du probléme sont examinés. Fnfin, conclusion et perspectives sont rassetnblées
dans le chapitre V(I
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CHAPITRE |

FORMULATION ET MODELISATION DU
PROBLEME

) OBJECTIF de ce premier chapitre est de présenter les problémes de traitement
il’antenne et d'analyse spectraic de raies pures st de figer les hypothdses de travail

sous lesquelles un modéle mathématique simple & manipuler peut étre établi, Genlométrie
et filirage d’antenne constituent les deux volets essentiels du traitement d’antenne, Dans

ce document, nous nous focalisons sur les problémes d’analyse gonioméirique,

1 Le traitement d’antenne

D'une maniére générale, Uobjectifl du traitement dantenne (TA) est de décrire une

ou plusicurs carsctéristiques d™un environnement physique donné, & partic d'un ensemble
de mesures dépendant de Pespace et du teraps, fournies par un réseau de capteurs appelé
antenne. I s’agit dlextraire de ces mesures un certain nombre d'informations pertinentes
concernant les émetteurs ou réflectenrs de signaux, désignés sous le terme générigue
de sources, ou encore des informations relatives an milies méme de propagation des
signaux {télécommunications). Au coeur de eette investigation, I'antenne jous done e

rile d'interface entre Penvironnement et les signaux porteurs d'informations.

1.1 Particularités de chaque application

Ainsi défini, le traiternent d’antenne intéresse un vaste domaine dapplications, dont le
SONAR, le RADAR, la radio-astronomie, la géophysique, imagerie médicale, le conteole
non-destructif, ete. Dans toutes ces applications, un miliew est éclairé par un champ
d'ondes issu de différentes sources. Les deux situations suivantes sont généralement dis-
tinguées

= le TA passif, pour lequel 'antenne a pour unigue tiche « d'éeouter » Uenvironne-

ment; ainsi Je SONAR passif est typiguement e mode privilégié des sous-marins
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pour des raisons évidentes de discrétion ;

le TA actif, utilis¢ & des fins de prospection ou exploration et pour lequel un

émettenr est utilisé pour Hluminer ou éclairer Penvironnement tandis que Fantenne

ceoute les signaux véfléchis par des sources ou cibles situées dans cel environne-

ment | les capteurs de Pantenne remplissent souvent ces deux fonctions d'émi

réception,

La nature des sources, comine celle des ondes e de leur milicu de propagation, ou encore
celle des captewrs et de Vinformmation recherchée, dépend évidemment de application

concernée.

Ainsi, en SONAR ~ acronyme qui signific « SOund Navigation And Rauging » -
les ondes sont des vibrations mécaniques. Elles sont qualifiées d'ondes acousligues ot
se propagent plus rapidement dans ean que dans air (1500 m/s contre 330 m/s).
Les capleurs d'un systéme SONAR sont constitués de matériaux piézo-électriques; ils
sont sensibles aux variations de pression et permettent de transformer une contrainte

mécanigue en un signal électrique. Ces capteurs sont souvent appelés « hydrophones » en
SONAR passif et « transducteurs » dans le cas actif, Les transducteurs permettent & la fois
d'écouter et de transmetire un signal. Dans un systéme SONAR, Pantenne peut prendre
des formes géométriques trés variées: linfaire (baptisée « flite ») lorsqu’elle est tractée
derriére un batiment de surface, réseanx plans rectangulaire ou concentrique forsan’elle
est solidaire dn bitiment, ou encore sphérique lorsaqu’elle est immergée, Sa forme, comne
ses caractéristiques, dépend essentiellement des conditions et objectifs de son utilisation.
Quant aux sources, elles sont également de natures trés diverses: bancs de poissons,
batiments, foud marin, mines, ele. Notons enfin que le milieu de propagation joue un
vole trés particulier dans le traiterent de signaux SONAR {BOUVET 1991], notamment
en raison de ses nombreuses inhomogénéités (bulles, éléments solides, étres vivants, ete.).

Un systéme RADAR (« RAdio Detecting And Renging ») ou de radio-astronomie

utilise des ondes &lectromagnétiques qui, & la différence des ondes acoustiques, ne re-

quierent pas de support matériel puisqu’elles se propagent dans le vide A la vitesse de la
Turmidre (3,10

exirémement {h\'f—l'}(‘b. linéaire, circulaive, bidimensionnelle, ete. selon que le systéme

. L'antenue peut prendre, 1 encore, des configurations géométriques

RADAR est embarqué ou non, selon les objectifs de Pantenne, ete,

Ex stismologie, Mantenne est souvent lindaire: elle esh constituce de géophones (trans.
ducteurs &lectro-acoustiques) sensibles aux ondes réfléchies par chaque inhomogénéiné du
sous-sol, Les capteurs sonl encore des Léléscopes en radio-astronomie ot des détectours

dultrasons ou de rayons X en imagerie meédicale.

fes

Dans chacune de ces applications, on doit considérer trois éléments essentie

capteurs, les ondes b le milieu de propagation. Leurs interactions, comme les phénoménes

{. Le traitement o antenne Page 3

physiques mis en jeu, sont naturellement propres & chaque application. Néanmoins, &
travers cette variété d'applications, les procédés dacquisition des mesures demeurent
comparables et il est en outre possible de dégager des objectifs de traltement voisins.
Atnsi la localisation d'inhomogénéités dans tes profondeurs du sous-sol, la localisation

de fissures en conirdle non-destructif et la localisation de sources dans le paysage marin

ou spatial, & partir de données fournies par un réseau de capteurs, sont des exemples de

prollémes présentant de fortes similitudes. Ce point est détaillé dans la section 11 du

chapitre {1

Le traitement d’antesne concerne done un grand nombre dapplications diverses et
varides. Dés lors, on congoit que des méthodes développées & Porigine dans un conteste
spécifique, en réponse & un probleéme particulier, sont susceptibles d’étre adaptoes et

étendues & la résolution de problémes similaires bien qu'issus d'applications differentes,

1.2 Définition du probléme posé

Les travaux rapportés dans ce document se focalisent sur e traitement des signaux
SONAR et RADAR daus des conditions qui serant précisées ainsi que, par une analogie
qui sera développée dans le § 2.4 de ce chapitre, sur Panalyse spectrale d'une certaine

classe de séries temporelles.

De fagon plus précise, Uobjectil principal de ces travawd est d’établir une carte de
position des sources dans le paysage spatial ou marin & partiv de mesures recueillies par
un systéme SONAR ou RADAR. En d’autres termes, le probléme posé est celui de ta
focalisution de sources ou goniomdétrie. L'enjeu en est important : cette étape de localisa-
tion des sources précéde et, par conséquent, conditionna une séparation-classification des
signa,n.\' requs [LE CHEVALIER 1989]. L'objectif de celle-ci est de caractériser et d'iden-
sifier chague source par divers paramétres d'intérét {amplitude, spectre, polarisation,
retard de groupe, décalage Doppler, ete.), L'analyse goniométrique constitue done le
premier maitlon d’une chaine classique de traitement d'antenne ; efle revét 4 ce titre une

importance considérable. Dans ce travail, seul le probléme de la goniométrie sera abordé.

De méme qu'une antenne est congue pour fonctionner dans certaines conditions avec
des objectifs bien définis, une méthode de TA est développée pour un type de problome
et dans un eontexte d'analyse particuliers. Ainsi pour le probleme de la gouiométrie,
selon que les sources sont proches ou éloignées de Uantenne, sclon leur taille, selon le
conteny fréquentiel des signaux regus, les mesures recueillies en sortie des captenrs feront
Pobjet d'un traitement spécifique, adapté aux besoins et aux conditions de Uexpérimen-
tation. L efficacité de ce traitement est généralement subordonnée & une étape préalable
dlanalyse et de modélisation des interactions entre Uantenns, les ondes qui véhiculent

Pinlormation et le milieu de propagation de ces ondes. On trouvera dans [HaviIin 1985]
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une synthése des wodéles et traitements relatifs & la plupart des applications précitées,

B ce qui concerne les signaux recueillis par des systémes SONAR et RADAR. une
formulation commuune peut étre obtenue, rovennant la spécification d'un contexte d’ana-
fyse, & partir duquel un modéle reliant les mesures & Pinformation recherchée peut étre
construit. Un modéle mathématique simple & manipuler repose sur certaines bypothéses

physiques de hase. Celles-ci sont introduites dans le paragraphe suivant.

2 Modélisation mathématique

Le probléme de la localisation de sources en SONAR et en RADAR peut se formuler
de maniére unifiée. En particulier, il est possible d'aboutiv & une formulation mathéma-
tique commune, indépendante des phénorénes physiques mis en jee Dans cebte section,

nous préciserons les hypothéses retenues tout au loug de ce travail,

2.1 Milieu de propagation — Physique des ondes

La physique de la propagation des ondes est décrite, en taut point 1 de Despace et 3
I s i i

Pinstant ¢ par 'équation suivante, relative an milieu et & fa nature des ondes consicdérées
Lot .
P s | os(e by e {01
e? di? ) )

olt Ap désigne Popérateur laplacien an point r. Dans le cas dondes électromagné-
tigues, I'equation {1.1) s'identifie 4 Péquation de Maxwell: la grandeur physique spatio-

temporeile s(r, t) représente alors un champ élechromagnétique scalaire (au point r ot &

Finstant £} et ¢ caractérise la célérité de ta lumicre. (Cest le cas du RADAR.

Les lols de la physique permetient en outre de montrer que les ondes aconstiques
vérifient une équation rigoureusement du méme type que (L1}, moyennant un rempla-
cement adéquat des grandeurs physigues mises en jeu [IKXINSLER et coll, 1982, chap. ii:
3(r, ) est dans ce cas homogéne & un champ de pression acoustique et ¢ désigne la vitesse
de propagation de Poude dans e miliew.

L'equation de propagation (1.1} admet cornme solution une orde qui se propage. Les
conditions de propagation de cetle onde sont lides & certaines caractétistigues souhai-

tables du milien :

- homogénéité: ta vitesse de propagation ¢ est indépendante de espace et du temps ;

dans le cas contraire, des réfractions déforment la propagabion des signanx;

non dispersivité: le milieu interagit de la meme facon avec Ponde quelles que soient

la fréquence et N'amplitude des signaux:

2. Modétisation mathématique Page 5

absence de perte: le milieu v'introduit pas d’atténuation supplémentaire A celle qui

est autorisée par 'équation de propagation.

Les ondes solutions de (1.1) peuvent présenter des caractéristiques assez différentes. Parmi
les plus utilisées en tant gue modeles de propagation, vn peut citer les ondes planes et les

ondes sphériques. Les derniéres dérrivent relativement bien les formes de vayonnernent

de la plupart des sources, au moins & proximité de leur position. A iuverse, les ondes
planes constituent généralement une banne approximation & upe distance mportante
des sources. Notons que les seules ondes planes qui satisfont Péguation (L1}, et gui se

propagent, s'expriment sous la lorme générale:
Sexp (j2rut — jkry , 7 =~ et S e (L.2)

ot le vecteur dlonde k, indépendant de r et de coordonnées coustantes, est lié & la

vitesse de propagation ¢ et d la fréguence temporelle v par la relation {forme particulidre

de Péquation de Helmoltz) -
27 .
k= -2 (L)
[
ot U est un vecteur unitaive indiquant le sens de propagation de Ponde.

2.2 Champ de sources ponctuelles — Traitement bande-étroite

Le champ d'ondes rayonné esl supposé stationnaire temporelement. Le milieu de
propagation consldéré homogéue el isotrope, se comporte alors comme un filtre linéairve
transformant tout signal qui s’y propage de {agon linéaire el invariante dans le temps.
Les signaux d'entrée sont fournis par les sources qui rayounent en toul point r de Pespace

et & instant £ un champ d'énergie s(p, 8}, d'origine électromagnétique ou aconstigue, Le

champ recueillt 4 Pinstant ¢ sur un captenr placé en un point 1, de espace s’écrit:

Yalt) = ylrn, t) = jf dn(ry, ~ 8~ Y slr # ) dr dt, (1)
ol 4, inclue les caractéristigues du milieu de propagation au peiut r, ainsi que celles du

capteur {dircctivité, gain). Une représentation dquivalente dans le domaine dual (k)

est donnée par la transformée de Fourier quadridimensionnelle! de la relation {1.4):
Vilk, ) = Au(l, v} Sk, o). {L3)

Lorsque le capteur est en outre omaidirectionnel, ¢’est-d-dire si A, (k, v/} est indépendant

de kil e réalise gquun fltrage temporel eb Uon peuat se contenter de la transformée de

Fourier {TF) classique:
infv) = & () 5},
I La ransformée de Fourier & 4 dimensions du signal spatio-temporel o{r, 1} est définie pae:

Nk, v} = jf::(r,l] exp (jk.or — 27t v ot
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avec des notations évidentes. Dans toute la suite, nous considérons un modale de sources
" -z e e A, 1. . A ;. M A

ponctuelles. Ces sources sont en outre supposées immobiles pendant tonte la durée d’ac-

Guisition des mesures. Les hypothés

s disotropie et d’homogénéité du milieu permettent
alors de considérer le signal issu d'up capteur comme la superposition des contributions
individuelles des sources. Ces différentes contributions sont discréles et en nombre find P,
Dans ces conditions,

”
oy = S50 (1.6)
p=1
et de champ mesuré s'écrit, -
P
inlv Za" v} 5{r) + b,,(l}) (L7}
=1

oft le terme b, (v} représente un bruit de mesure (ui trouve soun origine dans le milien de
propagation ainsi que dans le captenr,

Alnsi, disposant de ¥ capteurs ommidirectionnels formant une antenne éclairée par P
sources ponctuctles, le milicu de propagation est caractérisé par une maftrice A de filtres
lintaires et homogénes (& P entrées et N sorties 3. En effet, pour toute fréquence v donnée,
la velation (1.7) revét la forme matricielle suivante :

¥(v) = A{p. ) 5(v) + b(v), (1.8)

dans laquelle:

FAp ¥ g3 . g P 24 g I o H Thy H
p disigne Fensemble des paramétres spaliaux décrivans les positions relatives des
sources et des capleurs;

i

le vecteur ¥(2) de taille N concaténe los TF, 4 la fréc quence i, des mesures recuetllies
des

en sorbie N capteurs ;

- chaque élément &,,(1} de la matrice Alp, 1) de tailie (N % ) représente la fonetion
de transfert entre la source d'indice p et la sortie du capteur n, & la fréquence 1 ;

fe vecteur §(v) rassemble les 2 amplitudes cotaplexes des signanx sources, évaludes

& la Tréquence w;

- le bruit b} modélise tout ce qui n'est pas décrit dans le modéle.

Signaux bande-étroite  Une formulation analogue a {1.8) est abtenue dans le dowaine

temperel lorsque le champ rayonné est dit « hanele-6troite », c'est-a-dire lorsque Pénergie

de tous les signaux requs est confinde dans wue baude fréquentielle de support étroit,

centrée sur une fréquence porteuse iy, Tout signal modulé autour de cetie fréquence
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porteuse est it « bande-étroite » §i sa phase et son amplitude sont sujettes 4 de lentes
variations pendant la durée nécessaire 4 ce signal pour traverser le réseau de capteurs.
Ces vartations sont négligées en premitre approximation. Sous cetie hypothése, le modele

d’observation nstantané prend également la forme d'un systéme linéaire bruité:

y(t) = Alp.ro) s{t) + b(t). (1.9)

Clest la forme duale de la relation (1.8} Bans les applications, les signaux sources sont
rarement bande-étroite. Néanmoins, un filtrage passe-bande des ohservations, souvent
réalisé par TF des signaux requs en cette fréguence d’analyse vy, permet un traitement
hande-étroite. En pratique, les signaux sont échantillonnés i la cadence 1/T et la TF
opére sur L échantillons, d'o%t une résolution {réquentielle de Pordre de Muverse de la
durée de la mesure, soit 1/L7. A chaque mesure effectuée 3 la fréquence de travail g

correspond Pexpression instantanée du modale {1.8), & savoir:
F(vo,t) = Alp, ve)§(rn, 1) + blra, £), (1.16)

ot ¢ est caract
des instants différents ¢, (1 < ¢ < K). L'ensembie des dounées disponibles est alors

stique dut teraps de mesure. Généralement, Popération est répétée

constitué de la collection des vecteurs observations ¥, £;) ainsi acquis, désignds sons le

terrne anglo-saxon « seapshots » et que nous baptiserons « enregistrements ».

L'analyse bande-étroite differe de son homologue appelée o confrerie « large-bande »
el gui coneerne tous les signaux dont le spectre d'énergie s'étend sur une gamme de fré-
cquences plus ou moins large. A la différence d un traitement bande-étroite, un traitement
targe-bande repose sur des techniques qui prennent en compte, de manmére cohérente,

Pensemble des fréquences dintérdt. (e point ne sera pas abordé dans ces travaux.

Le cadre de lo présente étude sere rvestreint & une anolyse bande-élroite. Toutes les

méthodes de localisation de sowrces présenlées pourront s’appliquer indifféremment au
modéle temporel (1.9) ow au meodéle fréquentiel (.10, En omallant désormais la dépen-

dance fréquentielle, Véquation d’observation s éovit & Uinstant

¥(t) = Alp)s(t) + bi2). (i

2.3 Paramétrisation et modéle mathématique

La connaissance du modéle de propagation et des caractéristiques du résean de cap-

teurs est nécessaive pour expliciter la matrice A{p) en fonction de paratétres physiques

pertinents bels que les gains comaplexes des capteurs, la géométrie des fronts d'once et celle
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de Pantenne. Cles parameétres seront supposés connus. Dans le cas contraire, 'antenne de-
vra faire Uobjet d'une calibration préatable |BERCHER & LARZABAL 1994]. Dans la suite
de ce document, outre le faisceau d'hypothéses formulé précédemment, nous considérons

qued

les capteurs sont de caractéristiques identiques, de pains complexes unitaires, dé-

couplés et omnidirectionnels;

les Frouts d'ondes au voisinage de Vantenne sont des plans; ceite hypothése corres-
g ; ¥i
pond & un modéle de sources ponctuelies situées a Uinfini {elle est baptisée « champ
lointain » ef est justifibe en pratique si fa distance antenne-source est supérieure
] H
au rapport 27X ob A désigne la longueur d'onde et 7 la longueur de 'antenne)
{founson & DUDGEON 1593, p. 38};

- les capteurs régulidrement espacés d'une distance d forment une antenne lindaire
uniforme (ALU);

- les sources se situent toutes dans un plan contenant Pantenne.

Ces hypothéses sont classiques et ont plusieurs conséquences. Tout d'abord, le modale
d'ondes planes sur un résean de capteurs rectiligne permet de repérer fa position dune
source p par un unique paramétre angulaive, appelé gisement et noté 8, Ce paramatre re-
présente Uangle formé par la divection darrivée du front d’onde avec la direction normale
al'antenne ; il est fudépendant du temps lorsque la souree est immobile. En conséquence,
Vensemble 8 = {8,,8.,...,0p} des gisements sulfit 4 localiser les sources dans le paysage
spatial: nous identifierons donc g & 8. L énumération §y,8,, ..., #p correspond i une énu-
mération arbitraire; il sera néanmoins commode de confondre, abusivement, Pensemble 8

avec le vecteur @ des angles ainsi ordonnés,

Par ailleurs, les capteurs étant équidistants, chaque front donde arrive sur deux
capteurs adjacents placés en v, et ruy) avec un retard constant qui ne dépend que de
fa distance intercapteurs d, de la direction d’arrivée #, et de célérité ¢ & la fréquence de
travail vp. On monire alsément que ce retard de propagation s'exprime par:

d .
Ty = = sin i,
¢

Sous Phypothése bande-éteolie, le retard de propagation se traduit par un simple dépha-

sage ¢y, sur la fréquence porteuse et daprés (1.2) et (L3):

A

@y = ko {Tupy ~ 1) = 2migT,.

Les phases sont donc en progression arithmétigue le long d'une antenne ALU. Si Pon

déstgne comme référence de phase l'un des capteurs situbs i Pextrémité de Pantenne, soit
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te capteur (1) sur la figure L1, alors la réponse du réseau 4 une onde plane provenant de

fa direction 8, s'écrit:
T
o ot (N g 55 .
a(f,) = [1 AR 2l L {1.12)

ot par définition g = ¢f1p est la longueur d'onde & la fréquence de travail 1. Le

vecteur a{d),) est appelé vectenr directionnel (« steering vector ») on vecteur-source associé
au gisement 8, A wn déphasage arbitraive prés, il s'interprétte comme nne fonction de
transfert multidimensionnelle entre le signal regu sur le capteur de référence et les (¥ - 1}
autres capteurs. Le vecteur a{d,) déerit une variété monodimensionnelle quand Uangle 8,
parcourt son domaine de définition et la veriété d'antenne est définie comme Uensermble

de tous les vecteurs directionnels sur Phorizon scruié 6
V(©) 2 {a(8,) / 6, € O},

il est aisé de montrer que deux fronts d’ondes provenant de directions symétriques par
rapport @ Paxe formé par "antenne sont caractérisés par le méme vecteur divectionuel.
Cette arnbiguité est bien connue; dans la suite on ne s'intéressera quaux sources sifuées
dans un des demi-plans définis par antenne en imposant la condition: © C [~n/2;7/2].
Netons que la variété d’antenne est rarement connue analytiquement ; on dispose dans ce
cas d'un fichier de calibration d’antenne, Pexpression analytique ne reflétant pas tonjours

fidelement les contraintes imposées par Pexpérimentation réelle.

\. source (p)

fronts d'onde

- eapteur (V)
L L .—-1-
) {n) v

——
oo

)

Fie. L1 - Modéle d'ondes planes dluminant une antenne linéaire.
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La matrice A{#), quant a elle, concaténe P vecteurs divectionnels dont la forme est

donnée par (1.12). Elle posséde, comme les vecteurs gui la constituent, une structure de
Vandermonde:

A{B) = [a(d)] - [a(fp)] avec 8 = [, -, ()p]T (L13)

Pour conelure, sous ces derniéres hypothéses de travail, le modele d’abservation prand
la forme générique:

vit) = A(B)s(t) + b(t), ¥t =1, .. K (L14)

ol A désigne le nombre d'enregistrements. Dans tout ce qui suit, nous adopterons indif-
feremment la notation y, ou y(k} pour désigner le vecteur observation associé & lenre-

. A p . .
gistrement & et nous poserans Y = {y(1},...,y{k},...,¥(K}]. On procédera de la méme
fagon pour les amplitudes s et le bruit additif b,

2.4 Analogie formelle avec ’estimation spectrale de raies pures

Le madéle d'ondes planes illuminant une antenne rectiligne & capteurs régntidrement
espacés est brés ulilisé en raison de sa pertinence dans nombre de problémes physiques. En
particulier, il permet de réaliser une analogie avec estimation de [réquences pures d’une
strie temporelle échastillonnée uniformément. Cette analogie est largement mentionnée
dans la littérature. Elle est maintenant atablie, dans la mesure ot Uapproche développiée
dans ce travail contribue également & ce probidme destimation spectrale,

A cet effet, considérons V échantilions d'un signal temporel modélisé comme la su-
perposition de P exponentielles complexes noyées dans un brait additif:

P
y(nd,) = Zap(:j'*"" exp f(2rpnle) + b(nT,), n=0,. .., N - L ([.15)

p=t

T, est ia période d’échantillonnage et les quantités a,, i, ot w, désiguent respectivement
Pamplitude, la fréquence et la phase de chaque exponentielle complexe. En rasserblant
touses les observations y{aT,), » = 0,... ¥ —~ 1, dans un vecteur y et en posant v 2

{vi. ) la relation (113) s'6erit matriciellement :
y = Blrix+ b, {(i.16)
ol la matrice B{rr) (N x P} est obtenue en justaposant £ vecleurs-fréquence de ta forme

ey T :
(N l)I,-. 1 (Li7)

e(i,) = [I it

tandis que x contient les amplitndes complexes correspondantes :

a i i enl?
X 2 iu,c“’ dpe .apr,:’”E

2. Modélisation mathématiGue

En comparant {1.16} et (I.17) respectivermnent & {114} et {112}, Uanalogie structurelle
entre les deux modélisations apparait clairement. En effet, il suffira de faire correspondre :

& la période d’échantillonnage temporelle 1., la période d'échantilionnage spetiale o

le long de l'antenue;
aux [réquences temporelles v, les fréquences spatiales {sin 8)/ Ag,

pour établir un lien formel entre les deux modéles, Entre autres conséquences, en s'ins-
pirant du théoréme de Shannon relatif aux signaux échantitlonnés unifermément, il est
possible dexprimer la condition de Shannon en spatial. La fréquence d’échautillonnage
spatial 1/d doit étre supérieure au double de la fréquence spatiale maximale contemne
dans le signal requ:

2 (sin #),,,,

Ao ’

I

[

I en résulte qu'a la fréquence temporelle de travall, la condition sur la distance tuter-
capleurs
Aa

i<zt (1.18)

est nécessaire pour tout Phorizon @ = [—7/2, 7 /2] soit observable.

En pratique, Panalyse spectrale d'un signal ext genéralement réalisée sur la bage de v
échantitlons issus d'un seul enrvegistrement. (Uest la diflérence majeure avec Papalyse
spatiale qui repose trés souvent sur wne série de A" 2 1 imesures successives délivrant an
total /' observations.

[Pautre part, il est bien connu que la premidre difficudté de Vanalyse spectrale dmane

du nombre limité d’échantilions disponibles [IIvatr 1991]. Cette difficulié est d’antant

plus crnciale en TA que le nombre d'échantilions shidentifie auw nombre de captears qui,
en pratigue, pent prendre des valeurs tros faibles {jusqu’d 2 selon les domaines Cappli-

Srents instants de maniére &

cations), ce qui motive Vaceumudation d’observations & dif
asgmenter le contenu informationnel des donndes.
[Fanalogie formells qui vient d'8tre exposée Justifie gue des méthedes développies a
Porigine pour la détermination de directions darrivée sous le modéle ALU puissent étre
appliquées & Pestimation de raies pures et vice versa [JOHNSGR 1982}, De fagon similaire,
les travaux rapporiés dans ce manuscrit reposent sur des velations, tant interprétatives
que structurelles, avec des modéles convolutionnels. Ce point sera plus amplemnent détaillé

par la suite.
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3 Position du probléme

Compte tenu de Pensemble des hypothéses formulées et du contexte C'étude retenuy. il
est maintenant possible d'énoncer le probléme de la localisation de sources en traitement

d’antenne bande-étroite:
Etant donnés K vceteurs observation ef le modéle (L1}, il #'agit de détermings

L. Uensemble 8 des divections darrivéc ou, de manidre équivelente, les colonnes de lo
matrice A{8);

2, les amplitudes complexes des sources associées & ces direclons d ‘arrivée.

En vertu de Panalogie mentionnée précédemment, le problame de Panalyse spectrale de
raies pures se formule dans les mémes termes moyennant une substitution des quantités
t

8 et A(8) par lenrs homologues respectives, clest-a-dire Vensemble des fréquences pures
1 o4

v et la matrice E(p).

Cependant, quelques nuances différencient ces deux domaines. Bn analyse spectrale,
seules V données sont en général disponibles, ce gui correspond i la situation oit & = 1.
Im outre, on attache plus dlimportance aux amplitudes, aux phases o aux puissances
des raies qu'en traiternent d'antenne pour lequel les signanx sources sout caractérisés par

divers parametres dont Pamplitude, la phase, la puissance, mais aussi la fréquence, le di-

. la polarisation, ete, Cette cara

1

calage Dopp érisation releve de Uétape de séparation-

classification qui sucedde & celle de la localisation. Elie ne seva pas évoguée dans op

HEnuserit.

Remarquons dés & présent que les modéles dobservation (114) et {116} sont linéai

par rapport aux amplitudes. En conséquence, une estimation au second ordre de ces der-

nicres se réduit & un simple critére des motndres carrés dés qu'une estimation des divec-

Hons d’arrivée ou des fréquences du signal est ebtenue. Elle ne pose done ancune difficulté

et c’est au derneurant la partie le moins importante du probléme, Bo revanche, les angles

dlarrivée, ou les fréquences en analyse spectrale, interviennent de fagon non linéaire dans

ces modeles et leur estimation constitue la composante principale du probléme.

La difliculté de probléme s'aceroit avec la proximité des angles d'arrivée ou des fré-
quences, de sorte qu'au cahier des charges s'ajoute généralement Uobjectif de séparer
dewx sources ou deux rales trés proches, difficuité qui g'ajoule aux dégradations intro-
duites par le milien de propagation des ondes et Uinstrument de mesure. Une analyse
« haule résolution » exige de prendre en charge Vestimation du nombre de sources {resp.

de raies), o'est-d-dire de la dimension du vecteur 8 {resp. #). Dans la suite, nous verrons
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que ce paramétre discret, rarement connu en pratique, est i Vorigine de nombreuses dif-
ficultés de natures méthodologique et algorithmique. Le chapitre qui suit se propose de

faire une synthése des approches traditionnelles du probléme.




CHAPITRE [

LA METHODOLOGIE CLASSIQUE

E PROBLEME posé se résume & cebui de la locelisation et de la cevactérisalion d'un
L nowbre inconnu de sources ot de raies en milieu bruité. Le but de ce chapitre n'est
pas d'dtablic une liste exhaustive de towtes les approches existantes dédiées & la vésolution
de ce probléme mais de considérer, dans leurs grandes lignes, les « courants de pensées »
qui ont significativernent margué le domaine. A chaque fols qu'il sera nécessaire, le lecteur

sera renvoyé aux ouvrages et articles de référence,

Nous nous propaosons done de recenser les principes qui sous-tendent la méthodologie
traditionnelte dans le but d'exhiber les origines profondes de ses Hmitations. Une secoude
motivation, qui se suffit & elle-méme, réside dans e fait que la culture moderne du

traiternent d'antenne est fortement imprégnée de ces principes méthodologiques.

Dans un souci d'unité, toutes les approches classiques du probléme seront abordées

dans le contexte de la localisation de sources bande-éiroite, bien que la majorité s’ap-

pliquent également dans le cadre de Uanalyse spectrale de raies pures.
1 Techniques de formation de voies

il nous parait, important de nous attarder sur les techniques de lormation de voies

pour les raisons suivantes

parmi foutes les méthodes de TA, ces techniques sont les plus anciennes, les plus

natureiles et, de [ait, encore les plus usilisé

s aujourd hui

- ee sont les seules & ne pas considérer le dénombrement des sources comme un

probiéme intrinséque,
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1.1 Formation de voies standard

Dans te premier chapitre, nous svons vu que les signaux recus sur chague couple de
caplenrs adajacents sont affectés d'un retard de phase qui, par ailleurs, est identique dans
fe cas du réseau linfaire uniforme que nous considérons. [idée de la formation de voies
standard (FVS) cousiste alors & vemettre en phase, dans plusieurs directions d'intéret,
les sorties des différents capteurs. La conunaissance du modéle de propagation est donc
nécessaite pour compenser ces retards de phase et ¢lest le vecteur directionnel qui permet
de réaliser cette apération en focalisant lantenne dans une direction particniiere 8 pour
« former » ja voie: ’

(8} = al (M) y,.
Le vecteur directionnel joue done ici le role d'un filive spatial mis en ceuvre sur le jeu des
N observations contennes dans le vecteur y,. L'antenne est ainsi orientée électronique-
mend {les premiers systénues de formation de voies orientaient 'antenne mécaniquement).
Le filkre spatial atténue toutes les ondes planes provenant d'une direction différente de 8.
Dans cette opération, les signaux utiles sont sommés de maniére cohérente tandis que
le bruit additif Vest de meniére incohérente. i en résulte une amélioration du rapport
signal & bruit. Le filtrage spatial constitue la premidre étape d'un systéme de formation
de voies. [l est suivi par une opération de quedration destinée & oblenir une wesure de

la puissance regue dans la direction scrutée

Pe(0) £ L))

Compte tenu de la structure de Vanderwonde du vecteur directionnel (112, celle-ci
§'Cerit encore : )

Nt 2 L 03

P,A; i) = ] @R S
Yk

=
Cette écriture fait apparaitre clairement Panalogie qui existe, sous Uhypothéss d'une
antenne de type ALU, entre la FVS et le périodogramme en tant questimateur de

puissance pout les séries temporelles [JORNSON {982, Kay 1988), Enfin, la dernidre étape

d’un systéme VS est la phase &' intégration dont le but est de construire, sur ia base deg
K enregistretnents, un estimateur de la puissance moveune reue dans chaque direction
tutéret

. ; Iy
P(0) = B [[:(0)F] = al () Ra8).
ol R2E [yy‘r]. Er pratique, un estimateur de cette puissance st fourai en substituans
a la matrice de covertance des ohservations R une estimée R qui blent compte des K
euregistrements
P8 = al (B R ald). HAN

Chaque systéme de FVS est caract

cisé par son diagramme de directivité {modale carré

de fa fonction de transfert du fitrage spatial effectué) dont la largeur du lobe central
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a =3 dB fixe le pouvoir de résolution®. 1f est possible d'en réduire la largeur en intro-
duisant une fenétre de pondération sur les observations [HARRIS 1978), mais an peix
drune augmentation da niveau des lobes secondaires. Ce compromis est en pratique dif-
ficile & gérer: i dépeud essentiellement du contexte de Panalyse. A Pinstar des méthodes
danalyse spectrale fondées sur la transformée de Fourier, dont la résolution est lide
au nombre de données, le pouvelr de résolution d'un systéme de FVS est intrinsdque-
ment lmité par la dimension physique de Iantenne, ¢'est-d-dive le pombre de capteurs.
Cest la lmitation majeure de cette approche. Nous verrons dans le chapitre [V que
des techuiques de déconvolution permettent o posteriori den améliorer la résolution
{FUcHs & CHUBERRE 1994, Duvaut & DUBLARCHET 1995 Un second inconvénient,
Hé au premier, véside dans le fait que la FVS ne tient pas compte de la présence des autres

sources pour réaliser une mesure quand Pantenne pointe dans une ditection particuliére.

1.2  Formation de voies adaptative

Pour pallier ces deux limitations, CAPON [CAPON 1969] eut Didée d adapter le filtre
spatial de fagon & minimiser les contributions des sources qui ne sont pas situées dans la
direction de visée. (Mest en ce sens que la méthode de Capon est qualifiée &’ adaptative.

Cette approche conduit & rechercher le filtre spatial w(f) qui minimise la puissance

globale
Pege(0) = ' (8) R w(8)
sous la contrainte de normalisation WJ{(B} a(f) = 1. Ce probleme optimisation sous

contrainte peut se résondre par la méthode des multiplicateurs de Lagrange qui méne an

filtre optimal:

oy &) = Ty
Vol = R )

d'ont Uon déduit Uestimateur de Capon:
p
I

’6(‘\9 A r a—
el al (D) R a(0)

(1.2}
Fa pratigue, on substitue & R une sstimés B, Enfin, & la difference de la FV3, la forma-

tion de voies adaptative (FVA) est caractérisée par un pouveir de réselution dépendant

du rapport signal-2-brait: plus ce rapport est &levé, meilleure est fa résolution,

¥
o

Signalons également Uutilisation possible [JonNson 1982, HAYKIN et coll, 1942] de
toutes les méthodes fondées sur une modélisation AR ou ARMA {Kay 1988 et pour

lesquelles e choix de Pordre du modéle demenre un probléme ouvert. Néeaneoing, ces

I, Le pouvoir de résolution est sujet & de mulliples définitions ; il est ict défint conme la capacité 3
séparer deux sources proches de mémes puissances,
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techniques et celle de CAPON out permis d’amorcer un pas vers la « hante résolution »2.
Celle-ci est atteinte par les méthodes qui exploitent pleinement Phypothése d'un champ

discret de sources ponctuelles.

2 La méthodologie « haute résolution »

Exploiter te modéle du champ de sources ponctuclles exige de prendre en compte le
nombre de sources présentes dans le secteur observé, et par conséquent de considérer
ie probléme de son estimation (détection). Cette variable discréte joue un rdle fonde-
mental dans la mesure ot les dimensions des quantités mises en jeu dans le modéle
d'observation (1.14) en dépendent directerent, En conséquence, lensemble des angles
d'arrivée @ doit étre estimé dans un espace conling, borné et de dimension ineonnue.
Cette dimension variable renforee ta complexité du probléme de la goniométrie: au-dela
des problémes algorithmiques qu'elle est susceptible d'engendrer, elle souléve des difhi-
cultés d'ordre méthodalogique. Clest le prix & payer pour atteindre une analyse haute
résolution.

Lorsque le nombre de sources n'est pas connu a priori, i} est naturel de Pintégrer dans
Vensemble des paramétres 4 estimer (angles d'arrivée et amplitudes associées), Plusieurs
stratégies sont alors envisageables: on peut choisir d'estimer le nombre des sources o
fours paramétres respectils simullunénient, sépuentiellement ou encore indépendamiment.
La nécessité d'obtenir des résultats cohérents antorise cependant Pélimination de la der
niére option. La démarche traditionnelle haute résolution (HR) chaisit dadopter une
stratégie dlestimation séquentisile. Bn cffet, elle sépare systématiquerent la détermins
tion du eombre de sources et estimation des angles d arrivée dans la mesure oil cos densx
taches apparaissent de natures londamentalement différentes, la premisre ayant pour ob-
jectif d’estimer une variable diseréte, la seconde un ensemble de paramdtres confinus en
nombre fize. Elle s'affranchit aiusi des difficubtés Cordre algorithmicue lides & la dimen-

ston variable du modéle d’observation.

Lestimation du nombre de sources est donc considéré comme we probléme intrinséque
& résoudre an préaiable, Une procédure de localisation est ensuite mise en ceuvre sur la
base du nombre de sourees détectées: celie-ci devient alors un probléme destimation dans
un espace de dimension readue fize, En résumé, la méthodologie classigue HE repose suc

les trois procédures séquentielles :

L une étape de détection dédiée & Vestimation de la composante discréte P du

probléme, i.e., le nombre de sources:

2. Ce qualificatif est réservé aux méthodes dont ke pouvoir de résolution asymptotigue est infini, ¢'est-
d-dlire qu'il 1’y a théoriquernent aucune limitation en termes de rapport signal-d-bruit et de proximité
entre sources [BouveT 1991).
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2. une étape de localisation des sources en nombre fize, déterming par U'étape pré-

cédente,

3. une étape d'estimation des amplitudes des sources localisées,

La détermination de la variable diseréte du probléme représente done une élape cruciale
au sein de cette démarche séquentielle car de toute évidence elle conditionne la qualité de
Pestimation des directions d’arrivée. La seconde étape ne remet pas en cause le résultat

sans rétroaction -

issu de fa premidre. Seule la troisidme est susceptible de le faire — muads
par seuillage e posteriord sur les amnplitudes. Il importe donc que Vestimation de £, dont
te role est déterminant, soit extrémement fiable. L'enjeu de la détection est perceptible
notamment dans la sitnation olt les sources représentent une menace potentielle, 1l s'agit

done d'un probléme-clé.

Les deux sections qui sutvent, sont consacrées aux technigues de détection usuelies of

anx méthodes HR de lecalisation de sources en nombre connu ou prédéterming.

3 Critéres de détection

Les critéres de détection sont exclusivement consacrés & estimation de la variable
discréte P du probléme, sur la seule base des observations. La littérature du traitement
d'antenne foisonne de critéres de détection de toutes natures: heuristiques, tests Chy-
pothéses, etc. Néanmoins, deux eritéres font référence: ce sont les critéres fondés sur des

arguments issus de la théorie de Uinforination.

3.1 Eléments théorigues

Le développement du premier critére de détection informationnel est di & AKAIKE
|AKAIKE 1974]. Les principes en sont les suivants: sotent K observations mdépendantes
¥ = Ay ..., ¥x} d'un processus aléatoire vectoriel dont la densité de probabilits {d.d.p)
joiute p{y; My) = FIF, plys: Mo} est paramétrée par My, Llensemnble Mg est le « vrai»
modéle, constitué de (¢ paramétres indépendants: on dira que @ est sa dimension wini-

male, ou son ordre.

Partant des seules observations, on cherche alors & retrouver Pordre du modéle. Dans
ce dessein, tout modele candidat M de la méme famille que My ot d'ordre ¢ paramé-

trise la vraisemblance des observations, i.e., la ddp. ply; M) Une mesure de Pécart

enfre les deux modeles est alors donnée par ta mesure d'information de Kullback-Leibler
[KULLBACK 1959]:
ply; Mo}

Ty
ly: M)

T (M, My) = / ply; Mo In
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Cette quantité est toujours positive. Elle s’annule si et seulement si p(y; M) = p(y; My).
Bien qu’elle ne soit pas, an sens mathématique du terme, une disiance entre densités
(elle ne vérifie pas Uinégalité triangulaire et w'est pas symétrique), elle fournit icl une
mesure d'adéquation de chaque modéle aux observations et le principe consiste i rete-
nir parmi les modeles candidats celul qui minimise Finformation de Kullback-Leibler.
Puisque ply: Mo) ne dépend pas de M, i est équivalent de sélectivnner le modéle qui

minimise la quantité
fe M Mo) = = [ ply; Mo) n plys M)dy.
Sous Uhypothése dun grand nombre d'observations, on montre que;
Terd M, Ma) "2 < lnply; M) + g (1L3)

ot M désigne Uestimée des paramétres du modéle M au sens du maximum de vraisem-
blance:

,Ef:al‘gmax (y; M)}
\th.ﬁ

3.1.1  Critére d’Akaike

Le critére d’Akaike est alors défini & partir de (113} selon:
AIC{g) = =2 o ply; M) 4+ 2 ¢ (11.4)

oll ¢ est le nombre de paramétres indépendants du modéle M. Le modéle retenn est celui
dort Tordre minimise {[1.4).

3.1.2 Critére de Rissanen-Schwartz

e seconed critére de cetie nature, dont la structure est trés voisine de celle du cri-
tére d'Akaike, est di indépendamment 3 RISSANNEN [RISSANEN 1978] et & SCHWARTZ
[SCHWARTZ 1978]. Le prewier suggere de retenir e modéle qui permet de coder les obser-

vations avec un minimum de symboles. Le second fonde sa démarche sur des arguments
bayésicns en assignant & tout modéle candidat une d.d.p. a priori et en cheisissant le
modéle optimal au sens du maximun de ta deusité a posteriori . Tonjours sous Phypo-
thése d'un nowbre important d'ohservations, fes deux approches conduisent 3 la forme
commune ;

MDL(g) = 2 lnply; M) 5 g ln K (1.5}

ot MDL siguifie « Minimum Description Length ».
Les deux critéres AIC (114} et MDL {11.5) different done par lewr second terme,

" s . . o . .
Notons dés & présent que celui d'Akaike est indépendant du nombre d'observations, ce

qui lul confére un biais asymptotigue. Nous reviendrons sur ce poind ublérieurement,
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3.2 Formes spécifiques en TA

Ces critéres ont &té développés & lorigine pour la sélection dlordre de modéle en
apalyse spectrale antorégressive. WaX et KALATH les ont adapté 4 la détermivation
du nombre de sources en traitement d'antenne [WAX & KaiLaTh 19851 Les anteurs ond
fondé leur développement sur une paramétrisation structurelle de la matrice de cova-
riance des observations. Celle-cl requiert au préalable plusieurs hypothéses statistigues
afférentes aux quantités mises en jeu dans le modéle d’observation (114}, Ainsi, le bruit
additil by est suppest spatialement blanc, Gaussien complexe circulaire, centré ot de
variance of que nous noterons: by ~ J\"(O,UEIN). Ce bruit est en ontre indépendant
denregistrement en enregistrement et indépendant des amplisudes des P sources conte-
nues dans si. Enfin, ces derniéres sont supposées normalement distribuées, de movenne
nulle et de covariance §: 8, ~ N(D, 8). Associées 4 la linéarité du modéle, ces hypothéses

permettent de conclure & la normalité des observations, distribuées selon A0, R} avec
REE [yyf] = ASAT 4 5Py, (1L6)
Tant que la mattice S est non singuliére, R posséde ¥ — P valeurs propres dgales & of.

Les auteurs considérent alors chague modéle 4 P sources {P < N — 1), paramétré par

les &léments propres de la matrice de covarlance théorigue correspondante:

s .
P o 2 7 2
R¥ =500 — af)viv] + ofly
i=1
. . L , ;
oft Ayd o= Lo P désignent les P ovaleurs propres les plus importantes de R
ef vi, i = L,... P leurs vecteurs propres respectivement associés. En posant MU =

(A, Apcal vy, ve), la densité jointe des observations, paramétrée par M e

vét la forme:

K . .

ply: MY = Hwexp—{y,{_mm}-*yk} (11.7)
i . s .

= "‘“T}_{(FTJIT oxp — (h tr {[R(f }] lR}) R (”(\)

- désigue le déterminant matviciel et R Pestimée de la matrice de cova-

dans laquelle

riance des observations définie par:

= 1 &
R=— vyl (1L9)

k=1

; . . s e i) | .
On montre alors [ANDERSON 1963] que Uestimée / du modéle au sens du maximum

de la vraisemablance (117} s'exprime en fouction des &léments propres de la matrice B et
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fque:
N s NP
o AN P
lup(_y;,'\/(( )) = I In | #¥e” H)\; (a{ ))) (1010}
o \elf)
on
N TE
et gif)=| I M
=P

sont respectivement les moyennes arithmétique ef séométrique des & — P plus faibles

valeurs propres de la matrice R.

“stimer P oau sens du maximum de la log-vraisemblance (1110} conduit systématique-
ment au nombre maximal (& — 1) {WAX & KAILaTH 1985, CHOL et coll, 1993]. 11 est
alors nécessaire de compenser ([1.10) par un terme qui pénalise un nombre trop élevé de
sources. Ce terme peut dtre celui d'Akaike ou celui de Rissannen-Schwartz. Le madéle
ME pogaede ¢ 2p (2N — P) degrés de libertés [Wax & KAlLATH 19

nation des lermes constants, les expressions ([L4) et {I1.5) ménent alors aux estimateurs

. Aprés élimi-

du nombre de sources :

p (P) N-F
AICG(P) = ~2K In (ﬁm) + ZPEN - P)
iq({’} NP ([E11)
MBDL{P) = -2/ In (}z(f’}) + PN - P)In K.
En vertu de ce qui précéde, le nombre de sources estimé est Pentier £ < & - | ud

minitnise 'un ou Mautre critére:

P o= arg min AIC{PY ou MDL{F}}.
) D."E{U‘i,...,:\’ﬁl}{ (e (o
D'autres formes peuvent étre données & ces eritires, notamment en analyse specirale
par modélisations AR, MA ou ARMA pour le choix de Tordre [MARPLE 1957). Quelles
que soient leurs formes, ils reposent sur Papproximation {113}, justifiée pour nn nombre
suflisant de données.

4 Meéthodes de goniométrie haute résolution

Les méthodes traditionnelles HR supposent la connaissance a priori du nombre £ de
sources présentes dans te millen. Bn outre, elles requigrent hypothése supplémentaive ;

F < N~ 1. En pratique, le nombre de sources

st estimné par Pun quelcongue des eritéres
de détection que nous venons de présenter. Ou peut distinguer essentiellement deux
classes de méthodes HR:

fes techniques de « sous-espaces » qui s’appuient sur des interprétations géomé-

briques;

e
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- les techniques de « maxiroum de vraisemblance » fondées sur une estimation sta-

tistique ces paramétres.

4.1 Techniques de sous-espaces

Parmi les méthodes HR, les techniques de sous-espaces occupent une place impor-
tante. Elles reposent sur la partition possible de Uespace des observations en deux sous-
espaces complémentaires, propriété exploitée la premidve fois par LiGeTT [LicET 1972
et PISARENKC |PsasunKo 1973 En effet, I'équation {114} du premier chapitre traduit
Pappartenance des observations non bruitées & un espace vectoriel de dimension P. En
présence de brnit, Pinformation relative au champ de sources demweure confinée dans cet
espace, appelé par conséquent « sous-espace source » Son complémentaire dans €Y est

appelé « sous-espace bruif » Nous les noterous respectivement E; et E).

Sous Fhypothése d’un bruit de mesure stationnaire et spatizlement blanc, indépen-
dant des signaux requs, la matrice de covariance des sources prend la forme donnée

par (FL6) que nous rappelons ci-dessous:
REE [yy*f] = ASAT ¢ atly.

En supposant de plus que les signaux source sont décorrélés (S diagonale), on obtient
Pexpression suivante:
P .
R =3 cia(f,)al(0,) + o/ Iy.
p=1

Atnst définie, R est hermitienne définie-positive et par conséquent ses valeurs propres
sont réelles positives el ses vecteurs propres orthogonaux. [l est alors possible de parti-
tionner son espace propre en deux sous-espaces orthogonanx E, et E;. Le sous-espace
brait Fy est défini comme le sous-espace propre de la matrice R associé 4 la plus petite
valeur propre of de multiplicité ¥ - P dimEy = ¥ — P. Le sous-espace source E,,
quant & lui, est Pespace de dimension P orthogonal & Ey. D'aprés (L14), les vecteurs
directionnels al#;), i = |,..., P, sont des éléments du sous-espace source. s sout done
orthogenaux & tout vecteur de Ey. Dés lors, il suffit de sélectionner un ou plustenrs
vectewrs de By et d'en mesurer le degré dlorthogonalité avec un vecteur d'analyse afd)
pour différentes valewrs du paramétre 8. La qualité statistique de la localisation dépend
directement du choix du ou des vecteurs de E). (e choix arbitraire doune lieu & plusicurs
variantes.

TurTs et KUMARBSAN [TUFTS & KUMARESAN 1983] préconisent le vecteur de B,
de norme minimale et dont la premidre composante vaut 1, car ce choix assure une
estitmée de variance minimale. Cette méthode est souvent appelée « MinNorm ». Une

amélioration de la stabilité statistique de la solution conduit naturellement & tester une
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orthogonalité « moyenne » de espace engendré par tous les vecteurs directionnels avec

tous les vecteurs du sous-espace bruit, Il s"agit de la méthode MUSIC introduite par
SCHMIDT [SCHMID'T 1979, SCHMIDT 1986] et indépendamment par BIENVENY ot KopPp
[Bigny

sont les arguments des P maxima de la fonction discriminante:

1 & Koprp 1980] sous fe nom de « goniométre ». Les angles d’arrivée estimés

ﬁuusmm) = m—— (11.12}

a

ot la malrice unitaive V concaténe les N — P vecteurs propres de R qui engendrent
le sous-espace bruit Fy. Le dénominateur de PM,.,SK,(H) représente la norme an careé de
fa projection du vecteur d'analyse a(8) sur E,: il mesure le degré d’orthogonalité des
vecteurs directionnels et du sous-espace bruit.

Les méthodes que nous venons d’évoguer définissent les sous-espaces source et bruit

a partir des éléments propres de la roalrice de covariance des observations. Néanmoins,

es notlons existent indépendamment de toute décomposition en éléments propres. En
effeb, MUNIER et DELISLE [MUNIER et coll. 1888, MUNIER & DELISLE 1991] déduisent
des propriétés algébriques de la matriee A des vecteurs directionnels une base nou or-
thogonale du sous-espace bruit, [l sagit de la méthode du « propagateur » qui consiste, a
partir des vectenrs de cetie base concaténés dans la mairice Q de dimension (N x N - P},

& rechercher les maxima de la fonction diseriminante

N ! '
Prewopas (0} = e | { i1 ]}

al(0) QG a(0)

Eu pratique, le

raleul des vecteurs de la base est réalisé & partir de Pestimée R par un

processus des moindres carrés. [l nécessite esseutiellement Mnversion d'une matrice de

taille (P x P) et s'avére moins cofitenx que la décoteposition en &léments propres de B
{Vx &), d'olt un gain en terme de coit caloulatoire de Uordre de Q{P/V). Ajoutons que
cette méthode a fait Poblet de nombrenx ameénagements dans [Marcos & MyNigR 1989
Magrcos & Benipin 1980, MarsaL & Marcos 1991).

Mentionnons pour finir la méthade ESPRIT (« Estimation of Signal Parameters via

Rotational {nvarlance Techuigques »} IROY et coll. 1986, Rov & KAILATH 1989 qui ex-

ploite une structure particuliere de Pantenne. Celle-ci doit étre constituée de doublets de
capteurs identiques de sorte que sa forme solt invariante par translation. Clest en par-
ticulier le cas dune antenne de type ALUL [l est alors possible de décomposer antenne
en dewx sous-antennes transiatées Pane de Pantre d’une méme quantité et de reparter

cetie in\’ariance en translation sur une in "itl'iil.ll(?t.‘ en rotation du sous hace source. Les

P angles d'arrivée sont alors déduits des valeurs propres de Popérateur de rotation. Flle

evite ainsi la difficile recherche des extrema d’une fonetion discriminante qui néanmoins,
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dans le cas d’une antenne ALLL correspond & celle des racines d'nn polynome. Le prin-
cipal intérét de la méthode ESPRIT réside dans le fait quielle s’alfranchit totalement de
la connaissance de la matrice des vectenrs directionnels, En revanche, elle exige une esti-
mation de la matrice de covartance des données ainsi que sa décomposition en éléments

propres.

Dans toutes les techniques de sous-espaces que nous venons de présenter, un estima-

teur des directions d'arrivée est formé, indépendamment des amplitudes des sources. An
priv d'une charge caleulatoire plus élévée, on peut choisiv de s'intéresser simulianément
A tous les paramétres de toutes les sources, en supposant toujours que leur nombre est
connu. Une telle démarche débouche sur une nouvelle classe de méthodes - dites « glo-
bales » - dont les plus séduisantes sont fondées sur la waximisation de la vraisemblauce

des abservations.

4.2 Technigues de maximum de vraisemblance

Le principe du maximum de vraisemblance est Targement utilisé en théorie de Ves-
timation statistique, Une des principales motivations de son utilisation est que dans
beanconp de cas, les estimateurs an sens du maximum de vraisemblance tendent vers
une estimation non biaisée et & variance minimale. Dans ce sens, il posséde les meilleures

propriétés asymptotiques que Pon puisse espérer.

[estimés an sens duw maximum de vraisemblance est ebtenue en évaluant la densité
de probabilité pour les valeurs des observations et en recherchant la valeur des parameétres

d'intérét qui la maximisent.

Selon les hypothéses formulées sur les amplitudes des sources s(i}, cette approche
donre lien & deux variantes: fa méthode dite « du maximum de vraisemblance déter-
ministe » qui considére les amplitudes comme des paramétres déterministes & estimer
pour chaque envegistrement ef sa version « stochastique » qui, par opposition, conlére

aux amplitudes une nature aléatoire qui perinet de les intégrer hors du probléme de la

localisation. Cles méthodes sont maintenant détaillées, en particulier la version « sto-
chastigue », dans la mesure ol celle-ct s'inserit dans ta logique de notre démarche qui

probabilisera tous les paramdtres & estimer.

4.2.1 Méthode du maximum de vraisemblance « déterministe »

L'enserible @ des paramatres est constitué des P directions dlarvivée, de K vecteurs
dramplitudes s{t), £ = |,..., K, auxquels s’ajoute la variance of du bruit additif, consi-
déré comrne blane gaussien centré complexe circulaire. Compte tenn de cethe dernidve

hypothése et du modéle {1.14), les observations sont gaussiennes de movenne non nulle
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As{t} et de covariance o7 L.

En supposant en outre que le bruit est indépendant d’enregistrement en enre

ment, alovs les doondes sont indépendantes et leur fonction de vraisemblance, définie

cotrtne levr il p. jointe, est fournie par la statistique du bruit selon :

K
py:®) = ] miyy - Asy; @)
t=t
I Live - Asif? (11.14)
= s XY — Nl 3 . e
=Rl A TR G

Maximiser cette vraisernblance est équivalent & inimiser Panti-log-vraisemblance
—inply; ®). Le résultat de cette minimisation est obtenu [BrESLER & MACOVSKL 1986,

ZISKIND & Wax 1988] sous ta forme séparable suivante:

§u(8) = A*B)y, Yk, . K

s ! . )
526) = Wtr{l’i@R} (IL.15)

" R P
Ouvp = atgn}’;ntl{PAmR}

ol par définition, A#(G) est a psendoinverse de la matrice des vecteurs-source construite
avee les DDA estimées Gyvp el Py(8) est Popérateur de projection orthogonale sur le

poyan de A, c'est-d-dire, en omettaut la dépendance en 8:

At = (ATA)A
Pan = AA* (11163
Px I Py.

1

il

Les DDA estimées aw sens di MVD sont telles que

é,\w[) = arg main Havp(8) ot Hyvp(8) = tr {F’;:(é-)ﬁ} . (IL.17)

Le probléme de la minimisation de (IL17) par rapport 3 8 sera discuté dans les lignes sui-
vantes. Sa résolution wénera alors sans difliculté aux estimées des amplitudes complaxes

et @ la variance du brait additil selon (I1.15).

4.2.2 Méthode du maximum de vraisemblance « stochastique »

Les signaux issus de sources sont maintenant modélisés comme une suite de variables

aléatoires complexes gaussiennes circulaires, de moyenne nulle et de covariance inconnue

5. Comparativerent & ['approche déterministe, lespace des paramétres @ = {8, 5, 67}
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est de dimension rédnite, indépendante du nombre d’observations. Les mesures y, com-
binaisons linéaires de variables aléatoires gausiennes sont normalement distzibuées selon
_-‘\4‘"(0, R) avec

R =A(8)SAT(6) + 0?1y (IL18)

Ces hypothéses sont les mémes que celles qui permettent d'établir les critéres informa-
tionnels (1111}, De fait, ils reposent sur la méme fonction de vraisemblance donnée par:

K 1 1
ply: ®) =[] TR O {MYLR’EM}' (T.19)

=1
Aprés élimination des termes constants, Uanti-log-vraisemblance {normalisée) prend la
forme ]
l .’t_‘ 1‘ .
Lavs(@) = In iR} + ELHR" Y
=1
qui 8°écrit encore:

Lyvs (@) = lulRl-%t;r{R“iﬁ} (11.20)

ol R est définie par (11.9). Sa mizimisation, avec R donnée par (1L18), conduit & la
solution séparable {BOHME 1986, JAYFER 1988

S(6) = A*(6) (R - ah)Iy) a*1()

g ! vl n T
(8} = ?g'“:“};tl‘{fi@)}l} (1Len
Buvs = argmin{A(B)S(0)AT(8) + 5H(E)Lx].

définle

JATFER [JAFFER 1988| aboutil & cetbe expression sous Ihypothése que R
positive, condition assurée dés que A = V. Mentionzons toutefois que Pestimée § ext
obtenue par minimisation de (11.20) par rapport & 8§ sur Pensemble des matrices hermi-
tiennes [STOICA et coll. 1996], Par conséquent, son caractere serni-défini posttil o'est pas
garanti, sauf asymptotiquement. Toutes ces remarques font qu'en pratique un nembre
suffisamment smportant denregistrements est souhaité. La méthode du maximmm de
vraisemblance stochastique a été spécifiquernent Haborée dans ce contexte. Parmi toutes
les méthodes précitées, c'est L seule qui ne s'adresse pas au probléme d'analyse spectrale
d’une série temporelle.

En mantpulant les solutions (11213, il est possible d’obtenir une fonction de la seule
variahle @ dont Vargument du minimuny est Uestimée au sens du MVS des directions

darrivée

Barvs = arg mgin Hyys(8), (11.22)
avec
v on 1 Huvn() fae o .
Hayvs(8) = (N — P) In Nop +ln |[AHBIRA{G)] ~ la IAT{BYA(8)] (1123
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et ot Hyyn{@) est donnée par ([L17). La démonstration de ce résultat est donnée dans
Vannexe C. Cette derniére relation montre que le critére MVS s'exprime en fonction du

critére MVD | sa minimisation est plus complexe,

4.2.3 Problémes d’optimisation

Bien que dans ces deux méthodes il soit possible de douner une solution sous forme
séparable, les critdres de vraisemblance {[[.17} et (1123) sont des fonctions non lindaires
des directions d'arrivée. D plus, ils présentent de nombreux mivima locaux, dot la

difficulté de garantiv une convergence ve

s le minimurn global, Minimiser ces critéres exige
de mettre en uvre des algorithmes d'optimnisation multidimensionnelle, la plupart du
tetzps trés cofiteux, Etant donnée la cornplexité du probléme, les techninues classiques de
descente {gradient, Newton-Raphson, ete.}, fortement dépendantes de Pinitialisation, ne
suffisent pas. Certains auieurs ont proposé des algorithmes stochastiques comme le recuit
simule [SHARMAN 1988] ou les algorithmes génétiques [SHARMAN & MOCLURKIN 1989],
Leur ternps de convergence trés long rend leur utilisation prohibitive. Il existe néanmoins
dans la littérature certaines techniques permettant de réaliser cotte tiche avec un souci
de complexité minimale. Par exemple, pour le MY on peut citer Palgorithme [QMI de
Bresler [BRESLER & MACOVSKE 1986] ainst que la technique des projections altecnées
[ZisKinD & Wax 1988].

Enfin, quelle que soit la vanante, Mimplémentation des algorithmes corvesponeants
est délicate. Cect explique que ces méthodes testent peu utilisées, mais suscitent de

NI b reuses T('f(fil(-?l‘C}lf‘S.

5 Ambiguités d’antenne et identifiabilité

Nous proposons maintenant quelgues comnmentaires & propos du nombre maximal de
sources localisables par wn réseau de capteurs donné.

Le nombre de sources présentes dans le secteur angulaire senusé pent, théoriguement,
prendre une valeur quelcongue. En revanche, il existe une limite an norebre de sources
localisables, qui dépend de la géoméirie de Nantenne, de la paramétrisation du modsle
d’ebservation et des méthodes utilistes.

La mise en wuvre opérationnelle des méthodes de goniometrie HR fondées sur la
structure de la matrice de covariance des observations et celle des eritéres de détec-
bion usuels nécessitent de travailler avec des géométries d'antenne niintroduisant pas
embiguités sur la position des sources.

Par définition, ces ambiguités se produisent dés qu'um vecteur de la variété d'antenne
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pent s'écrire comime combinaison linéaire dautres vecteurs de cette’ varifté
[FLIELLER 1995]. Le nombre de sources localisables simultanément par une antenne li-
néalre est, pour cette raison, lié au nombre de eapteurs. En effet pour une telle antenne,
le rang de la matrice A{f) des vecteurs sources ne peut excéder le nombre de capteurs,

o la condition requise: P < N. Clest une condition nécessaire de non-ambiguité, Elle

nest pas suffisante. Néanmoins il est montré dans [FLIELLER 1995] qu'une antenne §i-
néaire qui satisfait la condition de Shannon {1.18) est effectivernent non ambigné sur tout

I'horizon observable [~#7/2;7/2]. Comme nous Davons vi, la localisation et {a détection

par les méthodes classiques qui reposent sur la structure de la matrice de covariance des
observations sont subordonnées A Uexistence d'un « sous-espace bruit » La dimension
winimale de ce dernier étant égale & 'unité, ces méthodes imposent donc hypothése

plus restrictive /7 < ¥ — | pour éviter toute ambiguité,

Abstraction faite des problames d'identifiabilité sous-jacents, Uatilisation des statis-
tiques d'ordres supérieurs & deux [CARDOSO 1990] permet théoriquement de localiser

simultanément, & partir d'une antenne AL, des sources en nombre bien plus éle

> (que
celui des capteurs. En oulre, une paramétrisation plus complte {gisement, élévation,
polarisation} du vectenr directionnel offre aussi la possibilité de franchir les limites clas-
stques de localisation sans ambiguités [HOCHWALD & NEHORAL 1996].

Pour I'antenne ALU que nous considérons dans ce document, Uhypothése P < N - |
assure seulement qu'd Uinséricur de la classe Cpey.y des solutions comportant mojps de
sources (ue de capteurs il 0’y a pas, en effet, d'ambiguités sur la position angulaire des

sources autre que celle que nous avens citée dans le chapitre précédent, & savoir 'am-

Bigaité lide & des directions d’arrivée symétriques par rapport & Pantenne, Néanmoins,

il ne fant pas perdre de vae qu'd tonte configuration comprenant plus de sources gue
de capteurs - qui pent étre la configuration réelle - correspond au moins une représen-
tation équivalente dans la classe Cponoy. luversement, on montre aisément qu'd loute
configuration de Cpey-y correspond une infinité de configurations & plus de sources que
de capteurs, Par conséquent, Uhypothése P < N — | ne léve aucunement, les problémes

Fidentifiabilité qui sont susceptibles d'apparaitre dans toute situation réelle,

Quoiqu’il en soit, au-dela des problemes d'identifiabilité potentiels, hypothése clas-
sique P2 N — 1 est surtout avancée pour des raisons dordre méthodologique
[Canposo 1990], Elle est en effet indispensable aux eribdres de détection et aux mé-
thodes de goniométrie gui reposent sur une décomposition en éléments propres d'une
estimée de la matrice de covariance des observations. Ajoutons que cette hypothése pent
s'avérer mitative sur un plan algorithmique puisquelle interdit d’emblée tout passage

par une configuration & plus de sources que de captears,

Nous ne nous étendrons pas davantage sur ces problémes d'identifiabilité et damn-

biguités d'antenne. [ convient cependant d'observer la plus extréme prodence sur ces
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problémes gui demandent encore quelque approfondissement et dont Pétude n'en est qu'a

ses prénisses.

6 Limitations et alternatives i la méthodologie clas-
sique

Cette synthdse des principes de la méthodologie traditionnelle met en exergue un

certain nombre de limitations que partagent les méthodes de détection et de localisation.

6.1 Limitations

L premiére d’entre elles vient d'atre évoguée: le nombre de sources identifiables est
intrinséquement limité par la taille de Pantenne. La seconde dmane du fait que les prin-
cipes qui les sous-tendent se fondent exclusivement sur des considérations asymplotiques.
En effet, les propriétés théoriques a nombre infini denregistrements constituent élément
déterminant qui motive le choix des estimateurs. On est alors en droit d’attendre de ces
techniques de « bonnes » propriétés lorsque le nombre d'enregistrersents tend vers Pin-
fini. Cest {e cas pour la majorité d'entre elles qui, asymptotiquenent, ne présentent pas
de biais et atteignent la borne de référence de Cramer-Rao. Seulignons toutefols que
le critére d’Akaike présente un biais asymptotique en surestimant systématiquement le
nombre de sources {ZHANG et coll. 1989, WaX & KaILATH [983].

Qu'il s'agisse des techniques afférentes & la détection ou 4 la localisation de sources
en nombre fixe, toutes substituent i la « vride » matrice de covariance des observations
R Pestimée R donnée par {(11.9). Elles sont qualifices d'asymptotiques an seus ofl cette

estimée satisfait

K—roxr

. | K
liw S vyl = Eiyyi] =R (11.24)
k=1

Waprés (11.24), la qualité de Pestimation de cette matrice, qui joue denc un réle fonda-

mental dans ces techniques, dépend fortement du nombre d'enregistrements.

Au rontraire des techniques de formation de voles, les méthodes HR reposent forte-
ment sur les propriétés algébriques hées an modéle d'observation. En pariiculier, hor-
mis les techniques du maximum de vraisemblance, elles suppesent que les amplisudes
des sources sont mutuellement décorrélées. Cependant, les ondes provenant de certaines
sources sont susceptibles demprunter des trajets de propagation différents, i la suite de
réflexions multiples par exemple. Une telle situntion induit alors une inévitable corréla-

tion des amplitudes des sources responsables de ces multi-trajets. Il parait alors évident

qu'un nombre d'enregistrements Important favorise la sensibilité des méthodes & cette
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corrélation qui introduit une dégradation du conditiennement de la matrice R. La tech-
nigue du « lissage spatial » [OUvAMRI & CLERGEOT L987], qui consiste & moyenner phu-
sieurs matrices de covariance sur différents sous-réseanx de capteurs, en améliore le condi-
tionnement. Appliquée aux méthodes de goniométrie de type « sous-espaces », elle permet
généralement de restituer ensemble des directions d'arrivée [SEAN et coll. 1985]. (Test
une alternative intéressante, En revanche, elle ne permet pas d'étendre les critéres AIC
et MDL aux cas de sources partiellement corrélées | Tas & Lacoume 1989]. De surcroit,
elle a pour effet de diminuer fouvecbure du résean, donc sa précision el le nombre maxi-
rial de sources identifiables simultanément. Ces limitations ont suscité Pétude dlantres
critéres, comume par exemple, ceux qui reposent sur une modélisation du profil de dé-
croissance des valeurs propres de la matrice R FOuAMRIL 1986, MICHEL et coll. 1991].

Néaumoins, aucun de tous ces critéres ne donne encore entiére satisfaction. Tous
savérent particulidrement inefficaces lorsque le nombre de données disponibles ou le
rapport signal-a-bruit sont faibles. De plus, leur comportement est désastreux en présence
de sources corrélées. Aussi le probléme de Pestimation du norbre de sources demeure
un probléme ouvert, au point qu'il est souvent préférable de le surestimer et de procéder
a posteriors par seuillage intensimétrique [MUNIER & DELISLE 1991].

Quant aux méthodes de goniomeétrie HR, inclusion des amplitudes des sources dans
la procécdure d'estimation, réalisée par les techniques de maximum de vraiserablance, a
perruis daméliorer de fagon substantislle les performances de localisation, hien qu’an
prix d'une charge caleulatoire accrue. Tous les méthodes HR souffrent néanmoins d'un
mangue de rebustesse vis-d-vis d'un faible nombre de données ou d'un niveau de bruit

important, situations fréquemment rencontrées en pratigue.

6.2 Défauts méthodologigues et alternatives

En dehors du caractére asymptotique de ces méthodes, on peut penser que Uensemble
des faiblesses que nous venons de mentionner émanent, en amont, de la démarche mé-
thadologique adoptée. En particulier, estimer le nombre de sources présentes dans le
mitien exploré avant méme de les localiser ne parait pas étre un choix naturel. Bien que
de natures fondamentalement différentes, la détection et la localisation constituent des
faceties du probléme intimement lides. Les traiter conjointement est done susceptible de
contribuer & amélioration des performances globales. Comparativement & fa méthodo-
logie orthodoxe, H s’agit done de franchir e pas supplémentaire qui consiste 4 intégrer la

variable discréte P dans lensemble des paramétres 3 estimer, dans Pesprit d’une stratégie

d'estimation simeltanée. La structure composite du probleme est ainsi préservée: olest
d ce nivean que se sttue la premidre contribution de notre travail. Blie vise & prendre en

charge Pestimation de la botalité des paramétres au sein d'une unique procédure. Nous
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verrons qu'nne telle démarche permet d'atteindre des performances de détection et des-

timation particulierement remarquables dans les situations ot les approches classiques

sont traditionnellement mises en défaut.

CHAPITRE 111

LA METHODOLOGIE BAYESIENNE DE
DETECTION-LOCALISATION

A PLUSIEURS niveaux, des stmilitudes peuvent étre établies entre les problémes de go-
niométrie en traitement d’antenne, de recherche de raies pures en analyse spectrale
et celui de fa déconvolution d'un train dimpulsicos. Eo particulier, ils se formulent tous
trois cotmme des problémes lnverses. Ceux-ci seront introduits, de méme que les outils
de régularisation qul permettent de lever leur caractére souvent mal-posé. Les notions
de régularisation seront abordées dans le cadre de Pestimation statistique bayésienue et
les problémes de la location de sources et de raies spectrales serout reformuiés dans ce

contexte,

Dans ce chapitre « pivol », nous introduirous un certain nombre de coucepts, les-

détection

quets débouchent sur nne méthodologie différente de celle qui détre évoqus
et localisation seront trattées simultanément. Enfin, nous présenierons une application

originale de ces principes dans e cadre de Panalyse spectrale.

1 Analogie avec la déconvolution impulsionnelle

1.1  Similitudes des problémes

Comme nous 'avons mentionnd au début du chapitre [, la sismique-réflexion en géo-
physique, le contrdle non-destructif ainsi que Uéchographie ultrasonore en imagerie médi-
cale constituent des applications de traitement d'antenne. Tous ces procédés consistent

& émettre une onde se propageant dans le matérian étudié et & recueilliv & sa surface

tout ow partie des ondes réflechies par tes inhomopénéités. Sous des hypothéses as

stmplificatrices, il est possible de dégager un modéle physique cotmmun i chacune de ces
applications. Habituellement, on associe un modéle convolutionnel: le signal y des échos
enregistrés (ou trace} est considéré comme la convolution de Ponrdelette incidente avec la

séquence de réflectivité r (signal décrivant les réflexions successives de Ponde) corrompue
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par un brait additif b traduisant aussi bien Vimperfection de la mesure que les erreurs

de modélisation. L'équation d’entrée-sortie du moddle s'écrit ;

We = [ e () o b .y

ot = désigne fa profondeur sur la verticals an point de mesure. Dans le cas d'un miliey
composé de zones & pew prés homogenes, la réflectiviié s’anaule partout i exception
des interfaces entre zones. Elle apparait done comme une suite dirpulsions, en nombre
limité {mais inconnu) et damplitudes variables: r(2} = T 0z — z). Pour sépaver
ces impulsions, les localiser et en déterminer Namplitude, it est nécéssaire dlinverser le
processus de dégradation modélisé par (1111}, La restauration de la séquence de réflecti-
vite 7 & partir des observations y est un probléme de déconvolution impulsionnelle,

en référence & la structure de ia solution recherchée.

Ainsi formulée, la déconvolution impulsionnelle présente de fortes similitudes avec les
prabidmes de localisation de sources ou de raies spectrales. En effet, un champ discret de
sotrces ponctuelies présente typiquement une structure impulsionnelie, de méme qu'un

spectre de raies pures. Il est en outre possihle d’attribuer des rales semblables ;

-~ aux impulsions, aux sources ponctuelles et aux raies spectrales

- anx amplitudes de toutes ces quantités ;

- & londelette, aux vecteurs-source et aux vecteurs-fréquence.
Les deux premiers paraissent évidents. Le broisidme s'explique ainst: londelette reflochie
par un écho situé & wne profondenr = donnée, ronsidérée comme la réponse du systéme
d’observation & une impulsion, joue un réle comparable {1} au vecteur-source pointant

dans une direction § donnée, qui s'identific & la réponse de Pantenne a Ponde issue de

cette direction et (if) par I'analogie mentionnée an § I 2.4, aux vecteurs-fréquence,

Ces trofs probldmes partagent un objectif commun: localiser un nombre inconunu

d'impulsions en mikea bruité et en déterminer les amplitudes.

1.2 Problémes inverses et régularisation

Dans chacun de ces problémes, les grandeurs d’intérét ne sont pas divectement ac-

cessibles. Les mesures, recueillies par Pintermédiaive d'un dispositil expérimental, four-
nissent une « image » de ces grandeurs, distordue par la réponse du systame dobservation.
Par exemple en goniométrie, la réponse de Pantenne 3 une onde plane provenant d'une di-
rection donnée ne refléte que partiellement la présence d'une soures en raison du nombre

limité de capteurs, Plus ce nombre est dlevé, meilleure est la résolution naturelle de an-

tenne. Théoriquement, une infinisé de capteurs permel de résoudre parfaitement toutes
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les sources présentes dans Uenvironnement, si preches soient-etles, Iantre part, aux lin-
tations intrinségues du dispositil expérimental s'ajonte la présence d'un mévitable bruit
participant & cette distorsion des mesures. Cellas-ci souffrent alors d'un déficit informa-
tionnel. Le probléme qui consiste & restaurer une image physiquement acceptable des
grandeurs d'intérét & partic des mesures effectudes, dans le but d'améliorer la résolution

de Pappareil, est un probléme inverse.

La résolution d'un probléme inverse pose généralernent de sérieuses difficultés. (est
le cas du probléme de la déconvaelution impalsiounelle, méme dans la situation favorable
d'une connaigsance parfaite de londelette. Un tel probléme appartient en effet 3 la classe
des problémes inverses dit mael-posés [DEMOMENT 1985, DEMOMENT 1989]: au sens de
HADAMARD, I'existence, I unicilé et la stabilité de Ja solution ne sont pas garanties simul-
tanément. Nurnériguement, le caractére mal-posé du probléme inverse se traduit par un
meuvais conditionnement de Popérateur & inverser, qui nuit & la stabilité de la solution.
Le caractére mal-posé de la déconvolution résulte du manque dinformation des dounées

4 traiter. [l est & U'origine de forfes incertitudes sur les paramétres cherchés lorsau'ils sont

estimés sur la seule base des observations. En effet, les méthodes qui considérent la fidélité
aux observations comme uaique critére de qualité fournissent généralernent des résultats
inacceptables. (Pest en particulier le cas de la solution classique des moindres carrés,
bien que parée de toutes les qualités de la statistique orthodoxe {biais nul, variance mi-
nimale, horne de Cramer-Rao atteinte) [DEMOMENT 1985). Sous Phypothése d'un bruit
adeitif blanc gaussien, cetfe solution est ausst celle qui maxinise la vraisemblance des

ubservations,

La régularisation {TIKHONOV & ARSENIN 1977] coustitue maintenant une maniére
classique d'aborder ce probléme. L'idée directrice est de renouncer & Pespoir de retrouver
la solution exacte en partant de données « imparfaites » Une classe de solutions admis-
sibles est alors définie, Toute solution sélectionnée dans cette classe est acceptable au
sens o elle est compatible avec une information supplémentaize décrivant les propriétés

désirables d'une « bonne » solution. Dans notre cas, c'est le caractére impulsiounel de

le solution qui doit étre pris en compte. La régularisation du probidme pent élre mende
dang les cadres de la statistique orthodoxe par une paramétrisation de la solution, de
linlérence bayéstenne par introduction de modéles probabilistes a priori on de la ré-
gularisation déterministe en hmposant des contraintes sur la solution. De toute facon, il
s'agit d’exploiter une connaissance structurelle de la solution recherchée afin de conipléter

Finformation contenne dans les observations.

En goniométrie comme en analyse spectrale, on peut citer quelques situations qui

tent de faire appel awx concepts de la régularisation:

L. seul un faible nombre de données est disponible;
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2. les conditions de rapport signal-d-bruit sont difficiles;

3. on cherche & localiser un nombre de sources supérieur a celui des capteurs: dans
ce cas, le normbre d'inconnues est supérieur & celui des observations, le systéme des
équations d'observation est done surdéterming, el Pon aimerait pouvoir définit une

solution ;

4. les sources ou les rales spectrales sont extrémement proches: cette situation est

iHustrée sur {a fgure [I11.

Evidemment, une combinaison partielle ou totale de ces seénarios renforee Ia nécessité
d'une régularisation. Notons que ces situations sont généralement celles qui échappent
aux technigues traditionnelles, par manque de robustesse on tout simplement parce
gu'cHes sortent de leurs objectifs {comme e point 3.).

1ol

swmbre de condition

/

it 04 0o (%} i
carrelation spatiale

FiG. L1 - Evolution du nombre de condition de Uopérvatenr A(8) constitué de deny
vecteurs-source en fonetion de lewr produil scalaive novmalisé (corrélation spatiale), Le
nombre de condition de Uopérateur est défini connme le rapport de ses volewrs singuliéres,
Lo meilleur conditionnement numérigue est oblenue lorsque les vecteurs sont orthogo-
nawe, ef sa dégradation est fonction croissante de leur degré de colinéarité.

Les premidres analogies qui vienoent d'étre étahlies sont de natures structurelle of
inlerprétative. Blles ont suscité notre intérét pour les principes méthodologigues gui
sous-tendent la résolution du probldme de la déconvoiution impulsionnelle. La plupart des
techniques modernes de déconvelution d'impulsions sont envisagées dans le contexte de la
régularisation bayésienne. Elles fournissent des césultals dune qualité teés satislaisante,
En particulier, elles se prétent facilement & la mise en wuvre d'un vérilable procédé
de détection-localisation simultané, Cetle caractéristique nous a naturellement jncité i
privilégier Uapproche bayésicnne des problémes inverses rencontrés en goniométrie et en

analyse spectrale de raies pures. Ses principes sont raintenant décrits.

2. Approche bayésienne des problémes inverses Page 37

2 Approche bayésienne des problémes inverses

2.1 Principes

Pour simplifier 'expoesé, nous considérons la forme générale d'un probléme inverse

Hoéaire, obtenne lorsque la distorsion est Linéaire ou approchée comine telle:
y=Ax+b {HLD)

ol @ désigne le vecteur des paramétres recherchés, A la matrice de transfert du dispositit
d’observation, ¥ les mesures recueillies et b un bruit additionnel qui méle les erreurs de
madélisation et de mesure. De plus, l'opérateur A est suppost conmu. Il g'agit alors
d’estimer & ayant observé y ot connaissant A. ['inversion de la relation ([11.2) demeure

un probléme difficile, méme dans le cas favorable de la connaissance de Popératenr A.

La régularisation bayésienne est réalisée de {a maniére suivante. Les propriéiés struc-
turelies de la solution sont généralement introduites sous la forme d'une disteibution de
probabilité paraméirée p(a[H). En dautres termes, |a solution est considérée comme la
téalisation particuliére d’une famille de processus aléatoires. Les observations, quant a
elles, sont décrites par leur distribution jointe ply|e, H). Celle-¢i est complétement dafi-
nie par le modéle (1112} et la distribution de probabilité du bruit de mesure. La régle de
Bayes permet alors de fusionner Pinformation a priori introduite sur la solution et celle
qui est contenue dans les données observées selon:
plyle. H)pla!H)

plyiH)

La distribution e posteriori ainsi construite résume, i elle seule, toute information

pleiy, H) = (111.3)

disponible sur la solution. L'ensemble #H des « hyperparamétres », selon la terminologie
du domaine, est constitué de toutes les paramétres décrivant la statistique du bruit et la
distribution ¢ priori. Sauf mention contraire, nous le supposerons connu. Son estimation
ne sera discutée quan chapitre VI Le dénominateur de (111.3), quant 4 hi, ve joue pas

d'autre role que celui d'un coeflicieat de normalisation : p{ylH) = fp(y!:n,?—{)p(m[‘}{}dm.

Le probleme de la déconvolution impulsionnelle est généralement mis sous la forme

matricielle lindaire ([I1.2). Sa siructure est trés voisine de celle des systémes semi-linéaires
(L14) et (116}, Nous reviendrons sur ce point ultérieurement. Dans le chapitre V. nous
examinons les approximations qui peuvent conduire a éeriture de ces modéles sous {a

{forme lindaire {111.2).

2.2 Estimateurs bayésiens

La régle d'inférence statistique choisie vous place naturellement dans un cadre dex-

timation fondé sur la distribution @ posteriors (1113} Plusieurs choix sont possibles
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parmi les estimateurs ponctuels, comme Je maximum, la maoyenne ou encore la médiane
de cette densité, chacun de ces estimateurs corvesponeant & un critére de décision et une
fonction de codt diffdrents. Un choix trds usuel cependant est celui de Pestimatenr du
maximum a posteriori :

Fypar = arg n}rz_lxp(:vgy,’}{) R
en particulier en déconvolution impulsionnelle. Aprés élimination des termes indéapen-

dants de @, cot estimateur 5'4crit aussi sous la furme fogarithmique:
Epap o= Arg min {~lnp(yle, 7} — o p(a]H)} (IH.4)

qui fait apparaitre la minimisation d'un eritére mixte, Le premier terme n'est autre
que Vanti-log-vraisemblance des observations. Il représente Uadéquation aux données. Le
second, quant & fui, traduit e priori introduit sur fa solution. Notoss que le choix d'une

densité p{z|H) uniformne conduit an critére de vraisemblance classique.

En conclusion, Papproche bayésienne offre un cheminement logique : on pact des pro-
pri¢tés désicées de la solution et on aboutit & un estimateur, au contraire des approches
classiques évoquées au chapitre IF qui partent d'un estimateur ed hoe ot examinent en-
suite ses propriétés. De plus, elle permet de retrouver les approches fondées sur le principe

du rmaximum de vraisemblance comme des cas limites, sans probléme de cohérence,

3 Modéles a priori composites

La régularisation bayésienne repose sur une description statistique des propriétés
steucturelles de la solution @. Dans les problémes de goniométrie ou de recherche de rajes
pures, comme dans celui de {a déconvolution de traces sismiques o échographiques, la
solution vecherchée présente une structure impulsionnelie. [Vaprés ce qui précide, la prise
en compte de cette information @ priori, de nature qualitative, ne peut gu'étre bénéfigue.
Plusienrs modéales probabilistes sont envisageah

des lors qu'ils refletent cetle propriaté.
Néanmoins, une approche trés satisfaisante, qui permet de traduire parfaitement le ca-
ractére impulsionnel, est de considérer gue la solution est constituée dévénements isolés
{sources, raies, réflecteurs), répartis aléatoirernent dans un signal résiduel nul, Ce niveau
de deseription est atteint 4 Paide d’un modéle composite comprenant :

- un processus ponctuel g qui commande Pappasition des événements ;

- un processus conbinu 8 qui controle feurs amplitudes respectives.

La solution est alors recherchée sous la forme @ = {3.4). Le processus ponctuel g, non

observe, s'tuterpréte comme une succession de variebles cachées déerivant la position des
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impulsions. Les amplitudes s sont, quant i elles, partiellement sbservées en raison des
caractéristiques Hmitées du dispositif de mesure. I convient de remarquer & ce stade
que les modeéles d'observation (1.14) et (116) font apparaitre czplicitement la siracture
composite de la solution : en effet, les variables de positions, décrites par 8 ou v selon le

modele, sont découplées des amplitudes,

Deux types de modaies composites vont maintenant étre considérés : le modéle Bernoulli-
Gaussien et le modéle Poisson-Gaussien, utilisés jusqu'a présent dans le seul contexte de
la déconvolution impulsionnelle. Néanmoins le premier oceupe dans la littérature une

place beaucoup plus importante que le second, pour des raisons qui seront explicitées,

3.1 Le modéle Bernoulli-Gaussien

Le modate Bernoulli-Gaussien (BG) a &té inttialement introduit par KORMYLO et
MENDEL [MEBNDEL & KORMYLO 1978, KORMYLO 1979, KORMYLO & MENDEL 1982]
4 la fin des anunées 70, avec pour cadre dapplication la sismigue-réflexion. 11 §7agit d'un
processus corposite aléatoire blanc qui permet de modéliser une séguence dimpulsions
disposées sur un enseruble discret, Les impulsions sont distribudes sur une grille de N,
points indépendarnment les unes des autres et avec la méme probabilité d'apparition.
L amplitude de chague impulsion suit une distribution gaussienne, Plus précisément, un
processus BG @ 2 (s, q) est défini comme une suite de variables aléatoires mutuellement
indépendantes q; et sx {1 < & < N,) et identiquement distribufes selon:

. R TTI " ., }]l'(qk:i}::z\
— g, est une variable binaire de Bernoulli { Pr(g, = 0) = 1 ~ A

(111.5)
~ {8;lq, = q) est une variable gaussienne centrée de variance go?,

Un modele BG est complélement défini par deux hyperparametres:

A€ [0, 1] probabilité d’apparition d'une impulsion par pas de discrétisasion ;

- o variance de Pamplitude des impulsions,

o variance de | litude d hulsions
Le nombre dlimpulsions cofncide avec la distance de Hamming du vecteur g, cest-d-dire
le nombre de ses composanies non nulles.

3.2 Le modéle Poisson-Gaussien

Le modéle Poisson-Gaussien (PG) a é1& introduit en déconvolution dirapulsions par

KWAKERNAAK [KWAKERNAAK 1980]. A la différence du modéle BG, i permet de mo-
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e

8¢

PG, HL2 - Evemple dlustralif d'uvn processus Bernoulli-Glaussien

déliser une répartition aléatoire uniforme de points sur un domaine continn. Chacune de

ses composanies g et 8 se définit ainsi:

- les impulsions réparties sur un intervalle A = [a, b} indépendamment les unes des
autres sont modélisées cotnme la réalisation d’un processus de Poisson homogéne
q. de densité A € R* uniforme sur A. Par conséquent, le nombre total d'impulsions
N{AY sue Pintervalle A suit la loi de Poisson:

Pr(N(A) = p) = (111.6)

La densité A du processus gore la probabilité Capparition des tmpulsions. Bufin,
notons que la quantité g ne représente plus un vecteur mals an ensemble non

ordouné de points dont le cardinal §'identifie an nombre tmpulsions.

- la variable conditionnée (s|q), qui représente les amplitudes des impulsions locali-

sées par g, est todélisée par un processus gaussien, centré et de variance o,

Le modeéle PG est, Iui ausst, entigrement défini par les deux hyperparameétres d et o2,

Les délinitions o

lessus mettent en évidence la stracture hidrarchigue de tels mo-
déles: les variables aléatoires qui contrélent Pamplitude des impulsions sout définies
couclitionnellement & celles qui commandent la position. Quelques liens peuvent étre
établis entre tes deux moddles qui e différent que par leur premitre cotposante. Le
processus de Polsson peut étre considéré comme un cas Hmite du processus de Bernoulli
en faisant tendre le pas de discrétisation vers zéro, & densité d'impulsions constante
[BLanc-LaPIErRE & PICiNgoyo 1981 Le modéle BG slinterprate doue comme une
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31
L2
52
a4 l 45 } 1 B
qy qa G,

83

i, L3 - Ewemple illustratif d'un processus Poisson-Gaussion

« version discrétisée » du modele PG dont on & quantifié les positions des impulsions.

Cette caractéristique confére au modele BG une plus grande simplicité demploi. Pour

cette raison, il occupe une place privilégiee dans le domaine de la déconvolution jempul-

sionnelle.

4 La démarche méthodologique

Qu'il s'agisse de Pun ou Pautre des deux modéles, la restauration de la solution =

sous la forme composite (8, ) nécossite les deux opérations:

L. Pidentification des variables de position contenues dans g ;

2. la détermination des variables d'amplitude s.

Considérations terminologiques Selon le vocabulaire de la déconvolution impul-
sionnelle, la premidre de ces opérations est appelée « détection », la secoude « estima-
ton » Dans les domaines respectifs de la goniométrie et de I'estimation spectrale, le
premier de ces termes désigne exclusivement la détermination du nombre de sources
{el. § [T 2). Cette nuance terminologique n'est en fait que le reflet de conceplions mé-
thedologiques fondamentalement apposées. Dans (1117}, e probléme de Pestimation du
nombre d'impulsions n'est pas formulé explicitement en tant gue tel: it est intégré dans
Popération 1. Il est manifeste, en effet, que Uidentification du processus poncluel g per-
mettra simultanément de localiser les impulsions et, par conséquent, d'en déterminer le
nombre, au contraire de la méthodologie classique qui procéde a rebours. Par souci de
clarté, nous conserverons le vocabulaive défini au chapitre T Afnsi, le terme « détection-

localisation » concerne les dewx premidres opérations de Uapproche dassique. lisionnées

dans la procédure . de ([LLT).
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Considérations stratégicques [Vaprés le paragraphe 2.2 du présent chapitre, 1 stricte
application de Vapproche MAP conduit d effectuer les deux opérations ci-dessus conjoin-
tement, par maximisation de la vraisemblance @ posteriori jointe p(s, gly, H). Néan-
moins, dans le cadre des estimateurs au sens du maximum de vraisemblance, il ess
également possible de construire des vraisemblances & partir des lois marginales de s et
g ou encore d’estimer 'une des grandeurs par maximisation de sa vraisemblance margi-
nale puis U'autre par maximisation de la loi conjointe en utilisant le résultat de Pésape

précédente. Aucune régle générale ne favorise o priori 'zne de ces stratégies ot le choix

demeure subordonné aux propriétés des estimateurs correspondants, & la cohérence des
résultats obtenus et aux difficultés de mise en uvre.

Ausst, certains  travaux mends dans le contexte de la  déconvelution BG
[KorMYLO & MENDEL 1982, GOUSSARD et coll, 1990, CHAMPAGNAT ef coll, 1994 pré-
conisent une stratégie d'estimation séqueniielle. Cette approche consiste & intégrer les
amplitudes hovs de 'étape de localisation des impulsions, de facon tout & fait similaive &
la méthode du maximum de vraisemblance stochastique comparée 4 sa variante détermi-
niste {voir § [14.2}. Une telle dércarche se fonde done sur les deux tapes séquentiolles de

focalisation et d’estimation des amnplitudes, dont les principes sont maintenant présentés.

4.1 Localisation d’un nombre inconnu d’impulsions

D'aprés ce qui précéde, les amplitudes sont traitées comme des paramdtres de nui-
sance. La localisation des impulsions repose alors sur la vraisemblance o posteriori mar-
ginale de q ayant observé y, cest-a-dive

plaly M) = fp(q,SIyJH) ds, (118

Destimateur retenu est I'argument de son maximum, appeld solution du maximmm o pos-

teriori marginal (MMAP), L'application successive de la régle de Bayes permet d'éerive :

iq. ") plq, H).

§ = arg max p{

Les expressions de ces deux vraisemblances dépendent du rmodele ¢ priord utilise. Elles

seront envisagées dans les deux chapitres suivants. Dans le cas du modéle BG, Vestimeén
se situe sur une grille. Dans le cas PG, elle appartient 2 un espace conting, De tonte fagon,

le nombre d'impulsions apparait cornme un sous-produil de cette procédure: £ 2 dim q.

4.2 Estimation des amplitudes des impulsions

Llestimation des amplitudes succdde 4 Uétape de localisation. Cette démarche est

commune & la méthodologie classique HR. Les amplitudes sont déterminées en maximi-
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sant par rapport & s la vraisemblance a posteriori de 8 connaissant y et g
Psly. @, H) o plyls, W) p(sid, H), (111.9)

velation ebtenue en appliquant fa régle de Bayes et en remarquant d'autre part que
wyls, §.H) et ply|s. M) sont identiques, identité qui traduit que ¢ n'est pas observé,
Dlaprés le modele (I1L2), la premitre densité & droite de (I11.9) corvespoud 4 celle du
bruit d'observation b que nous supposons blanc gaussien, centré et de variance of. En
raison de la normalité de la distribution p(s|§, ) et de la linéarité du modéle, le problame
ci-dessus se réduit alors & Pestimation d'une grandeur par MAP sous hypothéses linéaires

et gaussiennes. Il admet done une solution explicite, classiquement donnée par:
5=TATB~'y avee B2 aral+oir (TL.16)

olt ' désigne la covariance ¢ priort de (slg). Par définition des modéles a priori, dans le
cas d'un processus BG, elle s’écrit I' = o*diag {q} et dans le cas PG, I' = o%Tp. Cette

solution n'est autre que celle des moindres carrés regularisés.

L'étape d'estimation posséde une solution unique et explicite 3 donnée par (C.3). Elle
est done particulierenent simple. Par contre, la localisation des impulsions - en nombre

tnconn -~ est beaucoup plus délicate,

Quelques considérations algorithmiques Dans le cas d'un modeéle B, la dimen-
sion dy vecteur ¢ est fixée & Pavance et la séquence g prend un aombre fini de confi-
gurations possibles. L'estimation de g se réduit done & celle de ses composantes, Cette
carachéristique a une conséquence importante sur un plan algorithmique: Poptinisation
de Ja vraisemblance a posferiori marginale {111.8} est un probleme d exploration com-
binatoire, Compte tenu des tailles conrantes du vecteur g, I'exploration exhaustive de
toutes les configurations n'est pas envisageable pour un eoiit caleulatoire raisonuable.
Le littérature de la déconvolution BG propoese deux types d’approches, nécessairernent
s, et les

sous-optimales : les approches récurrentes, pour un traitement en ligne des donnée

approches itératives qui travaillent d’emblée sur le probléme compiet en améliorant une
solution courante par modifications successives. L approche itérative, initialement un peu
plus cofiteuse, sernble maintenant nettement préférable 4 fa forme céeurrente, notamment
grace & des stratégies d'exploration particuliérement performantes développées daus le
contexte de la déconvolution BG [Goursiag & MENDEL 1986, GOUSSARD cb coll. 1090,
CHAMPAGRAT ot coll. 1956]. Les prineipes de cette approche sont partiellement décrits

dans P'annexe de ce chapitre; nous aurons néammoins Uoceasion d'y revenir et de les

détailler dans les chapitres snivants.

Dans le cas d'un modéle PG, la dimension variable de lensernble g - qui fait partie

des paramétres 4 estimer - constitue une difficulté supplémentaire. Contraivernent au cas
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BG, Voptimisation de (ILL8) n’est pas un probléme d exploration combinatoire. A notre
connaissance, seuls les travaux de KWAKERNAAK [KWAKERNAAK H980] ont considérs
le probléme de la déconvolution PG Nous montrerons en quoi Papproche qu'il propose
west pas satisfaisante d'un point de vue formel ¢ algorithmique. Notons simplement
que Pautenr choisit d'estimer ta dimension de g tndépendamment de ces composantes,
en utilisant e eritére de Rissanen. Cette approche s'insére dans le cadre méthodologioue

traditionnel évequé dans le chapitre 11,

CHAPITRE 1V

APPLICATION A LA . DECONVOLUTION »
D'UN PERIODOGRAMME

OS5 PREMIERS travauz ent consisté & appligucr lo démarche méthodologique définic
N en {11 § & lo déconvolution Bernouwlli-Geussienne d'un périodogramme, felle qu'elle
est utilisée dens les probiémes de déconvelution impulsionnelle, Celle premicre mise en
upre est présentée sous la forme d'un article publié en septembre 1995 dons lu revuc
Traitement du Signal - velume [2 - numéro 3 ¢f intitulé: « Une méthode d’analyse
de sinusoides complexes par déconvolution du périodogramme: « Expulse » ».

Cet article figure aprés un bref préambule, dans lequel les principes de la méthode,
i

élant plutél de recenser ses limilebions el denvisager les allernatives ef extensions qui

décrits de focon evheustive duns Uarbicle, ne scront gue succinctement repris, {obje

constituent les chupilres qui suivent.

1 Principes

Lidée est d ‘améliorer fa vésolution d'un enalyseur de spectre lorsque Uentrée de celui-
ct est un processus de raies pures. L'objectif est d'en estimer la densité spectrale de puis-
sance (DSP) moyenne. La démarche proposée se fonde sur les propriétés asymplotiques
du périodogramune : aprés lissage, le périodogramme obtenu cn sorfie de Peppareil preé-
sende une structure qui tend asymplotiquement vers le produit de convolution de lo DSE
du signal d’entrée par un noyey positif parfaitement connu, lequel dépend de la fenétre de
pondération appliquéc sur les données. Le modéle obleny sous la forme linéaire (11.2) pst
rigoureusement identique & celui qui est whilisé en déconvolution d'tmpulsions. Il anlorise
done Uernploi de foutes les techniques y afférant. Lo DSP est modélisée par un processus
B, représeniatif du spectre de raies. La séquence de Bernouwlli modélise wn nombre dleve
de raies candidates, dans Uobjeciif dune analyse haute résolution. Le mélenge convolutif
est alovs inversé selon les différentes techniques inspirées du domaine de lo déconvolution

impulsivnnelle, fanl récurrentes qu'itérabives. La qualité des premiers vésultats obtenus a
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confirmé le bien-fondé de celle démarche. Néanmoins, plusicurs Emitations subsisfent.

2 Limitations

i Lo premiére imilation émane des arguments asymplotiques qui président @ lo dé-
marche. A nombre fini d'obscrvations, In structure convolutive di modéle peut
s'avérer fruste. Le périodogramme, défini comme le module corré de lo transformée
de Fourier discrite des données, n'est évidemment pas une transformation lindaire.
Or Uinteraction entre le signal ulide et le bruit aprés Vopération de quadration o
été négligée, duns le but de séparer leurs contributions respectives el d utiliser un

modéle linéaire, de fait approvimabif.

2. Dans Uoptique d wtiliser les technigues rapides de caleu! de fransformées de Fourier,

les données ont été complétées par « bowrrage de zéros ». Il est bien connu qu'en
tel procédé ne modific en rien la résolution naturelle du périodogramme qui reste
de L'ordre de U'inverse du nombre de données initiales. Ii contribue uniquement au
confort visuel en améliorant lo Usibilité du speetre. Nous Unvens ubihisé ici dans fe
but de former un ensemble discref de raies condideles. Cetle fechnique introduit
mévitablement wne corrélation sur le bruit additif. Or nous avons fuit Uhypothese

de sa bMancheur.

i

La madélisation BG w'est pas purfaitement adaplée au cas des spectres {de puis-
sence) des reics pures dens lo mesuve 0@ la composanle gaussienne centréic ne
permet pes de représenter parfuitement la densité énergétigue des raies qui, par
définttion, est positive. Des lois « Bernouwili-x? » ou « Bernoulli-Gammae » seraient

sans doute plus approprides, mais plus difficiles & manipuler,

fo Bnooutre, la composante de Bernoulli suppose implicilement que les raies sont

positionnées sur une grille, qui peut cependant étre frés fine, Elle ne permet done

pas de restibuer wne solution dans un continaum spectral.

Ces défouts penvent étre particllement levés, par ezemple en caleulant le périodo-
gramme sur les senles données disponibles, en formant un ensemble de raics candidales
indépendant des fréquences diserétes introduiles par le calewl du périodogramme o en-
core en changeant de modéle a priori, fn revanche, Uopération de quadrelion inhévente
wu périodogramme pourra diffieilement ftre assimilée & wn effel linéwire. A {évidence,
celte premidre approche nécessite de nombrewr aménagements, Elle demeure néanmoins
justifiée dans la mesure od elle se place en aval des dispositifs opérationnels cristanis.
A ee titre, elle entre en concurrence avee une méthode en plusieurs poinls similaire,
proposde dans le codre de In goniométrie [FUGHS & CHUBERRE [894). Celle-ci fruile
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les donmées issues d'un systéme de formation de voies - pendant du périodogrimme en
analyse specirele ~ afin d’en améliorer la vésolution, intrinséquement limitée par la taille
de Pantenne (cf. chapitre [1). Celtte approche s'appuic sur un modéle convolutionnel trés
voisin de celui que nous evons retenw. Elle formule également le probléme comme un pro-
¢ délerministe

bléme inverse. En revanche, la régulorisation est réalisée dans un contes
par une peraméirisation de le solution ampulsionnelle. Ellc ne permed pes de prendre en
Sur

s, Le premier repose

charge simultanément la localisation des sources ef lo détermination de lewr nombre

wn plun méthodologique, ces deur sous-problémes sont done dissoci
suroun critére de vraisemblance gui dégénére systématiquement vers le nombre marimal
de sources &'l n'est pas compensé, En Uoccurrence, c'est un evitére du type Akaike qui
pénalise un nombre éevé de sources. Cetle approche sort du cadre méthodologique exposé

dans ce document; nous n'y reviendrons pes.

3 Alternatives et extensions

Eu égard aur imitations évoquées, il est elair que la manipulation d'un périodogramme

ou d'une sortie de formation de wvoirs ne peut eonduire & une analyse optimale. Cetic

entation ex-

constatatron n'est pus surprenante : ces derniers ne constiluent pas une repy
haustive des donndes (non-tinéarité, perte de Uinformation sur la phase). (Cest pourquo!
nous proposons dans les chapitres qui swivent de travadler sur les données « brufes »
forandeurs compleres) ou towl awlbre représentation sirictement équivalente. Dans ces
conditions, la loi normale complexe pour déerive tes ampliludes des raics ou des souwrces
constitue un chole tout ¢ fail fondé. Rappelons & ce bilve que lo méthode du marimam de

eraisemblance stochasligue s’appuie sur ce modele.

Dans les problémes respectifs de localisetion de sources en lraitemeni damlenne et
d’analyse spectrale de roles pures, la solution est recherchée dans un intervelle contin.
Des dewr modiles composites envisagés pour exprimer le caractére impulsionnel de cette
solution, le modéle PO est done incontestablement le micur adapté. Néanmoins, pour des
raisons cssenbicllement algorithmigques, nous avons choisi dans wn premier temps o wbiti-
ser le modéle BG

ligs @ sa nature diseréte. Celie secondr approche fuit objet du chepilre V, qui sere pré-

en recherchant un compromis endve les avanbages el les inconvénients

senté dans le cadre de Uanolyse spectrale de raies puves. Le passage au modéle PO sera
alors proposé dans le chapitre VI, qui sere envisagé dans le conterte de lu goniométrie

bunde-étroile haute résolubion.
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Résumé

La méthode EXPULSE pallic Pune des principales limitatiens des technig
traditionnelles ¢ Analyse Spectale 3 Haute Résolution ASHRE (MUSIC, Norme
mintmale, eic.) 3 savoir 1a faible robustesse vis-a-vis d'une mécoanaissance de
leur nombre. Son originalité repose sur Hiaterp ion d’un périedog mis
eI GEUVIS SUT Un processus de raies pures noyées dans un bruit additf, comme Ja
conpvolution, & un bruit prds, d'sn processus composite Benoulli-Gaussien avee
une fonction spectrale parfaitement connue qui dépend de ta calibeation retenug
du pértodogramime (type de fendire d"apodisation, lissage temporel ou fréquentict,
1. ). Les fréquences discedtes ol le processus de Bernoulli prend la valeur 1 sont
des rates potenticlles de Fespace signal: ke processus gaussien caractérise quant 3
fui {"amplitude des mies.

Mots clés : Péricdopramme, Problime Inverse, Déconvolution, Beenoulli~
gaussien, Ddrection—esiimation conjoi Bayésien, Vraisemblance, Récurrent,
lzérauf, Kalman, $inuoides complexes, Représentation d'érat, Propriété de Ddeo
plage, Analyse Spectrale, Haute-Résolution, EXPULSE, EXIT, EXPRE.

Abstract

EXPULSE method fifts the main drawback of the classical high reselution spectral
analysis methods (MUSIC, MINORM, ...} whick have a poor robustness with
respect te an unrelioble knowledge of the number of sources. fis aovelty stems
from the modeling of the periadogram: of complex sinusoids smbedded in an
addinve noise, as the comvolution of a perfectiy known kernel (depending upon the
window) and a compound Bernoulli-Gaussion process, plus a noise. The discrete
Sfrequencies where the Bernoulli process takes | values locate the sinusvids: the
gawssian process describes the amplitudes.

Key words  Periodogram. Inverse problem, De hegion, Bernonili-G

Joint Detection-estimation. Bayesian., Likehifood. Ou {ine, Of line, Kalman.
Complex sinusolds, State space represemtation, Decoupling properey, Speceral
analysis. High Resolunon, EXPULSE, EXIT, EXPRE.

1. Introduction

1.1, LE CONTEXTE

La principale limitation des méthodes <’ analyse spectrale 3 haute
résofution ASHR, qu’elles soient fondées sur la décomposition en
valears singulidres de la matrice de deanédes, telles gue MUSIC
[1}, la Norme Minimaie [2], Matrix-Pencii [3] etc, ou bien sur une
argumentation au sens du maximum de Vraisemblance [4], réside
dans une faible robustesse vis—-vis d’une méconnatssance de la
dimension de espace signal.

{*} Rapport intesne ETIS GSANV/YS001, mars 1995,

Sil’on se réfere 4 Ia théorie statistique de la décision {53 [6][7] [8]
la principate faiblesse qui vient d'étre évoquée émane de ta dif-
ficile prise en charge d'un probléme de détection, au sens strict,
et non d'estimation. En effet le parametre dont ia méconnais-
sance dégrade les performances de 1'ASHR, 2 savoir fe nombre
total de sources, est & valears discrites. Or, dans la problématique
traditionnelie de PASHR, les principes sous-iendant les Jiffé-
rents algorithmes viseat skrtout & attieindre une estimation opti-
male des fréquences et des amplitudes des sources, plus gu'one
détection optimale qui discriminerait au mieux {'espace—signal
de Uespace-bruit, Ay moment ot cette discrimination devient
malgré tout indispensable dans tes algorithmes, des criteres de
choix et de tri, doivent Eue cette fois greffés, 193 [10] mais dont
I'efficacité disparait dés que le rapport signal sur bruit descend
en dessous de quelques décibels. Ce résultat n'est somme toute
pas surprenant : la structure des algorithmes ne refléte que tres
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partiellement une optimalité globale de détection—estimation con-
jointes. Prise en charge tard, etuniquement i I'intérieur des tiches
incombant i Pestimation. Ioptimalité de la détection ne poura
suggérer aucsne remise en question de la structure générate des
procédures.

Cette guestion s™avére de toute fagon délicate @ peu de résultats
théoriques généraux existent sur des méthodoiogies de détection
et ’estimation comjointes [113§12].

Le présent article apportc une contribution & ce probidme en
reformulant Fanalyse de caies noyées dans un bruit additif
comme un probleme inverse {i3] : celui de la déconvolution
du péricdogramme [ 14]. Aprés régularisation (¢ est—a—dire ajout
dinformation), cette déconvolution s’énonce bien comme un
probizme de détection et d'estimation conjointes.

1.2. LE CONTENU DE L’ARTICLE

Le § 2. précise le modele des données A identifier, fige les
hypotheses, les notations et détailie fes motivations de notre
démarche. £ analyse de raies en tant que probléme inverse falt
fobjet du § 3. La présentation du périodegramme comme un
opérateur de convolution agissant sur la PSP estimée du processus
sous~-jacent apparait dans le § 3.1. Le § 3.2. est consacré 2 la
déconvolution A proprement parler. On rouve successivement la
formulation bayésienne étayée par a propridté de découplage au
§ 3.21., EXPULSE récurrent au § 3.22, et EXPULSE itératif au
§3.23. Le comple rendu des résultats de simulation occupe le § 4.
La conclusion ainsi qu'une discussion sur les travaux en cours,
les cxtensions et applications potenticlles d'EXPULSE, figuremt
auk s,

2. Hypothéses, Notations, Motivations

On considre IV échantilions d’un processus complexe circulaire
{7} y[n] composé de M raies complexes noyées dans un bruit
blanc additif 5{n], indépendant de a{nj :

yin} = zn} + 7,

ot
Y
. A X )
#n,w] = Z(lk(w) R i () -
k=1
pour DS ng N -1 avec i 2 :!_C}
"

ol par définition 1, & L/ F, désigne ia péricde d'échantillonnage
elw une épreuve, Les v sont les fréquences réduites. Les phases
@i sont uniformément réparties sor {0, 2x}, elles sont supposées
mutgellement indépendantes, et indépendantes des ay. Les oy
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sont centrées, également indépendantes entre elles et de vartance
aF.

Il s'agit d’estimer les paramitres de la DSP du modéle (1)
avee une résolution plus fine que /N en ce qui concerne Ia
détermination des fréquences 1. Pour ce faive, bes algorithmes
classigues ¢ analyse spectrale & havte résolution profongent les
N dchantilions observéy, en modélisant le signal temporel. La
méthode EXPULSE procéde elte par comblement fréquentiel
elle régularise fes donndes dans Pespace fréquentiel en con-
sidérant le périodogramme standard comme un opérateur de
convolution, puis inverse le mélange convolutif correspondant.

3. L’Analyse de raies en tant que probleme
inverse

31. LEPERIODOGRAMME STANDARD COMME
UNE OPERATION DE CONVOLUTION

Le signal discret y[r} observé sur un horizon de V échantilions
est pondéré par une fenétre win]. On nowe y, [n] le signat apodisé
coreespondant. Le périvdogramme standard associé a la fendue
win} se détinit ators. pour des fréquences réduites v & variations
continues dans un intervalle de foagueur unité [8] [10F [ 4], par:

L, () ()

of EL:',., (o) désigne ta T'F de la séquence g, fnf 0 < n < N ~ L
On drablit [8):

B[] = (3

o

ot 7y, {i) désigne la DSP de yin], @ p'est autre que je produit
o

de convolution gt 7, (v} représente la densité spectraie d'énergie

DSE de winr) considécée comme une séquence d’énergie finie

déterministe. En d’autres termes :

@

Yo (v} = | w () “

s
o 7y, (v} est la TF de win]. Le périodogramme standard
s'interpréte alors, dans le domaine des fréquences comtinues.
o
comme e produil de convolution de fa fonction specirale 7,
{r)/N et de la vraie DS P du signal qui se confond avec :

A

Zcr:{’. 8y = 1) + ol (5
k=1

ol o est la variance du bruit gln], voir (1}, Dans la pratigue.
le calcul fréquentiel ne peut se faire qu'en fréquence discréte et
les atgorithmes déterminent la wransformée de Fourier discrdte
{(TFIN sur e points, {(Ne > M) L'axe fréquenticl g5t donc
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échantitlonné A la cadence 1/Ng et le périodogramme discret
s'derit

k
Hu-(:&;;);ﬂﬁki;\,’p_] (&)

yin] étant nul en dehors de Vintervalle 0 S n < N = 1
Remarque Ri.

Avant de présenter {g version discrétisée en fréquence de la
forpude (3), il convient de préciser une différence fondamentale,
afin d'éviter rout malentendy, entre un « canal de résolution de
Faurier» et un «conal fréquentiel ». Etant donné que seals N
échantillons tempeorels ont €16 mesurés, on appelle canal de ré-
solution de Fourier toure fréquence discréte de la forme q/N oft
0 £ ¢ < N ~ L Le Périodogramme résoud au mieux deux raies
distantes d'au moins 1/N approximativement. En général, de
fagon & augmenter le nombre de points fréquentiels sans toutefois
madifier ta résolution, on compléte les N échantilions par des
zéros pour oblenir Np fréquences discrétes k/Np ) < & <
Np—1, avec Np = 2% N par exemple, ot «x et choisi en fonction
des hesoins. Les fréquences k/ N ne peuvent étre considérées en
wucun cas comme des canaux de résolution de Fourier, dans la
mesure o les relations d incertitude empéchent toujours le seu!
Périodegramme de séparer des raies distantes de moins de 1/N,
Pour éviter towte ambiguité, tes fréquences k/ N p seront appelées
des « canaux fréquentiels ». Séparer des raies distamtes 1/Np)
par déconvelution du Périodogramme revient dore & franchir la
résolution de Fourier dans des proportions dictées parla valeur de
. Ce progres ne peut e eccompli gue par Uajour d informations
apriori. Enrésumé, dans la formule (6}, k est un canal fréguentiel
ef ron un canal de résolution de Fourier.

Un raisonnement identique & celui effectué lorsque les fréquences
sont continues donne :

o
T

MMWH(W@i%w o

@ désigne I’ opérateur de convolution discrite circulaire, [8]. Dans
(7). tes densités spectrates ont ét¢ échantiflonndes 3 la cadence
1/Np. L'espérance mathématigue du Périodogramme standard
discrétisé s'interpréte aussi cornme le produit de convolution
discret d’une fonction spectraie parfaitement connue :

a Ll 9 n
aulk] = (= wlk
Sl 2 (51 i)
pur une séquence discrite représentative du spectze de raies 3
identifier.

Dans ces conditions, la DS P discdie s[k] estimée

stk 23, ()

peut avantageusement 2tre décrite comme un processus compo-
site aléatoire Bemoulli~gaussien. En effet, te modale Bernoulli-
gaussien  repeésente  explicitement upe suite  d’impulsions

aléatoires d’amplitude a priori gaussienne dont la probabilité de
présence est régie par une loi de Bernoulli {19], de densité A,
Ainsi:

sfk] 2 €[] - Ai] @)
oi {a séquence de Bernoulli Fk], entidrement définie par
Probiflh] = 1l = A, Probisk] = 0= 1 - A

caractérise la préscnce ou Fabsence des raies, £{&}, processus ant-
plitude des raies, est une vartable aléatoire gaussienne. L'inversion
d’ure relation de la forme :

L[k £ (0, @s)[k} + b[k) ©

ol blk} est ur terme de perturbation qui contient en partie
fes erreurs de modélisation et ju contribution fréquentielle de
z[n), est donc une opération de déconvelution impulsionnelle.
La modélisation de la DS P estimde s[k] par un processus BG
régularise le problame inverse mal posé, par ajout d’infermation
a priori sur iz nature de la solution. Le Périodogramume réalise
donc un filtrage linéaire bruité de la DSP estimée du signal, par
ur filre (7} de réponse impulsionnelle o, fkl Présentée ainsi,
I'analyse specirale d'un processus de raies pures s'interpréte
conune un probigme bayésict: de dérecrion (recherche des Sk}
et d'estimation (identification des £[k]) conjointes.

En towe rigueur, la séquence B¢ s{k} n’est qu'une approche
du spectre de raies pures dans la mesure ol la composante
geussienne ne permet pas de représenter parfaitement la densité
énergétique des raies gui, par définition, est positive. Cependant,
un environneraent gaussien limite la description statistique aun
second ordre, d'oi de muitiples simplifications de mise en canvre.
Motivés par la méme raison, nous assimilerons les perturbations
temporelles qui s'ajoutent au signal z[n] et filtrées par ke systéme
linéaire (/} 2 un bruit blarc gaussien centré bjn]. On tieadra
compte du caractdre positif de ln .S P estimée en agissant sur la
vartance du processus £k).

La méthade EXPULSE considére le périodogramine discret
calculé sur un processus de raies pures comme un filtre linéaire
bruité, dans le domaine fréquentiel, dont les caractéristiques
soant parfaitement connues et dont Pentrée slk], DSP estimée
du signal, est modélisée par un processus Bernoulli-gaussien.

En résumé, EXPULSE résoud ur probRme inverse dans ie
domaine fréquentiel en déconvoluant toul ou partie du pério-
dogramme,
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3.2, LADECONVOLUTION DUPERIODOGRAMME

3.2.1.  Formulation bayésienne et propriété de découplage
3.2.1.1. Formulation bayssienne de la déconvolution du péri-
odogramme

Les Vp échantillons fréquentiels 11, [4] issus du périodogramme
diseret sont déerits par Ie modéie suggéed par (9):

Lo

Tk =

I

0wl sik — i) +BALOS kS Np— 1 (10)
=0

ob blk} est supposé bianc gaussien centré de variance of et ol
la DSP estimée s|k] & estaurer est modélisée par un processus
composite Bemnoutli-gaussien sik] = £{k]Gk] ob 8[k] est une
variable aléatoire de Besnoulli de parametre A et £]k| uae variable
aléatoire gaussiennc centrée de variance ¢ indépendante de 3ik].
Les quantités {o7, o7, A} sont les hyperparamétres du probléme
de déconvolution, regroupés dans le vectenr k., Larelation (10) se
récrit sous la forme matricielie suivante :

P = Ous +b {n

les Np lignes de ta matsice &, étant constitudes des dchantil-
lous décalés de 1a fonction spectrate convoluante oy,{-]. Les com-
posanies du vecteur p,,. sont les Th, kL0 < k& < Np — 1. Daprés
(11), conditionnellement 3 la conrnaissance du processus s, p.,
est gaussien de moyenne &8 et de matrice de covatiance orj,’-f.
Lossque seule la séquence de Bernoudli 5{&] est connue, § est
gaussien, de moyenne nulie et de matrice de covariunce :

R=cdiag {Bk},0S k< Ny — 1 (12

5i I'on désigne par (@ ie nombre d'impulsions présentes, ie.
je nombre de | contenus dans une réalisation du processus
1L 0 < &k < Wp— 1, 00 note gue ke rang de Ja matrice R est égal
A . Conditionaellement A la séguence Sk, 0 < &k < Np ~ 1,
ie vecleur s est done un vecteur gaussien dégénéré, ayaot en fait
Np =~ 1~ ) composantes nufles. On écrira ' le vecteur non
dégénére de wille §Q qui contient, dans leur ordre d'arrivée, les
seuics composantes noa rulles de 5. Dans e méme ordre d'idée,
on primera toutes les grardeurs relatives 57, Daas ces conditions,
on i, toujours conditionnetlement A ke séqueace des impulsions

Po =0 +b {13}

"

of: conformément § nos conventions @, désigne la matrice des
vecteurs—colonnes de &, dont les rangs coincident avec ceux des
impuisions présentes. Le vectewr s’ est alors gaussien de matrice
de covariance ;

R =a®lg (14)
sidg désigne la matrice-ideatité de tailie Q. p,.. demeure gaussien
centré de matrice de covariance :

P =0 ROV 4 0i = 0,ROT + o}l (15
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ol le symbole T désigne la transposition. Les méthodes d’inver-
sion restent alors dans le cadre simple de 'estimation de grandeurs
gaussiennes et bes techniques bayésiennes de déconvelution sim-
pie sont fondées sur Ja maximisation de fonctions de vraisem-
biance généralisée de la forme :

£s) B [ (s 1pw.hooy) (i6)

avec ; a
0 = [o[f ~ Log[L — 2} 001 (in

ol f(-) représente une densitd de probabilité doat seul argument
précise ia nature, afin de ne pas alourdir les notations. Pans toute
la suite, g désigne le vecteur de taille Np dont les composantes
sont tes B[], 0 < k < Np —~ et fy{-) est une densité de prob-
abilité coaditionneliement 3 ¢. Dans la mesure oft le noyau de
convolution est parfaitement déterminé par Ia calibration du péri-
odogramme et ol les hyper-paraméatres sont supposés conaus et
locatement invariants, nous ometirons dans I"éeriture des lois de
probabilités, fe conditionnement par 0. et A.

Comme déjd mentionné, le probléme de déconvolution du Péri-
odogramme, tel qu'ii est abordé dans cette approche bayési-
enne, nécessite de dérecrer 1a position des raies d'une part et
&' estimer leurs amplitudes respectives ¢'autre part, Des considér-
ations stratégigues se posent quant & Pestimation de deux quan-
tités ! simultanément, indépendamment ou ségquentiellement.
Ure certaine cohdrence des résultats déconseille tant une esti-
mation indépendante des deux processus quune procédure de
détection des événements 3 la suite de 'estimation du processus
amplitude. Se présentent alors deux stratégies possibles :

Stratégie Conjointe

Détection-Estimation conjuguée de q et 5 par maximisation de la
densité conjointe a posteriori

Loigs) 2 [ (@5 pu) (%)

ce qui revient & maximiser, par rapport g et s :
Velg sy = Flpw la.5) fislg) flg) 19

Stratégie Marginale

Détection-Estimation ségquentielle ot I'étape de détection est
réalisée par maximisation de la densité marginale a posteriort

Lurle) 2 (@ 1pu)
ce qui revient & maximiser par rapport 3 g :
Varlg) = fipe 1 4) fl9) 2m

et la procédure d’estimation par maximisation de la vraisent-

Mance conjointe :
V(g 8) (21)

avec

g 2 Arg(max{Var(g)}} 2
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Quand ¢ est connu, fe critdre ¢'estimation Ve représente Ia
vraisemblance a posteriod de s/g et la distribution gaussienne
de la variable conditionnde 5 | ¢ permet d'estimer au sens du
maximuem a posteriori (MAP) [S1161{7118]:

i=ROT p, (23

Une détection eptitmale néeessiterait le caleul des vraisemblances
pour les 2% réalisations possibles de la séquence de Bernoulii,
caleul rédhibitoire pour un échantillonnage fréquentiel trop fin
(ie. Ny trop dlevé). Ti convient par conséquent d'envisager 2
défaut une détection sous—optimale par explosation d’un nombre
limité de réatisations du processus de Bernoulli. Nous avons
retenu deux approches de cette sous-optimalité justifices par
leur bon compromis complexité calculatoire/performances. La
premiére Slabore une approximation récurrente du critgre utilisé
et maximise ce dernier de maniére optimale. La seconde consiste
A caleuler, sans approximation et dans une procédure irérative
&’optimisation, une suite convergente de vraisemblances d'un
sous—ensemble de Pespace des réalisations possibles de g, Ces
deux techriques sont respectivement détaillées aux § 3.22.e1 3.23.

3.2.1.2.  Propriéié de découplage

Qu'il s’agisse de Vapproche récurrente ou itérative, les algo-
rithmes correspondants reposent sur un résultat largement utilisé
dans [17] initialement duabli par MENDEL [15], selon une ap-
proche aigébrique nécessitant de nombreux caleuls. Nous pro-
posons ici ung nouvelle démonstration de ce résuliat, directe, sans
développements atgébriques particuliers, [ autre part, ce résuliat
revét une forme enrichie par rapport A [15], qui constitue ce que
nous avons appelé ci-dessous la propridtd de découplage.
Au préatabie, nous introduisons les notations suivantes. 8i besoin
est, totte densité de probabilité d’un vecteur gaussien u s'écrira
sous la forme du produit c{u)g{e ~ Eu]} ob o-) est In cons-
tante de normalisation et ob g{-} désigre le terme exponentiel
correspondant. Pour fixer les idées si u, vecteur gaussien réel non
dégénéré de taille A, a une valeur moyenne égale au vecteur nr et
ure matrice de covariance confondue avec B, alors
! i
olu) = 2R/ ger1 /2 ()
1 Tt

(o - )y = exp { =y BT e — m)} 24
£n cohérence avec ce qui précede, gy(+) représentera l'exponen-
ticlie d'une densité gaussienne conditionneliement 2 ¢. La pro-
priété de découplage repose sur le théoréme T et sa conséguence
fondamentale C§,
Dans toute la suite, I'opératenr & désigne le produir de Hadamard
de deux vectewrs. La composante de rang k& du produit de

Hadamard de g ot a, est égale au produit des composantes de
rang k de chacun des deux vecteurs

fg @ alx = lqlslal

Théovéme T1, [8)

Sous tes hypothéses suivantes :
Hl p, =0, +bolis=qg&a,
H2 b estblanc gaussien de matrice de covariance of T
H3 a estblanc gaussien de matrice de covariance #°1;
4 g estua vecteur blane de Bernoulli de covariance

Al - AL

H5 {g,a,F} sont mutuellement indépendants;

et compte tenu des conventions (193 (20) (23) et (24), alors ¢

H 11 .
Veolg.s) = pa oy 0_;:7'; ;’Q“S'-?(Pw)f(?) gqis ~§) (23

1 det’¥I)

Velg:s) = Vu@s—apm ety gqls —§) {26
b

Hestrappelé que @ désigne ic nombre de composantes non aulles
de g.
Preuve de T1.

La démonstration de T repose sur la formule de Bayes relative 2
des densités conjointes :

folpw 8} = fols | pw} folpw) = fo(pu 18) fyls) (2T

éerite dans le cas gaussien selon nos conventions :

cglpuw) cq (5 | Pw) 99lpn) 5g (3 - Egls EP:..-]) =
Cgipw 15} Cq(i) ] {Pw - Eq e [6‘}) ge(s) (28}

En partant de (19), on Stablit la formele (25} si I'on conserve
le membre de ganche de (28) o I'on remarque, d’une part que
I"espérance conditionnelle Eyls/p,,} n'est autre que § , voir (19,
et d"autre part que

1 i1
clpu) cq (s 1pw) == g (P 15) 4l8) = iy w7 7o
9

La formule {26} est une conséguence de (25), de la déBnition
de Var(g). voir (20), et de fa forme explicite de la densité d'une
gaussienne [19]
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Conséguence fondamentale C1.
Toujouts sous les hypotheses H1H2 H3 H4 HS, Vo (g.3) est
indépendant de § et s™éerit :

N 1 1 1
Vel{g.§) = BROE TG G G oyipw) flg) (30

On a, de plus :

1 _det' ()
2@ 4R gl’:’“

Volg.d) = Varlg) (30

On déduit (30) et (31) de (25) et (26), en notant que g(0) = 1.
[.a propriété de découplnge s’énoace alors en ces termes, compte
tensde Tl et ClL;

SYNTHESE

La maximisation de o vraisemblance conjointe Ve (q,s) peut se
scinder en dewx opérations, de détection d'une part et d'esti-
mation d'autre part. La détection est olienue en maximisant la
vraisemblance de détection confointe, indépendarte de § -

1 1

s 1
Verlg ) = m%ﬁmgq@m”@) (32)

Llestimation afférente consiste a maximiser la vraisemblance
d’estimation conditionnellement & une détection § :

Vels.q) = fi (pw | 8) fls) 33

ce qui conduil & la reletion (23). Les stratégies conjointes et
marginales ne différent gue par leurs dédrections respecrives don
{es vraiserblances sont relides, par Uidentité :

1 det™*T}

Ve (g, 8) = Vaurlq) ST "‘;6";47;" (34
! b

Remargue R2.

Un résultat analogue & la formule (34) a é1é obreny dans [16)
sefon une démarche fondée sur des calculs algébriques. Le
théordme T1 s affranchit, par conséquent, de tous ces développe-
ments, Cette formule x'avére d'autant plus imporiante qu’elle
préside en partie & Uélaboration des algorithmes itératifs de
déconvolution impulstonnelle {16}, comme I sera v au § 3.23.

3.2.2. EXPULSE Récurrent EXPRE

32.2.1.  Considérations générales, notations

La nature récurrente de | algorithme recherchd exige de progresser
dans I'identification de 5 ou de g de proche en proche, en partant
d’une détection—estimation réatisée dans vn canal fréquentiel e
rang & — 1. par exempie, puis de presdre en compie |'information
contenue dans Ia valewr du périodogramme dans le canal & pour
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détecter et estimer au sein méme de ce canal, ete. Les notations
suivanies s'avérent commodes : §x /. représente le vecteur-sigaal
estiné jusgu'au canal b, 0 < & £ Np — 1, connaissanl les
échantiliens [L,[i} @ 0 € 4 < k du périodogramme; p¥, est e
vecteur de taille k + 1 comenant fes HL [0 €1 5 krgpestie
vecteur de taille Ny dont les & -~ 1 premigres composantes sont
tes 3410 < i = ket dont ies dernidres composantes sont qulies:
en ¢’ autres termes, on a

g = gu~y -+ SR Iy (35}

ol I n'est aulre gue le vectenr de taille N dont a seule com-
posante non nuile, de rang k., vaut 1: g4 est estimée de ¢4 La
propriéié de découplage va jouer, mais A chague récurtence de
I*algorithme : détection et estimation au sein du canal k vont 57ef-
fectuer de maniére séparde, dans Vesprit décrit par T4 et Cl. sous
réserve d’introduire des approximations récurrentes des vraisent-
blances de détection canjointe powr {30} cu marginale, voir (20)
et de ka vraisemblance d'estimation, donnée par (33). Les appro-
ximations récurrentes des veaisemblances de détection conjointe
¢t marginale soat respectivement appelées vraisemblances récur-
rentes a posteriori MAP et du maximum de vraisemblance MV,
Eu égard & la récurrence sous—jacente, la détection dans le canal &
ne remet pas en cause celles émanant des canaux précédents. Plus
précisément gy, concaténe Uestimée B[k} 2 g ). ce qui s'éerit,
en accord avec {35):

Ay = Qi) *.‘é[kilk (363

31,222, Approximation réeurrente de fa vraisemblance d'esti-
mation par filtrage de Kaiman

Remarquons ¢'emblée. daprés la propridié de découplage, que
I'estimation se réalise toujours conditionneliement b la détection,
En conséguence, il est équivalent. d’estimer le « vecieur signal »
5 ou e « veciaur amplitude », & propremeat parler : 4. contenant
les £{k[0 < A S Np — L ¢'est pourquoi il n'a €18 el i ne
sera seulement question que de 5 et non de e . Conditionnelle-
ment & 4, ¢’ est-d-dire somme toute A la détection, toutes les lois
drant conjecturdes gaussiennes, 'approximation récurrente de la
vraisemblance d’estimation s obtient de maniére optimale par un
filtrage <de Kalman, [8]. Sa mise en ceuvre repose sur une refor-
mulation de (10) A partic d'une éguation déwat et d'une équation
d*observatior, done du choix d’un vecteur d*état x contenants. La
récriture en question se fonde sur une représentation d'état MA
dégéndrée qui consiste i introduire un vecteur d'état invariant,
en reportant la dynamigue sur fa réponse du filtre. La forme MA
dégénérée cst déerite par:

Un vecteur d 6tat constant @ X an
Une équation d’observation relative au canal fréquentiet £ :
T, k] = o0, x + bik} (38)
o ® 240, 0s[0jsil). . s[Np — 1T 39
et by 20, Doy L= logiL~2). .. 0n0]0...0]" D)
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Les vecteurs x et ., sonl tous deux de taille Np + L — 1;
L — 1 2éros précident 5{0] dans x et 0,,]0] oceupe le rang k + [,
dans 0,k cectpour : 0 < k < Np — 1. On suppose le systéme
stationnaire, ¢’est-d-dire ondelette invariante. La dynamigue
consiste 2 éerire :

Cuka1 = Doy 1)

ot [ est une matrice carvée de décalage & Np + L — | lignes et
colonnes, dont tous les termes sont nuis, sauf ceux de ladiagonale
situde en—dessous de la diagonale principale, tous égaux & 1. Si
I"on appelle d;; le terme situé & Pintersection de Iz ligne de rang
1 et de la colonne de rang j, onu:

diy = 8i =~ 1]

ol 8fn} désigne ta séquence de Kronecker. DYaprés Ia structure
générale d'un filtre de Kalman d'estimation [8]. x peut done élre
calculé de fagon récurrente selon les relations de mise 2 jour
suivantes ;

B = da i) e(Tlolk] ~ 00 B kn) @2)

£k = 05 Pyt it Ok + 0F (43}
g = Pyojeoiourey’ (44)
Pipe = Proypin, + Be gl €x (45)

Owis1 = Doy,

avec Jes conditions initiales

PRV {46)
Poyyor =0l N
own = fow L~ ol = 2. 0,[0]0.. 6] (48)

Remarque R3.

A la différence de {16], un filtre de Kalman d'estimarion et non
de prédiction a é1é utilisé ici. De méme, les initialisations sons
distinctes de eelles suggérées dans [ 16], car ici le canal zéro existe
et doit faire l'obfet d'une détection—estimation & part entidre,

3.2.23. Approximations récurrentes des veaisemblances de
désection conjointe M AP et marginale MV

La détection par M AP cevient & approximer la vraisemblance
conrjeinte

flowsial flo)

Compte tenu de (36) lu détection M AP dans le canal k, Le.,
Uestimation de [k}, consiste A maximiser par rapport & 3{k}, la
vraisemblance :

- N, N .
Varap(BIL 1) = F 8y 0P 1K Gt} FUBIE] Gro)
{49)
m entier positif ou nul caraciérise un lissage éventuel qui aug-
mente fu fizbilité de la détection, dans la mesure ol torsgue

m est non nul, la prise de décision s’appuie sur un enser.
bie d’échantiflons du péricdogramme issus, non seulement deg
canaux précédents ou égaux 3 k, mais aussi des m snivants. La
quantité §y_y sk éreane de ge o, ainsi que de la sortie précédente
du fikre de Kalman, & saveit : £..q/x..,. Le détecteur par 417
construit une approximation récurrents <du crittre marginal ©

flrwla) flg)

sous forme d’unme recherche, toujours par rapport 2 Jfk), des
maxima de [a vraisemblance

Varv (SIKLm) & £ (057 | 8K} gt FOEGe.) 5Oy

Ceci écarte du probléme les amplitudes des événements. Les
expressions des vraisemblances (49) et (50) sont semblables ;
celle du détecteur MV comporte un terme de plus par rapport
au détecteur M AP, qui représente la matrice de covariance du
vecteur ¢'état. Cela permet d'interprézer ce détecteur comme un
test adaptatif sur le vecteur pseudo—innovation, puisque cette ma-
trice est mise & jour 3 chaque récursion et ne peut atteindre une
valeur asympiotique en raison de la non-stationnarité du pro-
cessus i restaurer. Cette méthode récurrents est trés attrayante
par son faible volume de calcui et son implantation aisée. Les
deux stratégies de détection récurrente, M AP ou MV, présen-
tent néanmoins {"inconvénient majeus de ne pas remetire en cause

les décistons prises dans le passé, voir (36). Dans ces conditions, : ;. :

une accumulation de décisions erranées peut rapidement provo-
quer des instabilités. Cette principate limitation peut étre pallide
cepeadant par une approche de maximisation itérative des critdres,
en excluant tout traitement en ligne des doanées.

3.2.3.  EXPULSE hératif EXIT

3.23.1. Considérations générales

S*affranchir particliesnent des travers des algoritbmes récurrents
revient & fonder fe processus de détection-estimation sur ! ensem-
ble de donniées le plus complet possible, ¢est-A-dire en utilisant
le vecteur p,, dans son intégralits, plutdt gue quelques-unes de
ses composantes. Les traitements consomment alors les données
par blocs et deviennent itératifs. Ent ce qui concerne | estimation,
cela se limite & appliquer fa formule (23}, une fois la détection
accomplic. Ea ce qui concerne la détection, 'identité (34) de Ja
propridté de découplage conduit 2 de npouvelles vraisemblances de
détection conjointe Xe (g} et marginale Xpr(g), aprds - détermi-
aation du logarithme népérien ln. suppression de tous les lermes
ne dépendant pas de g, écriture explicite des exponentielles g(-)
des diftérentes gaussiennes, voir {24), et prise en compte de la
relation ;

Flag) = A%(1 - )9 )

On obtient finalement :

Xolg) = ~p’£_ T 1p,,_. -G {I:!(era'?} -+ 21n (}—-}\—é) } (52)
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équivalente & (30) pour la stratégie conjointe et :

Xar(g) = —=pL U7 1py, - 26 in (1})‘) —In(det(TH (53)

gquivalente d (207 pour la stratégic marginale. Un résultat
analogue & Fexpression (52) est dorné dans [16]. mais issu
d'une approche fondée sur des calculs algébriques. La propriété
de découplage évite, par conséquent, ces développements. Que
'on envisage les stratégies de désection conjointe on marginale,
la recherche des maxima par rapport 3 g de Ap(g) ou Xar(g)
conduirail 4 caleuler chacune de ces grandeurs pour 2 valeurs
possibles du vecteur g, ce qui 5" avére complétement rédhibitoire.
Le paragraphe suivant détaille unc solution de cofit calculatoire
plus faible.

3232 Elapes fondamentates de Ialgorithme EXPULSE ité-
ratif EXIT

D fagon & éviter toute ambiguité, empressons—nous de préciser
que les conventions ¢ éeriture présentées maintenant concernent
uniquement I algorithme itgratif et done ne sont utilisables qu'an
sein du § 3.232. A cer effet, g¢ désigne un vecteur de Bernoulli
« pivot » (Il s"agilt tour simplement d’un vectewr d'initialisation)
ut gy un vecteur ne différant du vecteur gy que par la composante
de rang k. Plus génératement, towte grandeur, matrice, vecleur,
scalaire, affublée de I'indice zéro, sera représentative du vecteur-
pivot, cependant gue la méme quantité portant U'indice k émanera
de gy On appelle vaisinage d un vecteur-pivor Lige) Vensemble
des vectewrs de Bernoullt se déduisant du vecteur—pivot par
modification d'ay plus une de ses composantes. Le vecteur gy
appartient donc 3 44{gy) . Un vecteur—pivot étans fixé, on retient le
veeteur gui maximise les veaisemblances de détection (conjointe
ou marginale) i Fintérieur du voisinage L(go) . Le vecteur choisi
devient & son tour vecteus-pivot et I'opération se renouvetle, ete.
Ee parcours d'une itération de |'algorithme, ie., le choix 4'un
vecteur dans fe voisinage d’un pivot n'est pas trop fastidieux si
I'on sait calculer les vraisemblances de tous les vectewrs d'un
voisinage & partir de la vraisemblance du pivot. Pour ce faire, on
considére les entités suivantes

Aso0lrio, (54)
2ot w1l Ao Iy (55
z20Trtp, (56

Drapres (56) et (23), on note que £ est redié 3 estimateur du
vecteur signal s par la relation :

§i=Rz (57}
ob R désigne, en continuité avec nos conventions, la matrice de
covartance de 5 conditionneflement d g. ¢ vaut k1 selon fa diffé-

rence existant entre |a composante de rang k de gy et celie du
vecteur—pivot. Om a dans ces conditions :

Ry = Ry + o ey L IT (58)
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Te=lo+02cOp L IF OF {59

Eu égard 3 la similitude des vraisemblances {32} e {33), on
introduit la vraisemblance géndrigue Yy {g) dout Uindice ¥ est
dgal & C cu M qui revét la forme :

Xeig) = —pL T pu + VW (g) (60

ol Wiy (g) est un terme complémentaire dont Lidentification ne
pose aucune difficulté 3 partir de (60), (52} et (53). Le lemme
d"inversion matricielle, [8], appliqué & (59), la prise en charge des
relations (54, 35, 56, 38, 60) conduisent aux étapes constitutives
d’EXPULSE itératif EXIT :

Cx %Au Iy Exit |
e Boteyt e ey, Exit 2
T =20 — x oy {IF 20) Exit 3
Ap=Ag~ e pit el Exit4

My (ge) = X tzd b g 1T g
yige) = Xvlgo}-+ 2§ Inpg I} 20 Exit 5
+ Wi (g} - Wy (go}

La mise & jour de We gy est immédiate & partir de (33); ceile
de War{ge) s'avire plus délicate : efle repose sur identité -

det{Ty}) = det{Do)etenm = det(Co}{l + a2} } .
- Exit &

L.a relation Exit 6 est démontrée dans Paonexe Al

4. Simulations

L'objectif des présentes simulations est double. 1l s'agit tout
d'abord de mettze en exergue le comporiement d"EXPULSE itée-
atif EXIT, au fur et & mesure que e rapport signal sur bruit se
dégrade, de fagon A repérer un senil empirique de « déeroche-
ment » de algorithme, dans un cadre de travail bien défini, com-
parable au sevtl bien connu des algorithmes fondés sur la déconm-
position en valeurs singulieres, MUSIC, la Norme minimale etc.
[8]. La seconde motivation de co paragraphe est de rendre compte
du fonctionnement ¢"EXPULSE récurrent EXPRE.

Les résultats des simulations relatives 4 EXIT figurent sur les
planches | 4 9. Les donndes se composent de 2 sinus noyés
dans un bruis blanc gaussien additif. Lex coupies {fréquence-
téduite, puissance) des 2 raies sort les snivanis 1 (467256, v2)
et {(47/256, 1}. 64 échantitlons temporels sont disponibles; il y
a donc, au sens de la remarque R, 84 canaux de résolution de
Fourier notés @ ¢/64.0 < ¢ < 63. Cela signifie gu’aucune des
deux raies n'est situge sur un canal de résolwiion de Fourier. Le
cercle trigonométrique est échantillonné sur 236 canaux fréquen-
tiels, tonjours au sens de R1, tant pour fa fonction discriminante
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pseudo-spectrate de MUSIC que pour EXIT. Chague planche
représente : 1} ke périodogramme non lissé, calculé sur les 64
échantilions temporels muitiplids par une fendtre rectangulaire
qui sert de point de départ & EXIT, 2} MUSIC dont la fonc-
tion discriminante résulte d’un échantillonnage fréquentiel sur
256 points, 3) EXIT. Le rapport signal sur bruit est défini par :
10logg{ef + & /0% ) o oF et oF sont les puissances des 2 raies
et 6% la puissance du bruit additif. Entre les planches 1 et 9 le
RSB varie de 20 4 —1 dB. On note e bon comporterment d"EXIT
qui sépare correctement les raies jusqu'd —0.25 dB, alors que
MUSEC décroche auntour de 3 ¢B, ce qui correspond d’ailleurs
au seuil habitel [10]. La planche 1O fait état du comportemest
moins satisfaisant de {a version récurrente EXPRE, qui présente
néanrnoins I'intérét évideat, il a ét€ construit pour cela, de fournir
une analyse au gré du balayage des différents canaux fréguentiels,
ce qui s'avere crucial voire stratégique dans les contextes Radar
ou Sonar par exemple. Testé dans les mémes conditions de travail
qu'EXIT, mémes sinusoides, ete, et pour 3 valeurs du RSB : 20,
7.2 4B, EXPRE « décroche » autour de 7 dB, voir pianche 10.

Indications concernant lu calibration des courbes.

La puissance moyeane de la fendtre rectangulaire utilisée vaurt 1,
ce qui permet théoriquement d' évaluer la puissance des sinusoides
par caleul de Paire sous le pic qui leur correspond dans le
périodogramme {8}. D’autre part, il cst rappelé que les valeurs
de ia fonction discriminante déterminée lors de la mise en guvre
de 'algorithme MUSIC r'ont pas d’interprétation particulidre
en relation avec les amplitudes des rates inconnues (8] : il
s"agit seulement d’une fonction de localisation des fréquences;
P'estimation des amplitudes repose ensuite sur sne approche par
moindres carrds, § purtir du modéle (1); cette fonction ne requiert
donc aucune calibration. Le graphe relatit 3 EXPULSE pour
finir, restitue des impulsions aux fréquences estimées dont les
amplitudes sont compatibles avec les hypothéses © puissances des
raies égales 3 1 et w3,

5 « Conclusion

[.a méthode EXPULSE introduit de nouveaux principes en ana-
lyse paramétsique de sinuscides @ les informations a priori in-
dispensables 3 [atteinte d'une haute résolution, suns augmenter
considérablement le nombre d’échantillons reesurds, sont directe-
ment introduites dans ['espace-fréquence. En présence de si-
nusoides, le péricdogramme est modélisé comme un opémteur
de convelution bruitd agissant sur s densité spectrale eslimée,
considérée comme un processus stochastique Bernouili-gaussien.
Cette démarche apparait comme le pendant du prelongement tem-
porel ¢'un signal. Elle se qualifie de comblement fréquentiel,
puisqu'elle est mise en application dans 1'espace conjugué de

I'espace~temps par transformée de Fourier. Les canau fréquen-
ticks oil le processus de Bernoulli pread la valeur | sont candidats &
Vaccueil des rajes inconnues, les amplitudes se trouvent contenues
dans la composante gaussienne. EXPULSE réalise donc conjoin-
tement la dérection du processus de Bernoulli et Uestimarion de
Ia partie gaussienne par déconvoiution du périodogramme. A cet
égard, il pallie la principale limitation de 'analyse specirale 4
haute réselution traditionnelle : 1a faible robustesse vis & vis ' une
méconnaissance de la dimension de I"espace signal,

Lz déconvolution a lieu dans des conditions particulidrernent fa-
vorzbles dans la mesure of l'ondeletie, issue de ta calibration du
périodogranme est parfaitement connue. La propri¢té de décou-
plage éahlie 4 I'aide d’arguments probabilistes directs scinde
I'optimalité globale en deux tiches compidmentaires et séguen-
tielles de détection et d’estimation. Inspirées des atporithmes
utilisés en sismique, les versions récurrentes EXPRE et itéra-
tives EXIT ('EXPULSE exhibent des comportements distincts,
Fondsé sur un traitement par bloe des données, EXTT préscate na-
wirellement de meitleures performances qu'EXPRE. Le seuil de
décrochement & EXIT, en dessous duquel la séparation de 2 raies
n'est plus possible est de O dB. A titre indicatif, celui de MU-
SIC jouxte 5 dB. EXPRE, destiné i fa consommation en ligne des
canaux fréqientiels présente un intérét important en Radar—Sonar,
Sur un plan pratique et & a différence de MUSIC, de la Norme
minimale, de Matrix-Pencil et de Bresier, Ualgorithme EXPULSE
respecte stricternent ln structure des dispositifs classiques opér-
ationnefs d’analyse spectrale (appareils de mesure) et spatiale
{Radar-Sonar) {211{22] fondés sur le périodogramme. en se met-
tant en ¢euvee en aval de ce dersier. 1 doit done &tre considése
comrme unc option suppiémentaire 3 « insérer » afind’améliorer la
résolution lorsque le nombre déchantillons temporels, en analyse
spectrate, et le nombre de capteuss, en traitement d’antenne, se
30Nt avérés somume toute, a posterior, insuffisants {231, Une ver-
sion ¢"EXIT adaptée nux fuctuations de la joi de répartition des
raies, selon les bandes de fréquence du périodogramme, fordée
sur une régularisation par un processus Bernoulli-gasssien non
uniforme, asservi 4 une statistique de Fermi-Dirac, a d'oses et
déja été développée {8]; robustesse et régime transitoire de 'al-
gorithme s'en trouvent considérablement améliorés. Pour finir,
EXIT a éé appliqué avec succes 3 I'estimation de fréquences
instantanées en étendant les idées du présent article au spectro-
gramme [24].

Pour se rapprocher du théardme (3}, décenvoluer le pério-
dogramme lissé serait plus judicienx. 1Y anre part, la méme
idée dajout d'information dans Fespace fréquence pourrait 2re
appliquée 3 la déconvolution de la transformée de Fourier des
données plutdt que celle du périodogramume. L'information phase
se frouve maintenue dans cetespace de représentation, ce qui g’ est
pas le cas pour le périvdogramme! Des travaux ont &€ entrepris
dans ce sers (2.
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Planche 1.‘- RSB = 20 dB. 2 raies ; (]msiiiun.'pui.ssnnce) = (46256, /) ot (477256, 1} aucune des deux rafes n’est situde sur un cunal de résctution de Fourier,
:;lsnﬁhr; l’l ﬁc:aﬁi;luns temparels : N = 64, Cansux de résolutlon de Fourler : ¢/64, 1 < g < 63, Canaux fréquentiels (MUSTC & EXPULSE Itératsl EXIT) :
s K= 3
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Note : Sur les représentations s MUSIC et EXPULSE ératif les repires qui ponetuent les axes feéquentiels symbolisent Jes canaux de résobution de Fourier,

Plancte 1, - RSB = 10 dB. 2 ruies : {position, puissance] = (46/256, v/ et (477256, 1} aucune des deux rajes nhest située sur un canal de résolation de Fourier,

;;:;aﬁm; c!’ich'a;:glum temsporels ¢ N = 64, Canaux de résolution de Fourier : q/64, I < g < 63 Canaux febquentiels (MUSIC & EXPULSE Itératif EXIT) ;
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Hote : Sur les représoniations de MUSIC et EXPULSE ldmt los repdres qut poncluent les axes fréquentiels symbolisent fes canaux de tdsolution de Fourier,
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Planche 3, — RSB = 7 4B, 2 rales ¢ (posltion, puissance) » (46/256, +/2} et (477256, 1) aucune des deux rales n'est sltuée sur un canal de résotution de Fourder.
Nombre d*échantillons temporels @ N = 64. Canaux de résolution de Fourier : g/64, 0 < q < 63. Canaux fréquentiels (MUSIC & EXPULSE [tératll EXIT) :

/256,08 < k < 255,

50 PERIODOGRAMME
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005  0r 015 02 625 03 035 04 045 05

Note : Sur les représentations de MUSIC et EXPULSE Iiératif les reperes qui ponctuent les axes fréquentiels symbotisent les canaux de résolution de Fogrier,

Planche 4. - RSB = 5 di. 2 raies : {position, puissance} = (46/256, /2} et (477256, 1) aucune des deux raies n’est située sur un canal de résotution de Fourier,
Nembre d*échantilons temporeds ; N = 64, Canaux de résolution de Fourier : /64, 1 < ¢ < 63, Canaux fréquentiels (MUSIC & EXPUELSE Itératif EXIT) ¢

K/256,0 < k < 255.
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Nate : Sur les représentations de MUSIC et EXPULSE ltératif les repres qui ponciuent los axes {réquentiels symbolisent les canaux de tésolution de Fourier,
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Planche 5, ~ RSB = 2 dB, 2 rajes : (position, puissance) = (467256, +/Z} et (477256, 1) aucune des deus raies n'est situde sur wn canal de résolution de Fourfer,
Nombre d*échantillons temporels : N = 64. Canaux de résolution de Fourler & ¢/64, 0 < ¢ < 63. Canaux fréguentiets (MUSIC & EXPULSE Hératit EXIT) -

k/256, 0 = k < 255,

PERIGDOGRAMME
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05

0.05 01 015 0z 0.3 o1 0.35 0.4 .45

EXPULSE

E
IL

0.05 2.1

Q.13 0.z .25 0.3 @3s 0.4 043
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Note : Sur tes représentations de MUSIC et EXPULSE Rératif les repbres qui ponctuent les axes fréquentiels symbolisent les canaus de résolution de Fourier,

Planche 6. - RSB = § dB. 2 rales : (position, puissanee} = (46/256, /51 et (477256, 1) aucune des deux rajes n'est située sur un cznal de résalution de Fourier.
Nombre d'échantilions temporels : N = 64. Canaux de résciution de Fourier : /64, 0 < q < 63, Canaux fréquentiels (MUSIC & EXPULSE kératif EXIT) :

KA256, 0 < k < 255,
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tote : Sur fes représenrations de MUSIC et EXPULSE tératif les reperes qui ponciuent les axes fréquentiels symbolisent les canaux de résolution de Fourier.
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Planche %, - RSB = -1 dR, 2 raies : (position, puiscance) = (46/256, /) et (477256, 1) awcune des deux raies n”"est située sur un canal de résofusion de Fourier
Nombre d*échantillons temporels : N = 64. Canaux de résalution de Fourler : g/64, f < ¢ < 63, Canaux fréquentiels (MUSIC & EXPULSE Itératif EXIT) :
K/256,0 < k < 255.

Planche 7. - RSB = 0 dB. 2 raies : (position, puissance) = (467256, +/F7 et (477256, 1) aucune des dewx raies n'est située sur un canad de résolution de Fonrier,
Nombre d*échantillons temparels : N = 64, Cananx de résolution de Fourier : g/64, 0 < q < 63. Canaux fréquentiels (MUSIC & EXPULSE Etératif EXIT) ;

k/256,0 < k < 255,
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Note : Sur les représentations de MUSIC et EXPULSE Iiératif les repdecs qui ponctucnt ics ases fréquenticls symbolisent les canaux de résolution de Fouricr, Note : Sur les représemations de MUSIC et EXPULSE [tératif les repéres qui ponctaent fes axes fréquentiels symbolisent les canaux de résolwiion de Fourier.

Planche 8, - RSB = 0.25 dB. 2 raies ; (position, puissance) = (46/256, v 2y et (477256, 1) aucune des deux rales n'est située sur un canal de résolution de Fourter,
Nontbre d"échantillons temporels : N = 64, Canaux de résolution de Fourier : /64, ¢ < q < 63. Cansux fréquentiels (MUSIC & EXPULSE Iératlf EXIT) :
K/256,0 < k < 255.

Planche 10, ~ Expulse recurrent : Expre. 2 raies : (position, puissance) = (467256, +/7) ¢t (477256, 1) de haut en bas te RSB vaut : 20 B, 7dB, 2B
Nombre d*échantilons temporels : N = 64. Conuux de résolution de Fourier 1 q/6d, & < g = 63. Conaux fréquentiels : k256, 0 < k = 255,
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[N ¢ ) (A2)
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CHAPITRE V

ESTIMATION PAR MODELE
BERNOULLI-GAUSSIEN ETENDU

E CHAPITRE est concacré & Uextension des principes de la déconvolution Bernoulli-
Gaussienne aux problémes de Pestimation spectrale et de la goniométrie en TA. [l
sera abordé dans le contexte de Panalyse spectrale de raies pures, bien que les développe-

ments (ui suivent se transposent sans difficulté au probléme de {a localisation de sources,

en vertu de Panalogie établie dans le chapitre I Compte tenu des dernigres remarques du

chapitre IV, Texploitation du modéle BG, diser

 par sa composante de Bernoulli, exige
ute étape de discrétisation ou quantification de U'espace des solutions continues. Celle-ci
sera envisagée, ainst qiun prolongement analyiique du modéle d'observation au voisi-
vage de Pespace discrétisé dans le but de restibuer nne solution dans un continunm, et par
conséguent de lever le principal inconvénient du processus de Bernoulll gui positionue
toute rade cherchée sur un ensemble discret. I n’en demeure pas moins que la nature
discréte de ce modéle constitue un avantage d'un point de vue formel et algorithimique,
dont nous tirons parti: efle permet de transformer le probléme de recherche de raies en
un probléme d'exploration combinatoire et d'utiliser, 4 cet effet, les technigues efficaces
développées dans le cadre de a déconvolution d'tmpulsions. A la différence du chapitre
précédent fond? sur la périodogramume, les développements sont ici proposés sur la base

de représentations erheustives des observations.

1 Représentations équivalentes des données

Dans ce paragraphe, nous envisageons deux représentations strictement équivalentes
des données observées. La représentation temporelle est la plus naturelle. La représenta-
tion duale dans Uespace de Fourier présente, quant A elle, 'avantage de mettrs claivetnent

en évidence Panalogie structurelle du probléme avec celul de la déconvolution dimpul-

sions, Fu effet, fe modele qui Tui est associé s lnterpréte comme un produit de convolution

du specire impulsiounel des rajes complexes par une {onction spectrale connue, représeu-
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tative de la distorsion des mesures. Le choix de Pune ou "antre représentation dépendea
de la structure des modéles associées i chacune delles, selon les besoins on les exigeaces

de la mise en eouvre algorithmigue.

1.1 Représentation temporelile

On dispose de ¥ données temporelles yfn], n = 0,. .., ¥ | issues de la superpasition
d'un nombre inconnu £ de sinusoides complexes corrormpues par wn bruit blpj, n o=
0,... N — 1 blanc gaussien complexe cireulaire, de movenne nulle. de variance of et

indépendant des sinusotdes:

P
yln] = 3 AT pobn], no= 0, N - 1, (v.1)

p=l

ot A, & apet®r désigne Pamplitude complexe associée  la pridme sinusoide. Cletie équa-
tion d'observation correspond & la relation (1.15) dans laquelle le pas d'échantillonnage
est normalisé & Uunité. Les {réquences réduites 1, sont en outre supposées tontes dif-
{érentes et équiréparties dans Pintervalle {8, 1], Nous éericons encore la veprisentalion

teruporelle des observations sous la forme:

»
yln) = 3 Apea(vy) + binl, m=0,. . N <1 (V.2)
pl
a J2wen R
en posant el = e ) (V.3)

Cette fonction complexe de la variable réelle v est péricdique de période unité.

1.2 Représentation fréquentielle

Une représentation strictement équivalente des données temporelles est générée par
leur transformée de Fourier diseréte (TFD) normalisée!, qui est une transformation li-

néaire ef unitaire. Par suite, ses V coeflicients s’expriment selon :

.
il = Z.A,,h(n ~yp) B Y (V.A)

=1

hiv) 2 giTAN -G

oit sinc (.} désigne la fonction sinus cardinal. La relation ci-dessus est aisément obbenue

& partir de la définition de fa TFD normalisée et de Péquation (V.1). Le beuit b, TFD de

L. fa transformée de Fourier discréte normalisée de la séquence temporelle Yinl n =0, .. N -
Nt '

est donnde par: k) = —\ifiu Z y[n) PREALE TR - 0N -1
Y

HES
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Moedule du noyau de Dirlchler
4 T

3.5

)

Fra. Vil - La figure représente le module du noyaw de Divichlet pour N = 3 (en trait
discontiny) et N = 15 (en frail plein), tracé sur une période. Le noyaw s’annule en les
multiples de L/N, excepté @ Uorigine.

b, est blanc gaussien complexe cirenlaire A{0, o} et indépendant de la partie utile du
signal. Enfin, la fonction A(r) s'identifie au noyau de Dirichlet. Celui-ci posséde un lobe
central dont la largeur & —3 dB limite la ésolution spectrale & 'ordre de inverse du
nombre de données, soit 1/, Ce n'est autre que le sinus cardinal habituel “périodisé”
et de période unité (voir figure V. 1),

Les deux représentations (V.2) et (V.4) sont linéaires par rapport aux amplisudes
complexes mais non lindaires en [réquence. Le probléme, d’égale difficuité dans les doux
espaces, s'énonce ainsi : sur la base des N données {V.2) ou de lewr TFD normalisée (V.4),

i} s'agit d’identifier

(1) la variable discréte £
{if} les P triplets {vp, ¢y, &, } caractérisant chaque sinusotde.
Il se résoud de la méme fagon dans les deux espaces. Les seules différences qui penvent

eventuelement apparaitre sont d’ordre calculatoire et peuvent conduire A privilégier un

espace de résolution par rapport & Vautre, en fonction des aspects de mise en ceuvre,

2 Discrétisation de I'espace des solutions

. - . faY Sy [ .
La solution fréquenticlie v = {vy, ..., vp} doit étre estimée dans un espace £ coutinu,

) . . A 0 e . . .
borué, de dimension P: & & [0, 1{F. Diaprés les chapitres précadents, la méconnaissance

de cette dimension constitue une difficulté majeure du probléme. Aussi, nous proposons
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de discrétiser cet espace sur une grille G de Np fréquences discrétes régulitrement espacées

sur [ 1 depuis Porigine

0, {7 g gP & {o, .

Frauchir la réselution de Fourier suggére un pas de cliscrétisation plus fin que [/, On
chotsit alors N = oV avec o entier > 1. La grille de fréquences discrétes peunt done étre
arbitrairement fine, dans des proportions dictées par la valeur de o, Cette quantification

et de limiter la recherche

a pour premiére conséquence d'imposer la contrainte P <
des raies & ensemble G de cardinal fini, Son principal intérat est de transformer la nature
du probléme de Testimation fréquentielle qui devient, en premidre approximation, celui

de Uczploration de cet ensemble,

2.1  Approximation d’ordre zéro

En effet, considérons le cas ot toute fréquence v, du signal cotncide exactement aver

une des fréquences diserétes de la grille;

Vp:i._..,[') : akp'f{0,...,f¥'[,"*'1}fl/pl (\'6}
Modeéle temporel Sous cette hypothése, "équation (V.2) s'écrit:
Mgl &
yirl= Y et — skl 4+b[n), Y=0,... N - | {(V.7)
s N
oA si k= ky s
aves s{k] = { 0 snon. {(V.8)
Modéle fréquentiel De méme, Véquation {V.4) devient
(V.03

ol la séquence s de longuewr Np est également définie par {V.8), Notons que cette der
niéze relation s'interpréte, & wn terme de bruit prés, comme un produil de convolution
circulaire « généralisé », caractéristique qui tend & rapprochier, an moins dans fa strue-
ture convolutionnelle de e modéle, le probléme de Uanalyse spectraie de celui de la
déconvolution.

Auregard des foritures (V.7 et (V.0), il est clair qu’estimer les fréquences {th. ... wp}

est équivalent & localiser les composantes non nulles de 1a séquence creuse s, Néanmoins,
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"hypothise (V.6} qui sous-tend les relations ci-dessus est sujette & cantion dans la mesure
ol fa probabilité de Pévénement « toutes les fréquences 1, coincident avec des fréquences

discrétes issues de la grille G » est nulle. Il est alors naturel d’encadrer Ta solution v aussi

étrpiternent que possible, ce qui suggére une discrétization suffisamment fine, fonchion
du niveau de résolution désiré. Or intuitiverent, cholsir un ordre o trés élevé a pour
conséquence d'augmenter la dimension du probleme dans des proportions incompatibles
avec une charge de caleul raisonnable. Ce choix test done pas des plus judicieux et il

est néeessaire dlenvisager une alternative.

2.2  Approximation linéaire d’ordre 1

Pour une valeur donnée de e, il est possible d'obtenir un second niveau d'approxima-
tion, fondé sur la remarque suivante: toute fréguence rédiite peat étre recherchée sous
la forme composite

k
Vp = it e by (V.16}

P 1\"’{,‘

ol

est la [réquence diseréte de la grille G la plus proche de v, ;

& Su, désigne une décive fréquentielle, symbolisant Perreur d'approximation: est
une variable confinie dont la valeur absolue doit, par définition, rester inférienre

au demi-pas de discrétisation, cest-d-dire [dw, | < %

Modéle temporel Partant de {V.10) et {V.2), un pas de discrétisation suffisamment
fin autorise un développerment limité an premier ordre de la fonction e,{-) au voisinage des
lréuences discrétes les plus proches. Ce procédé permet alors de reporter la contribution

des dérives fréquentielles de fagon linéuire sur une séquence e :

Np—t E I8
nl I el i L1 I N EUy 0 2 AT £ VoI
b = 3 e ()i a () b v

- (. ) .
Jale) & w—(——en(v) = =2 en (1) (V.12)
dis ’ ;

Les séquences r et s sont creuses, Bn cohérence avec (V. 12), leurs composantes non nultles

cofncident et sont lides aux dérives fréquentielies selon:

Tiky] = S, slhy) ES Ay, Yp=1,.. P (V.13
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gl ;

Modele fréquentiel  De la méme fagen, un développement linisé d'ordre | du noyay
de Diriciilet an voisinage des fréquences diserétes de la grille G permet de reporter la

contribution des détives fréquentielles linéairement sur la méme séquence r:

s Ne-l m k n k . -
il = 3 A (K - I:) stk + g (.\, - ) rik] -+ bjn} (V.14}

kb {
dh

dis

e

glv) (v (V.15)

ol 3 et rsont définies par (V.8) et {V.13).

Sous cette approximation linéaire des modéles teraporel et fréquentiel, le prablame de

I'estimation de 'ensemble v requiert. :

L. la localisation des composantes non nulles des séquences r ot s ;

2. la détecmination des dérives [véquentielles qui repose sur estimation de ces com-

posantes.

Il s'agit exactement de la démarche méthodelogique définie en (3147}, Enfin, la vali-
dité d’une telle approximation est évidernment lige 3 V'ordre de discrétisation e A titre
indicatil, en utilisant PVinégalité de Tayior-Lagrange? i Pordre deux, on montre sans dif-
ficulté, dans un cas comme dans antre, que Uerreur maximale commise varie en module

en /ot

Le modéie approché (V. 14} atust obtenu est lindaire par rapport & {ensemble de tous
les porameélves cherchés, contenus dans les vecteurs s et r. Associée a la discrétisation
de l'espace des solutions, la linéarisation de éguation d'observation (V Y an voisinage

de la grille discréte laisse done Popportunité d'estimer toute fréquence dans Pintervalle

continu [0, .

2.3 Structure des opérateurs 4 arguments discrets

Les deritures matricielles des relations {V.11) et (V.14) prennent la forme dno 5V~

teme lindaire par rapport 4 inconnue x = [s'{e']' du probleme:

¥ = Ax b {modéle temporel} (V.16)
¥y = Ax+h {(modale fréquentiel). (V7))

Les matrices A et A sont des opérateurs dont les arguments, fréquences de la grilie ¢,

sont discrets. Leurs propriétés structurelies sont maintenant examinées,

2. tnggalité de Taylor-Lagrange du second ordre: si une fonetion u{x) est deux fols contintiment

diftérentiable, alors ‘u(ar 447 = u(w) — .5;,-5}5(” < a2l
! dr

on Ma =sup
r

=5
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Modéle temporel A est une matrice partitionnée: A = [B}F]. Les sous-matrices E
et F sont de mémes dimensions (V x Np}; leurs termes génériques respectifs se dédaizent

explicitement des noyanx e,{) et [ {):

P28 . 2
e = 0N et By = —j2an e’ ER

odn (0 < n <N —1}et k{0 < & < Np— 1) sont respectivement les indices de
st oubre

ligne et colonne. La matrice B présente une structure de Vandermonde:

un opérateur de transformée de Fourier inverse. Elle est définie par ¥V coefficients. La

matrice F s’exprime en {onction de E selon

N—-I N—-1 -+ N1

ot (O désigne le produit de Hadamard?®; au sigue prés, F g'interpréte comme un opérateur

de dérivée de transformée de Fourler inverse, Remarquons dCantre part que la matvice N
. & .

n'est autre que le produit du vecteur-colonne n = {0, 1,..., N = [}’ par le vecteur-ligne

1' de dimension Np dont toutes les composantes valent 1: N = nl’.

Modéle fréquentiel Dane le cas de la représentation fréquentistle, la mabtice A est
également partitionnée A = {H | G]. Les sous-matrices H et G sont de tailles identiques
[N % al¥); leurs termes génériques respectifs se déduisent des noyaux h et g, Ces denx
mmatrices présentent une structure remarquable: ce sont des matrices circulantes-bloc.

Alnsi, la matrice F se met sous la forme

h(i, hf\,;_i e h:l
ga hj o | ihy
: 1

hiv.i | Ry2 | 1hg

a n n 1 n oo Iy

" 2 AT N A LT Y N (AT
ot ba [h (."V) ' (:\" (\'N) ‘ (N a¥ )]
est un vecteur de taille o pour tout = 0., N — 1. Chague bloc de taille {V % o) se

déduit du précédent par une permuttation circulaive, La matrice G se met sous une forme

strictement identique. Cette structure cireulante-bloe résulte de la périodicité du noyau

de Dirichlet. Les matrices H et G sont done entiérement définies par leurs o premid

colonnes.

3. Produit de Hadamard de deux matrices mémes dimensions: {A & Bl = Ane B Clest un
produit commutatif et associatif.
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Fofin, les matrices de A et A se déduisent 'une de autre par une simple transtormée
de Fourier: les colonmes de H ne se sont autres gue los TED normalisées des colonnes de
E, de méme pour G et F au signe prés. La TFD normalisée 8tablit done une relation de

dualité compléte entre les deux modéles,

Pour des raisens de simplicité de propos, nous ralsonnons désormais sur e modéle
temporel (V.16}. Les différences qui pourrent apparaitre quant & la manipulatios de Pun

ou Pautre des modéles seront mentionnées & chaque fois qu’il sera nécessaire.

3 Construction d’une solution bayésienne

3.1 Nécessité d’une solution régularisée

La restauration de x & partir des données y constitue un probléme inverse linéaire
{cf. chapitre 11}, LVinversion de la relation (V.16) v'est pas sans poser de problémes

d'unicité et de stabilité numérique, caractéristique d'un probléme mal-conditionné.

En effet, le systéme (V. 16) est surdéterminé : unicité de la solution est par conséquent
loin d’8tre garantie. Une approche classique pour aborder ce type de probléme est la
décomposition tronquée eu valeurs singulidres de opérateur matriciel A, dont le but
est de constraire une solution unique en prejetant les shservations sur un espace jngé

« significatif ».

Partant des propriétés structurelles de Popérateur matriciel A, H est possible d'évaluer
analyticuernent son spectre de valeurs singulitres. Le cas est suffisamment rare pour étre
souligné; les caleuls sont renvoyés dans Uannexe A. En se référant & la figure V.2, il
apparait alors que le spectre de A corporte (20 — L}V valeurs singulidres nulles: celles-
ci expriment le surdimensionnement du systéme. L'espace propre qui leur est associé,

[

-a-dire le noyan de A, ne contient aucune information sur les doundes observées.
On peut alors envisager la solution « inverse généralisée » qui consiste & projeter los

abservations sur espace propre associé aux valeurs singulidres non nulles de AL

Néanmeins, le rapport entre les valeurs singulidres extrémes différentes de
aut ich /- 4w

ro, il

)2, rend la solution « inverse généralisée » numériquement in-

stable: celle-ci est done sujette & caution. On constate d'ailleurs fe phénomene suivant :
le conditionnement de A empire aves un nombre de donndes plus levé, clest-a-dire gue
Paugmentation du nombre de données ne permet pas de stabiliser la salution « inverse
géuéralisée ». Par conséquent, si 'unicité de cetle solution est garantis, sa stabilité nu-
mérique t'est en revanche pas assurée. Elle n'est donc pas acceptable. Pour obienie
une solution stable, le probléme doit impérativernent étre régularisé, par exemple en aé-

lectionnant une classe de solutions admissibles: vous proposons la classe des salutions
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nnpulsionnelles déerite par une famille de processus composites Bernoulli-Gaussien.

VoaNy L+ 4N - 1y

= valeurs singuliéres

N (2o~ DNV

FIG. V.2 - Spectre des valeurs singuliéres de Vopérateur matriciel A, Celui de A est
rigowrensement identique en vertu de lo dualité gqui existc enire les dewr opératenrs.
Propriété remarquable - le rapport entre les valeurs singuliéves extrémes différentes de
zéro ne dépend que du nombre de dounées observées; il est indépendant de Pordre de
discrétisation o. Ce spectre dlusire le caractére mal-conditionné du probleme inverse,

3.2 Modélisation BG étendue

Baprés le § 11 2.2, la discrétisation de espace des solutions transforme le problame
de estimation spectrale en celui de la localisation des composantes non nulles des vec-
teurs s et r. Le processus de Bernoulli s'avére par conséquent parfaitement adapté a
cette situation : son role est de décrire la position de ces composantes non nulles dans les
séquences $ et r. S'inscrivant dans un cadre bayésien, la régularisation proposée exige la
spécification des distributions de probabilité de toutes les quantités mises en jeu dans le
madéle dobservation approché (V.16),

Par liypothése, le bruit b est supposé blanc gaussien complexe circulaire A0, orf)
et indépendant de x. [Vautre part, la solution x est « probabilisée »: considérée comme
la réalisation d’un processus Bernoulli-Gaussien complexe, elle est recherchée sous la
forme composée (s, 8, q). Les lois attribuées A chacune de ces grandeurs sont explicitées

ci-dessous.

e Les fréquences discrétes on la séquence de Bernoulli ¢ de paramétre A prend fa
valeur | sont, & une dérive fréquentielle prés, des vaies potentielies:

Priqlkl=1)= A
Pei{gfk] =0} =1~ A

i

La densité A s'interpréte conune Ja probabilité movenns d'occurence dune raie par

pas de discrétisation de la grille fréquentielle G.
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® Le processus gaussien complexe s modslise Vamplitude complexe des raies. 1 est
défini conditionnellernent & q sefon :

(sl&] [ qlk] = g} ~ A0, got),

It reste i définir la distribution jointe di couple (s, r|q). Daprés nos hypothéses,

les vecteurs s eb r sont colinéa

es 1 ils sont asservis & la méme séquence de Ber-
noulli g eb leurs composantes sont lées par la relation (V.13). Conditionnelle-
went & g, les dérives fréquentielies sont considérées comme des variables alatoires
réelles, mutuellement indépendantes, indépendantes des amplitudes complexes et
uniformément distribnées sur Vintervalle {—« Z\ITF + mlf_p [ Par conséquent, la variable
conditionnée {rf&] lglk] = ¢) sexprime comme le produit de deux variables aléa-
toires dout 'une est gaussienne complexe eirculaire et Pavtre réelie uniforme. Sous
les hypothéses

fue nous venons de formuler, on montre que (rtklliglé) = q) et
(stk]lalk] = q), bien que colinéaires - done « interdépendantes » - sont décorré-
lées, La colinéarité de s of r ne transparait done pas & Uordre deux. En outre, |a
densité marginale de (r[k] ] afk] = q) prend la forme dune expression intégrale dite
«intégrale exponentielle » [ABRAMOWITZ & STEGUN 1972, p. 228):

NE preo | AN IR
PR g = () = ;“;:f; } ?fixi.){w%;_)—-wl«t dt
+oo | ANE [ V.8
. / 7P m"!—[—;(j—w”_'t} dt ( )
i £

1

(Y(?‘).

Ces deux cderniers résultats sont démontris dans "annexe B. La forme analy-
bique {V.18) n’

tenu de Uapproximation du modele d'observation, il est préférable, & ce stade de

Prigtgpijaa(r)

évidemment pas simple & manipuler. (est pourguo, compte

la régularisation, de Himiter la deseription statistique de cette variable & ses deux
premiers moments. Bn d’autres termes, on ha substitue une loi normale complexe
circulaire de méme moyenne et méme variance {voir annexe B):

o2

: ’

e[k afkt = ¢) ~ A [0.q ey
12N

de fagon & couserver un environmement globalement gaussien. Sous cette approxi-

mation et compte tenu de la décorrélation des séquences s ¢t 1, la lob du couple

(s.riq) est approchée par la gaussienne centrée et de covariance

siidiag {4} 8 J

I‘(c;} = £ ii%d'm!—_’; {(l}

(V19)

Le modele a priori BG complexe ainsi défini est complétement caractérisé par le

processus blanc (s,v,q) et les loic de probabilité de chacun de ses éléments. Dautre
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il

o6

StH

443

30

-5 LS

Fig. V.3 - Sur celle figure sonf superposies le lol « intégrale exponentielle » (en trait

o . s o . S -
plein} et son approvimation gausstenne lu plus proche fen treil discontinu). Pa (();mno
dité, le tracé est restreint & la droite réelle ; 1 correspond awr veleurs Np = 64 ot 0% = |

La densite de Uintégrale exponenticlle est infinde & Dovigine,

part, la dounde des deux hyperparametres (A, o7) suffit & énovcer le probléme dans un
en. Dans {DUBLANCHET et coll. 1993], nons avons proposé un second niveas

de régularisation fondé sur une analogie avec la physique statistigue. I} peret dlasservie

cadre bay

la densité du processus de Bernoulli & une statistique de Fermi-Dirac. Bn revanche, i
introduit des paramétres supplémentaives dont le réglage demenre empirique. De toute
fagon. ce second niveau de végularisation sort du contexie bayésien. Il ne sera done pas
considéré icl.

H 2 (A0 ¢!} sont suppo

Dans la suite, tous les hyperparamstres B CONDus o1

onctions de vraisemblance

préalablement estimés, Par souci de clarté, la dépendance des
refativernent & M sera iraplicite, Dans le chapitre suivant, nous proposons une technicue

consacrée A estimation des hyperparamétres, trés simple & mettre en cuvre.

3.3 Détection-localisation et estimation

L'application de la démarche méthologique évoguée au § {11 4 pour la restauration

du processus BG conduit aux deux taches séquentietles suivantes.
+ La détechion-lacalisation, cest-d-dire estimation de la séguence de Bernoulli g

par optimation de la vraisemblance marginale o posterior de q:

Baye
J

§ = argmaxp(qly) = : argmaxp(y | o} Pr(q) (V.20)

avee, par définition

Priq) = A7(1 — 3)¥ep (v.z1)
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oit p désigne le nombre de composantes non nulles de la séquence q. Compte tenu de
ta normalité du brait b, de celle des variables (s]q) b (r|q) et de la linéarite du
maodéle (V.16}, {y]q) suit une loi normale complexe circulaive, de moyenne nulle et de
covartance donnée par

Bia) = AD(qIAT + afly (v.22)

ot P{q} est définie par {(V.19). La lot de {y ] q) s'écrit par conséquent :

—.nxp{mny(q)-‘y} (V.23

el ;(' =
yia) 5 Y

7
[ sera préférable, afin d’alleger les caleuls, de considérer Pexpression logarithmicue de
la vraisernblance ¢ posterior! p(g ]y} qui, daprés (V.20}, (V.21 et (V.23), prend la
forme:

;

i -1 A .

Clag) = -y'B{q)'y — In [ B(q)] + pln Y (V.24

obtenue aprés élimination des termes constants. La maximisation de ce critére est exam)-
née dans le paragraphe suivant. Cette premicre dtape fournit un estimatenr dy aombre
de raies en dénombrant les réalisations positives de la séquence de Bernoulli estimée G.
Elle fournit également une estimation des fréquences discrétes les plus proches des raies

recherchées,

» A Pétape de détection-localisation succede Vestimation MAP des dérives fréguen-

ticlles et des amplitudes complexes afférentes aux fréquences discrotes de la grille G lo-
calisées par ta séguence estimée §. La solution est explicite en raisou de Penvironmement

Linéaire gaussien {(cf. §1H 4):

% =TP(@A B@)"y.

Les # = 57, gik} composantes non nulles de chacune des partitions § ef 7, sélectionnées
par (Jy = {kp,p =L, P}, permetieat alors d'estimer les P dérives fréquentielles au
sens des moindres carrés selon (voir la relation {(V.13)):

=
e
L
=
.
=
)
o

k
= '\"";“ - (51.),) ‘vp: i,‘...[) (\’ L?‘}
A, = 8k p=LLL P (V.29)
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4 Mise en ceuvre: 'algorithme SMLR

Le probléme maintenant posé est celui de la maximisation du critére de localisation

douné par (V.24) sur Pensemble fini des 2% configurations possibles de la séquence de

Beruoullt ¢, [1 ’agit d'un probléme dlexploration combinatoire. Ou ne connail avcune
reéthode exacte de recherche de la solution auire que Pexploration exhaustive des 2%¢
séquences. Or la nécessité d’une analyse haute résclution ef celle de minimiser Perreur
refative & Napproximation lingaire du modeéle conduisent & cheisic des valeurs élevées de
Np. De telies valeurs rendent inaccessible une mise en ceuvre optimale et il est indis-
pensable de recouriv 4 des technigues de maximisation palliatives qui nexplorent quune
partie des configurations possibles. Lefficacité de la méthode est alors fonction de la
proportion de séquences explorées et de la stratégie d'exploration cholsie.

4.1 Principes

La technigue d'exploration retenue repose une notion de séquences voisines. Flle
consiste & maximiser le critére de localisation en évoluant de séquence voisine en sé-
quence voisine. Trois principanx facteurs influent sur le comportement et Pefficacité
pratigue d'une telle procédure: (i) la définition du veisinage; {ii) la stratéeie adoptée
pour parcourtr le voisinage de la ségquence courante et sélectionner la nouvelle séquence;
{iii} Pexistence de formules numériguement peu cotteuses lant les valewrs des eritéres
de deux séquences voisines. D'an point de vue pratique, une telle procédure ne produit
de résultats flables que st elle est bien conditionnée, ¢est-a-dive sl, pour toute séquence
imitiale, il existe une suite {nécessairement flnie car g ne peat prendre qu'un nombre fini
de configurations) de séquences voisines les unes des autres, dont les critéres lorment
une suite croissante, et qui converge vers une solution proche de celle qui correspond an

maximum global du critére,

Si Pou choisit pour voisinage de la séquence courante g, Uensemble V{q,) des Np

séquences g, k= 1,..., ¥p, qui en différent par au plus an échantitfon:
Vido) = {a / alk] = T aqulb] et aqufi] = qqi] Vi # &}

et si Lon sélectionne la nouvelle séguence comme celle qui maximise le critére sur la
totalité du voisinage de la séquence courante, ou aboutit anx techuiques de type SMLR
(Single Moest Likely Replacement) initlalement proposées par KOorMyLO et MENDEL
[Kormyro & Mespen 1982, Mevoel 1983, Une telle procédure s’arcéte automatigue-
ment guand aucune séquence du voisinage n'améliore le critére, aprés un pombre néces-
satrement fini d'lérations. Notons qu'il existe essentiellenent deux versions plus récentes
FGOUSSARD et coll, 1990, [DIER & GOUSSARD F993HCHAMPAGNAT et coll, 1996] de Ial-

gorithme SMLR, qui different Tune de Uantre par les quantités auxiliaires utilisées, Ces
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versions présentent les avantages d'8tre simples et de se peéter & des mises en ceuvre
numériquenzent efficaces, Elles réalisent un compromis intéressant entre une faible com-
plexité numérique et Uobtention de résultats significatifs. Nous propoesons ici une adapta-
tion de [a premiére version [GOUSSARD et coll. 1990, IDIER & (iOUSSARD 19%3] & notre

probléme. La seconde sera présentée daus le chapitre VI

4.2 L’algorithme

Les équations de Ualgorithme SMLR sont détaillées ci-aprds. Dans la suite, toute
quantité indicée par £ est relative 4 la séquence g ; les quantités non indicées se rap-
pottent & une séquence géuérique o quelconque. Il s’agit d'8tabliv la relation gui lie les
valenrs du eritére (V.24) Clqy} et Clgy) relatives & deux séquences voisines € et gy, au
sens du voisinage défind ci-dessus. A cet effet, deux quantités auxiliaives sout introduibes :

D2ATBTA et u2 ATB 'y

On définit également les quantités suivantes:

le scalaire g4 qui vaut +1 ou —1 selon respectivement que | est ajouté oy enlove
de la séquence courante g an site k,

- e vecteur vy de taille Ny dont toutes les composantes sont nulles sauf la k-idme
qui vaut |,

D'aprés (V.22), la matrice de covariance By se déduit de By selon

B = By + =, .:'L\&IIVLA?1 {V.30)
aAved:
g 0
v, & Vi O et 12 o?
0 v, ' b e
12NE

En appliquant le lemme d'inversion matricielle (DY & (V30 vient:
B = B - Bj'AV.z;'vialB;! (V.30
T 2l + VEAVL. (V.32

On en deéduit immédiatement les formules de mise & jour du premier terme yT Bty du
critére of des quantités auxiliaires D et u:

yIBy = yvIBiy - WViZr Vin, (V.33)
Di = Dy-DpVi %' 'ViDyg (V.34)
Bl o= Uy = D.'}VkEAT'Vi.u(). (\
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I reste maintenant & établir Uéquation de mise & jour du critére complet, ce qui nécessite
une relation entre les déterminants de B7' ot By' Pour ce faire, on fait appel au résultat
suivant, dont upe démonstation peut étre trouvée dans [LascauXx & Tugopor 1987

Théoréme 1 Svient dews matrices carrées (n % n) Mo et My fides par une relation du
fype s My = M, + TST! 04 T et S sont de tailles vespectives {n =< m) el (m = m) avee
o .

Alors si My esf fnversible, leurs déterminants vérifient [V, ] = | M| \I-{-STTMT‘}'IT] .

L’application de ce résultat & (V.30) conduit &:

p
|Bi[=|Bg] lgil"{:}w

{V.36)
7
4o Pon déduit, en utilisant (V.33), la formule de mise & jour du eritére de localisation
selon
4
. : At o A Ve
C(q&) R ((qﬂ} -+ “[)VkEk Vkl!() - ln ToA igkl 4 Eg In ———. (‘V-h)
VINE P A
Notous que Festimation (V.20} est un sous-produit de Palgorithme: X = T{g}{i. Enfin,
ce procédé de maximisation sous-optincale garantit seulement la convergence vers un

optimurn ocal gui est néanmolins satisfaisant dans de nombreuses situations pratiques.

Initialisation et complexité de mise en ceuvre  Lalgorithme est initialisé par
la séquence nulle car aucun argument autre que calewlatoire ne favorise ¢ priort Vune
des 25 stquences possibles, sauf la séquence nulle pour laquelie le caleul du eritere est
tmnédiat: Clgg = 0} = ~y'y/of — ¥ in(of). Elle évite la recherche d'une solution
initiale satisfalsante comme dans la technigue de maximisation par projections alter-
nées [Z1SKIND & WaX 1988]. La phaese d’initialisation requiert le calcnd de o7 ?ATA ot
U;QAT}/, dont le colt peut étre réduit en explottaut la structure remarquable de Uopé-

rateur A, Les propriébes qui suivent sout démontrées dans Pannexe A 2,

,

e La quantité ETy n'est antre que la TFD du signal évaluée en les Np fréquences

discrétes de la grille G, De plus, F?y se déduit de la TFD du produit de Hadamard

Ny, St Np est une puissance de deux, alors on peut utiliser les algorithmes de
) g

transformée de Fourier rapide pour caleuler Aly.

1
e D'autre part, on montre que AT A (el (A10Y), de dimension {Np x Np), est une
matrice bloc-circulante et hermitienne. L'espace mémoire nécessaire & son stockage
est dans ce cas réduit de O{ANE) & QONp). Le caleul des trois colonues qui la

d
|
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Détection—Localisation Estimatton

Initialisation
[y

Exploration

= arg max {aq)
(€,

q

H Oui: arrdt R .
Clag) 4 = gy, X{g)

Non

Mise 4 jour de gy, Do u

Fro. Vi - Principes de Ualgorithme SMLR et de o méthade.

définissent entidrement peut étre effectué par transformée de Fourier. La charge
N

de caleul correspondante & la matrice ATA est en Q3N Ng) et peut éire encore

réduite en ubilisant la TEF rapide.

Enfiu, le modéle réquentiel (V.I7) jouit exactement des mémes propriétés,

Gu remarque que la phase d'initialisation effectnée, senles les quantités auxiliaires
D et u résument les états nécessaires au fonctionnement de 'algorithme et propagent
Pinformation contenue dans les données puisque la matrice A et les observations y n'in-

terviennent plus diveclement dans les équations de Palgorithme. L'étape numériquement

fa plus coilteuse reste la mise & jour de D), cette derniére étant de Pordre de O(4NE)

multiplications complexes, Malheureuscment, les propriéiés de cireularité de AEA ne se

propagent pas i I} ei celle-ci ne présente aucune structure remarquable {excepté son
caractére hermitien) susceplible d'étre exploitée afin de réduire le coit de sa mise 4 jour.

Liexploration du veisinage entier, quant i elle, a une complexité plus faible de Vordre

de O{Np) mudtiplications corplexes, Ou remarquera powr finir gue les expressions tefles

T . . P .o
que DoV et Viug ne nécessitent aucune opération numérique.
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Pour conclure, la structure de Palgorithme SMLR ne permet pas de privilégier «
priori 'ane des deux représentations car celles-ci permettent de réaliser sensiblement
les méres éeomonies de caleul of dencombrement. mémoire. Notons simplement que
la représentation temporelle est la plus naturelle et de suvereit évite le caleul de ta

transformée de Fourier des données et du noyau de Dirichlet.

5 Reésultats de simulations

Quelques résultats de simulations sont maintenant présentés, Hs sont réalisés sur des
données synthétiques, issues d'un exermple emprunté & [Kay & Manpoi 1981, p. 436] et

|BrEsLER & MACOVSKD 1988], souvent considéré comme référence. Le signal, composé

de 25 échantillons, est constitué de deux rales pures espacées d'une demi-résolution de
Fourier, de sorte que toute méthode exclusivement fondée sur la transformée de Fourler

(périodogrammme, corrélogramme) ne pent les séparer:

yin] = exp(i2ruin) +exp(ilrian + jr/d) + b[n] ,n=0,...,24
b= 0,50
iy = 0,52,

Le bruit additif bn] est stationnaire, blanc gaussien complexe circulaire, de movenne

nuile e de variance of. Pour dtre cowparée, la méthode présentée dans ce chapitre

doit étre mise en concurrence d’une part, avec les technigues consacrées uniquement &
"estimation du nombre de rales et d’autre part, avec les méthodes de localisation HR
qui fonctionnent & nombre de rates fixé ¢ priori. Parmi les estimateurs de référence, nous

avons retenu
o les critéres classiques AIC et MDL pour la délection;
o la méthode de type « sous-espace » ESPRIT et la technique du reaxizanm de veai-

semblance déterministe {MVD) pour Uaspect focelisation (voir chapitre ).

Les performances de détection et de lecalisation sont évaluées en fonction du rapport
signal-a-bruit, défiei par RSB = 10log,(1/0f} en dB. Pour les méthodes ESPRIT et

MV, le nombre de raies est fixé & deux, la vraie valeur. Pour approche proposée dans

ce chapitre, les hyperparamétres ne sonb pas estimés mais fixés aux valeurs suivantes:
A= 6.09, 07 = | et la vatiance du bruit of correspond & la valeur théorique donnée par
chaque RSB, Quant au paramétre de diserétisation, it est choisi & quatre: a = 4. Dans

ta suite, cette technique est référencée par BG {pour Bernouli-Gaussien).

Aprés un moyennage sur mille réalisations indépendantes, les performances de dé-

tection sout évaluées comme la probabilité de détecter exactement deux raies, Sur la
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figura V.5, elles sont comparées aux résultats fournis par les critdres AIC et MDL. Le
seuil de décrochement en dessous duquel les méthodes fournissent moins de 50% de dé-
tections correctes se situe aux environs de 0 dB pour la technigue BG et entre 6 ot 7
dB pour les critéres classiques AIC et MDL. En particulier, dans la zone de 2 & 4 dB,
la méthode BG fournit 80% de détections correctes contre moins de 20% pour AIC et
MDL. Au regard de ces quelques résultats, I'amélioration obtenue par la méthode BG

comparativement & Pexistant est manifeste.

Probabiite de detection corneite
= < o
Py & 2

=
2

0 i$ m
R3B (41
TG, V.5 - Taur de déteetion correcte évalué sur [000 réalisetions pour chaque valewr
du rapport signal-a-bruif,

Llerreur quadratique moyenne (EQM) qui inclut biais et variance d’estimation” est
utilisée comme critére d'appréciation de la qualité de localisation des raies sur P'axe spec-
tral. Pour la mnéthode BG, elle est évalude conditionnellement aux déteciions correctes.
La fréquence la plus faible est systématiquement attribuée & vy, la plus élevée 4 vy, Les
résultats obtenus par les trois estimateurs sont reportés sur la figure V.6 pour la fré-
quence vy. Les résultats obtenus pour la fréquence vy sont similaires. Comme Papproche
MVD, la méthode BG entre dans la classe des estimateurs fondés sur le principe du
maximans de veaisernblance; leurs meilleures performances comparées 4 celles qui sont
obtenues par la technique ESPRIT se justifient par le caractére local des estimateurs
de type « sous-gspaces » (ef. § {1 4.1). Les meilleurs résultats exhibés par la méthode
du MVD comparativement & BG ne surprennent pas: en effet, Papproche MVD maxi-
mise une vraisemblance eracte tandis que la méthode BQ repose sur une vraisemblance

approchée.

Enfin, mentionnons gu’en moyenne, Valgorithme SLMR converge en trois itérations,
ce qui correspond & un ternps de caleul environ quinze fois pius élevé que celui de la
méthode ESPRIT, et trois fois plus grand que celui qui est nécessaire au critére du
MVD, maximisé par Ualgorithme 1QML [8]. Ces ordres de grandeur sont toutefois

4. Lerreur ou distance quadratique est définie par: BEQ 2 biais®+ variance,
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relier & la faible valeur du pas de discrétisation fréquentiel o, c’est-a-dire directernent a

{a densité du voisinage associé & chaque solution courante.

.. ESERIT,

12 T Y
RSB (1)
FiG, V.6 - Performances de localisafion pour la fréquence vy oblenues par les méthodes
ESPRIT, MVD et BG. Les résultals pour la fréquence vy sont similaires.

6 Conclusion et perpectives

Nous avons montré Uintérét d’une approche bayésienne conjuguée & une modélisation
impulsionnelle. Aprés une discrétisation trés fine de Vespace des solutions et Uintroduc-
tion daus ce méme espace des informations a priori indispensables & Vatteinte d'une
haute résolution, la méthode tire un bon parti d'une modélisation Bernonili-Gaussienne
du spectre de raies 4 restaurer. Les statistiques du probiéme autorisent 'écriture expli-
cite et Poptimisation analytique de vraisemblances a posieriori | inspirées des algorithmes
utilisés en sismique. Loptimalité globale est scindée en deux taches complamentaires et
séquentielles de détection-localisation et d'estimation. Somme toute, il 8’avére & Uusage
qu'une discrétisation trop fine nourrit un phéncméne de dédoublement des raies. Cette
pathologie est de nature algorithmique. L'inconvénient propre au modéle de Bernoulli
qui positionne toute raie cherchée sur un ensemble fini de fréquences discrétes est partiel-
lement levé - de facon satisfalsante en pratique - par un prolongement local du modéle
d’observation, obtenu par développement limité entre deux fréquences de la grille dis-

créte.

Néanmoins, Pestimation de la dérive {réquentielle reléve de la phase d’estimation et
non de la détection-localisation. En outre, les diverses approximations effectuées {linda-
risation du modéle, approximation gaussienne de la loi jointe p(s, r{ g), le non respect de
la colinéarité de s et r lors de leur estimation) ne donnent pas entigre satisfaction d'un

point de vue formel. Remédier compldtement 4 ces inconvénients néeessite, sur un plan
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théorique, un changement de modale: e passage au modéle continu Poisson-Gaussien
est envisagé dans le chapitre qui suit.

CHAPITRE VI

ESTIMATION PAR MODELE
POISSON-GAUSSIEN

Préambule

E PRESENT chapitre propose une généralisation des développements précédents &
L ta régularisation Poisson-Gaussienne. 11 est abordé dans le contexte spécifique de la
goniométrie haute résolution.
A la différence de son homologue Bernoulli-Gaussien, un processus Poisson-Gaussien est
continu par rapport & ses deux composantes; son avantage par rapport au prermier est de
représenter un nombre variable de sources sur un continuum angulaire. Aprés la définition
de la vraisemnblance a priori d'un el processus, UVapplication de la démarche méthodo-
logique du chapitre T1l conduit & localiser les sources en maximisant la. vraisemblance
a posteriori des angles d’arrivées. En termes algorithmiques, le probléme posé est par
conséqguent celui de Ioptimisation d’'un critére de localisation par rapport aux compo-
santes du vecteur des positions angulaires, mais également par rapport & sa dimension.
il s'agit d’un probléme algorithmique complexe qui consiste & rechercher te minimum
minimorumn d'une suite de critéres, qui de surcroit sont non convexes, multimodaux et
comportent des vallées étroites. Une telle difficulté o’apparait pas avec un modéle BG
dans la mesure ot ce probldme est réduit & Pexploration combinatoire d'un espace de
cardinal fini, la séquence de Bernoulli admettant un nombre limité de configurations
possibles,
La stratégie adoptée est la suivante. B'optimisation est dans un premier temps restreinte
& Vexploration d’une grille angulaire utilisant Valgorithme SMLR. Elle permet, dans le
cas PQ, d’évoluer dans la suite des critéres et de sélectionner celui qui est localement
optimal. Cette étape constitue le premier maiilon d'un traitement itératif. Eile fixe tern-
porairement la dimension de la solution, fournit une selution discréte qui initialise un
second module d’optimisation (descente de gradient} sur un espace continu de dimension
fizée. Le principe de algorithme consiste & itérer ces deux modules jusqu'a convergence

vers un optimum local. Llensemble de la procédure inclut Pestimation des hyperpara-
P ¥ per]
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matres & partir de la maximisation d’uge vraisemblance généralisée. Les résultats obtenus
par cette version linalisée sont ¢'une qualité remarquable comparativement i ceux four-
nis par les approches traditionnelles, notamment a faible nombre de données.

Cette extension Poisson-Gaussienne a fait Fabjet d’une rédaction autonome sous la forme
d’une publication'. Afin d’en préserver Mintégrité, nous avons choist de la restituer dans
son intégralité, en incluant ses propres résultats de simulation et références bibliogra
phiques.

Direction-of-Arrival and Frequency Estimation
using Poisson-Gaussian Deconvolution

Frédéric Dublanchet, Jérome Idier and Patrick Duvaut

Abstract

We address the problem of identification of sinusoidel components from observed data,
which is fundamental for arvay signal processing and spectral line decomposition, Joint
detection and estimation are proposed in o unified Bayesicn framework, so that no pre-
liminary estimate of the number of signals is required. All unknown quantilies are csti-
mated from o unique regularized “stochastic” likelihood function, including the number
of sources and statistical parameters. The impulsive solution is modeled as @ continuous
Foisson-Claussian process. Such a prior mode! generalizes a class of discrete compound
processes previousty introduced in the fleld of seismic deconvolution. A powerful iterative
technique is proposed to mazimize the posterior likelihood. It performs elicrnate mazi-
miselion over continvous and discrete sefs, respectively based on gradient deseent and
on Single Most Likely Replacement. The method does not suffer from the wsual alyebraic
constraints of other high resolution techniques, and the possibly remaining identifiability
problems are awlomatically raised according to mazimal parsimony. On the other hand,
simulation resulls show that the method behaves particularly well for small data sets,
even for o single experiment.

1 Introduction

Evaluation of directions of arrival (DOA’s) for array signal processing and spectral
line decomposition share a commen problem of identifying sinusoidal components, This
problern can be commonly presented as a three-lold issue:

.I. F. F)lnhla.x}chet: J. idicrl and P. Duvaut, “Direction-of-Arrival and Frequency Estimation using
Poisson-Gausstan Deconvolution”, Rappert inlerne 18§ # GPI-96/01 soumis 3 {a rovue TEEE Trans,
Signnl Processing.
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a} A detection step, i.e., finding the number of sinuscidal components;
b) A localization step, i.c., finding the frequency of each component;
¢) An estimalion step, ie., estimating the amplitude of eack component,

Each of the three aspects has been receiving considerable attention for many years. As
regards localization and estimation, the oldest approaches are beamforming techniques,
which provide limited resolution. The two last decades have witnessed the impressive
development of “modern” methods, which can be divided into two classes. Methods of
the first class are based on parametric model identification {1}, The second class gathers
the so-called “high resolution” methods [1, 2, 3, 4], either based upen eigendecomposition
of the data covariance matrix (such as ESPRET [3], MUSIC [6, 7]), or upon maximum

likelihood estimation [8, 9, 2].

All these approaches provide more or less acceptable localization performance. Ho-
wever they bring only a partial answer in many real situations, because the true number
of components is seldom available a priori. To make up for the deficiency, an estima-
ted number is usually infered first, according to the detection step. Various detection
methods have been proposed [10, 11, 12, 13, 6]. The most commonly used are Akaike’s
information criterion (AIC) [10] and Rissanen’s minimum description length (MDL) [L1L
Both are based on information theoretic arguments which substitute & hopefully reliable
estimate of the sample covariance matrix for the true quantity. MDIL criterion is asymp-
totically consistent when the number of snapshots tends to infinity, but both criteria
globally suffer from a lack of robustness, especially in the realistic couditions of a finite
and possibly small number of samples [14, 15]. In addition, algebraic constraints limit
AIC and MDL to a sumber of resolvable sources smaller than the number of available
SEHSOLS,

Frorn a methodological point of view, one may wonder why detection and localization
have always been coped as two separate issues. From intuitive considerations, trying to
evaluate the number of components before locating them may rather seen: an ineflicient
division. For sake ol overall efficiency, our alm is to propose a challenging approach,
designed as a unique and coberent localization procedure, and to bring out the expected

improvernent in terms of global performance.

Our inspiration actually originates from the field of seismic deconvelution, where
the structure of stratified media is analysed [rom echosounding signals [16]. A similar
inverse problem is also encountered in several areas such as nos-destructive evaluation
and medical imaging. I basically amounts to estimating sparse spike trains from scanned
echoes [L7]. This tssue is indeed not very different from estimating DOA’s [rom noisy
data. The seistmic wavelet echoed from a reflector at a given depth plavs a comparable
role to the steering vector of the array in the direction of a given source. Yet, both pro-
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blems are addressed using rather different terminology and methodology. In particular,
finding the number of separate echoes is usually not splitted from localization in seismic
data processing, On the other hand, the ill-posed character of seismic deconvolution is
acknowledged and most medern: deconvolution techniques resort to regularization tools.
The spiky nature of the unknown signal is the basic prier information which is taken
into account. More specifically, Mendel and coworkers introduced 2 Bayesian approach
based on a discrete Bernoulli-Gaussian (BG) prior model (18, 19).

A BG process (¢, X) is a white compound model {for discrete pulse trains. The
unobserved part (J controls the occurence of a pulse. It is an independent identically
distributed binary process with parameter Ay = Pr{Q). = 1). The partially observed
part X represents the sparse series of amplitudes of the pulse process. Conditionally
to (J, it is a white zero-mean Gaussian process with variances Qr,, where r, is the
mean cuergy of pulses. Efficient algorithmic strategies have been developped for BG
deconvolution {20, 21,22, 17, 23]. We have recentiy adapted the BG methodology to the
analysis of superimposed complex sinusoids embedded in additive Gaussian noise [24,
25]. This prefiminary work gives rise to intevesting results compared to those obtained
with classical methods. However, it is intrinsically limited by the discrete nature of the
Bernouili part, which compels the detected frequencies to belong to a predefined grid,
In order to overcome this restriction, the present paper proposes an original extension
to a continuous Poisson-Gaussian (PG) prior model. To our knowledge, the work of
Kwakernaak is the unique precursor in the field of PG deconvelution [26]. However, it
does not bring satisfactory auswers to several extents, as we will examine later.

Corapared to preexisting methods for estimating DOA’s, the P(i approach leads to a
penalized version of the weli-known “stochastic” maximum likelihood {SML) method. If
it were constrained to a given number of sources, it would culy boil down to a simplified
version of the standard SML estimeator {2, 3, 4|, for which the signal amplitude corre-
lation matrix would be proportional to identity. In fact, it should rather be viewed as
a generalized version of SML that allows to tackle an unconstrained sumber of sources.
Whereas usual SMLE are expected to degenerate towards & meaningless maximal number
of sources, it will be shown that the new PG version does theoretically provide a finite

set of sources as the most likely one.

The paper is organized as follows. [n Section 2, the signal model is formulated and the
problem is formally stated. Section 3 is devoted to the essential eonstruction of the priot
likelihowd of a PG process and to the resulting fovm of Bayesian estimation. Section 4
is devoted to the analysis of the detived localization criterion and to the algorithmic
principles of its optimization. The problem of hyperparameter estimation is coped in
Section 6 in order to build a fully unsupervised detection-estimation method. Simulation
results are discussed in Section 7. Finally, concluding remarks and perspectives are given
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in Section 8.

2 Problem statement

In the whole paper, we consider the basic case of a uniforin linear array (UULA}
consisting of N omnidirectional sensors with unity gain at jemporal frequency v ln
particular, such a situation formally corresponds to the problem of spectral analysis when
the signal consists of superimposed complex exponentials. Let p narrow-band planewaves,
centered at [requency v, impinge on the array from distinct locations. Using complex
signal representation, the array output complex envelope vector y(1) observed at time ¢
can be expressed as:

y(t} = A(B)X(£) + n(t). (VLI

Matrix A(8) (N x p) represents the transfer function of the system source-array caleu-
lated at the carrier frequency v and 8 denotes the set of p source positions with respect
to {w.r.t) the known sensor geomeiry and some arbitrary chosen reference sensor (here
the first one). For the sake ol simplicity, we will assume that all sensors are within a two-
dimensional plane and that all sources are in the far-field {which allows the planewave
model for the wavefronts) and within the same plane as the array. Thus, only p parame-
ters represent the p directions of arrival: 8 = {#,,---,8,}. The column of matrix A(8)
thal corvesponds to a given angle 8 (I < ¢ < p) is the normalized so-called “steering
vector” of the array in the direction §; and is expressed as:

afd;) = Lo exp{—ddad. - ,exp{-—jqé,\rwl,,-)}t s

i
ViV
with

2rvd
Py = e sin Oy,
¢
where, in usual notations, d is the spacing between two consecutive sensors and ¢ is the
propagation speed of the wavefronts. Superscript « stands for transpose.

A crucial assumption is that the array is calibrated. Consider that y(£} is properly
sampled and measured over K sepavate observation intervals so that K “snapshots”
{y: 1 are available. The additive noise n(f) is supposed to be a white stationacy,
complex-valued circular Gaussian process with zero mean and variance o2, independent
from the signal amplitude vector x(¢) and independent from snapshot to snapshot. Fur-
thermore, let us consider that the observed angular space is between Oy, and f.x s0 that
8 € A C R with & 2 [Bin, Ouas], A0 10t § 2 fipay — fiuin- In the following, x denotes
the whole set of amplitudes (%3, ..., %x) and likewise, y stands for all collected snap-
shots (¥,,...,¥x). From the white Gaussian statistics of the noise it is straightforward
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to deduce that the ordinary likelihood function of the observations reads:

pyix.8)= (Wa;f)“NKe'" Lo 1Y A /o, (VE2)

The estimation step, which is the last part of the global problem, consists in estima-
ting the source amplitudes {Xx }L] for each snapshot. Since the observation model (VL.1}
is linear in x(¢), second-order estimation of x reduces to a mere least squares fil, once
an estimate of 8 is available. This is the simplest aud minor part of the problem, while

detection and localization are the major concern of the paper.

According to a global detection-localization approach, 8 has to be estimated o a
continuous space of unkwrown dimension p. From both methodological and algorithmiic
viewpoints, this cornpound structure may be considered as the main intricacy. Let us
first consider the methodological aspects of the problerm.

3 Poisson-Gaussian estimation

Qur approach is fully developed iu a Bayesian framework. First of all, it requires
prior specification of models for the nuknown quantities x and 8, in accordance with
structural knowledge and qualitative information. In this respect, the well-known SML
approach may be viewed as “half-Bayesian™, since it attaches a probabilistic model to
x but not to 8. As a counterpart to the Gaussian model for x, our aim is to provide a
probabilistic model also for 8, which would be consistent with the expected impulsive

structure of the solution.

3.1 Poisson model for 6

For lack of prior kuowledge of the distribution of sources over the angular domain A,
a Paisson process with uniform intensity A over A seems a natural choice. Accordingly,
the total number N{A) of events occuring during the interval A obeys the Poisson’s
probability law:
ATy

Pr{N({A) = p} = o e, {VL3)

Now let us consider the problem of defining & proper prior likelihood function for any
configuration § of DOA’s. Note that we cannot disetiminate among the DOA’s, in the
sense that they all play the same role in the deseription of a given 8: in this respect,
& must be considered ag a set rather than a vector. As a consequence, we obtain the
following expression for the probability density of 8, conditionally to the presence of p
sources [27]:

FEINAY=p) = pl/& i[p=dim8

G obtherwise,

(VEA)

it
Hi
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which is equal to the conditional Poisson density for one possibie outcome, times p! for

the pumber of equivalent ontcomes up to a permutation.

So i a fairly natural way, we define the a priori likelihood of any angular sequence
8 as the product:

L(8, N(A)=p) & [(B] N{&)=p) Pr(N(A)=p).

Provided we intrinsically assume that p is the size of 8, the notation can remain implicit
w.r.t. p and we get:

L@y = Ve, (VL5)

Note that such a likelihood function is not a probability density function nor a probability.

3.2 Gaussian model for x

For each source located by 8, if. is assumed an independent complex circular Gaussian
vector of amplitudes with zero mean and variance ¢?, denoted A(0, ¢?). In other words,

we choose a very simple structure for the covariance matrix of souree amplitudes:

li=

s & [x(t)x’f(z} | 9] (VL6)

This is a slight difference with SML, since we prefer & simple white assumption for the
amplitudes rather than estimating the covariance matrix based on averaging (2, 3, 4.
Complete estimation of S as required by SML has two reported limitations, which are
raised by the present form. First, it degenerates unless the number of sources is strictly
less than the number of sensors. Second, positiveness of the estimated matrix 8 is only
guaranteed for sufficiently large A {28]. Because one of our main concerns is to devise
an efficient method even for small data sets {especially for the case of one snapshot
ouly, as usually encountered in spectral analysis problem), we substituted the structured
form (VLT) for the usual approach. Anyhow, we see no obstacle to valid extensions of
the proposed estimation and opthmization techniques to SML-like frameworks.

3.3 Supervised estimation framework

Let H = {}, % o2} gather the three hyperparameters. In order to provide a fully
unsupervised method, estimation of hyperparameters s addressed in Section 6. For sake
of clarity, we first consider that # i¢ known or previously estimated, and the dependence
of the likelihood functions w.r.t. remains implicit.
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Using Bayes’ theorem, the prior term (VLD) combines with the standard form of the
tikelihood (VL.2) to yield the posterior likelikood:

L8,x; vy = ply [x,8) p(x [ 8) L(8)/p{y). (VL8)

Li: [26], Kwakernaak proposed to maximize the joint posterior likelihood function {V1.8)
w.r.t. both x and 8, but he also reported that such a choice often leads $o an overesti-
mated number of detected pulses. Other Bayesian estimators can actually be preferred
to such a joint maximum a posteriori {MAP) approach. Indeed, it is clear from later
contributions related to BG deconvolution [18, 29], that a sequential estimation scheme
is far more reliable, from both formal and empirical viewpoints. The sequential approach
consists in integrating the amplitudes out of the localization step, quite similarly to SML
compared to “deterministic” maximum likelihood. In the present framework, such a se-
cuential appreach relies on the marginal MAP (MMAP) solution & of the localization
step, as the maximizer of the marginal posterior likelihood function of 8. From [VL8),
such a marginal iikelihood function expresses as follows:

ey} = AL(G.x;y}dx (V1.9)
= p(y|8)L(8}/p(y}, (VL1D)
where ‘
ply |8) = ;;;;;;lwlﬁ-{,ye' i YiBTy, (VLIT)
is deduced from (V1.2) and B is the covatience matrix of (y | 8):
B(g) 2 E[y(:)yf(ma} (VL12)
= A@SAN(0) + oL (VL13)

At this point, remember that SML maximizes (V1.11) [2, 3, 4}, and no prior term is
assumed w.r.t. 8. On the other hand, the Poisson prior (V1.5) only depends on the size of
8, which is a fixed quantity in the framewark of SML. In other words, the Poisson prior
likelihood introduces no distortion in the localization step compared to SML. At that
stage, the only reason why the two approaches - slightly — differ is because we simply
assumed 8 = o*T with ¢ unknown, whereas no prior structure is usually assigned to the
covariance watrix $ according to SML.

According te the MMAP approach, the localization problem boils down to the mi-
nimization of the negalive log-likelibood function —In L(8 | y). Alter drapping constant
terins, combination of (VL5} and (VL11) yields the following expression of the regulari-
zed criterion:

K
C(8) = S yiB ly, + K1a|B] - plu A, (VL14)

k=t
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- - . - a4
The next two sections respectively address the existence and the computability of 8 =

argming C(8}, when 8 is a set of {requency components of unknown size.

As recommended in the feld of BG deconvolution, the localization step is follo-
wed by MAP estimation of the associated complex amplitudes through maximization
of L{@,x]y) w.r.bt. X, Since the localization step provides an estimated dimension § =
dim @, the estimation step reduces to a simple linear, Ganssian problem. It is straight-
forward to derive the following optimal estitnate of source amplitudes, for each snapshot:

vk e{t,... K}: ﬁk:aﬂfﬁ“yk, (VE15)

with A = A(8) and B = B{#).

4 Localization criterion analysis

Localization methads based on maximum likelihood do not cope with the evaluation
of the dimension of 8 because it is usually expected that the maximal value of the
liketihood be an increasing funciion of the tested number of sources. Most often, the
detection problem is solved beforehand, and it resorts to information theoretic criteria to
penalize higher values of p {26, 12]. Tn the proposed Poisson approach, the penalizing part
is played by the regularizing term L{6), aud detection is integraied into the localization
step.

fn order to assess the validity of our approach, a crucial prerequisite is to provide
mathematical guaranties that a minimum of C(8) does actually exist. Formally, the
problem consists in checking the existence of the minimum minimorum of a series of

criteria {VI.14) defined for every possible integer values of p.

Let us first study the behaviour of the two first terms of C(8} for growing values of
. I this respect, the following proposition gathers useful preliminary results.

Proposition 1

(i) Por any set of deta y 2 0, any 8 € AP and eny valees of hyperparameter H € R,

SR yiBT y, is upper and lower bounded:

AN, L&t :
0 <2 ¥viBTy < =5 Vv (VI.16)
et 8 k=l

(it} In the same conditions, K u|B| fulfils the following incqualitics:

ENnel < Kle|B| < KN In(ap + o?). (VILITY
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Proof:

(i} Inequalities (VI.16)} are straightforward since B = stAAT + &2 is positive definite
and AAT is positive.

(it) Under the model assumptions, matrix B also reads

p
B = o ra(0)t + o (VLIS

fal

with a4 ) alf) =1, ¥i=1,...,p. For any vector v in €'V, Schwarz inequality
apphied to the p Hermitian products vfa{ﬂg) results in;

viaaty = Svtan)? < pyiv

i=l
Hence:
vve ¥, o2vlv s viBv < (0% + o) vly, (VL19)
which provides (VI.1T).

Now, the behavior of C(8) actually depends on the value assigned to the intensity A
cotupared to unity, according to the following proposition.

Proposition 2
(i} If A < 1, there exists af least one set 8 of finile dimension 7 such that the global
minsmum of C(8) is achieved at C(8).

(i) If A > |, minimization of C{8) degenerates to an infinite number of angles.

Praaf: Three cases are studied separately, depending on the value of A.

{i, 1) A < | : In this case, the prior term —pin A is positive and grows with p. Using the
lower bounds of {V1.16) and {VEIT), we obtain:

C(8) » KNlnal — plo A, {V1.20)

On the other hand, the minimizer § of C(8) obviously satisfies C(é) < C(0), where
@ stands for the empty sei:

K
C) =S yly/o? + KN luol. (V1.21)

kazl

(i, 2)

(if)

So applying inequality (VI1.20} to 7 implies that P < puyax, with

B SR Yy
Pmax = [nt ["" “"&EE/\_"

Inti- denotes the integer part operator. Hence, 8 has necessarily a finite dimension,

(V1.22)

provided it exists.

On the other hand, for each finite value of p, A% is a compact set and C{#) is
bounded below {aceording to (V1.20)). As a consequence, minimizing £(8) in A”
provides a finite value for each value of p between 0 and puax, and the global

minitnum exists as the minimum mintmorum among those pmax -+ 1 finite values.

Note that the maximum number py.. of resclvable sources does not only depend
on the array aperture but also on hyperparameter values and thus can be greater
than the aumber of sensors.

A = 1:In this middle case, the prior term no longer exists. Only the likelibood
term remains. Using decomposition (VI.18), it is possible to evaluate |B]| iteratively

as

Byl

I

IB,_| (; + oa(0,) B! 1a{0p})

o2 - (1 + Jga(ﬂi)Tijia(gi)) (V1.23}

n
il

i

where subscript ¢ in matrices B; refers to number  of sources. On the other hand,
the right-hand side inequality (VI.19} implies that the maximum eigenvalue of B,
is bounded by o?i + o2, which yields using (VE23) and {VL.16):

£ 1
s 'Y 2, 4 oo rerecsrae e eevererereee
CA) > NKlno? + K'Y tr (l+ Epayp )

sz
This inequality holds for any set 8 of finite dimension p # 0. Since the minimizer g
satisfies C(8) < C{@), the same arguments as in the previous case enable fo assert
the existence of at least one minirmizer 8 of C(#) of finite dimension p.
A > 1 In this case, the prior term —pla A is negative and decreases with p. Using
the upper bounds of (VL16) and (VL1T), we obtain:

U &t
M < gt Z Yive + BN n{e?p 4 ol) ~pin A,
n kel
Since —pin A is the preponderant term for growing values of p, it is clear that

hm min C{f; H) = —oo. {Vi2d4)

—00 §dlimf=p

We are clearly faced with a case of degeneracy.
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As long as the Poisson intensity A is assumed to belong to {0, 1], Proposition 2 is a
reassuring feafure as regards formal capabilities for detection. Moreover, it s a rather
unexpected result, that degeneracy is avoided even in the limiting case A = 1, where
our approach falls in the class of unregularized SML methods. However from a practical
viewpoing, the use of A = | favours false alarms, i.e., the algorithm tends to overestimate
the pumber of sources.

5 Optimization strategy

In this section, all hyperparaneters are still assumed to have fixed numerical values,
subjeet to the condition 0 < A < 1.

5.1 Ovwverall structure

Computing 6 as the minimizer of (VI.14) is obviously a difficult task, because of the
complex dependence of C{#; H) on 8, and also becaunse determining the dimension of @
is now part of the minimization problem.

In {26}, Kwakernaak choosed to solve the localization problem over a discrete time
grid for each value of p, and to compare the resulting likelihood values subsequently.
This methodelogy is in fact quite similar to algorithmic structures proposed in DOA
estimation problems.Save the aforementionned deficiencies of the ehjective function, the
minimization technique adopted in {26} has two main drawbacks. First, it constrains the
focated events to belong to a prescribed grid. Second, solving separately as many pro-
blems as the number of plausible values of p is probably not the most efficient approach

frem the numerical viewpoiut.

In order to overcome such deficiencies, we propose to combine suboptimal combi-
natorial scarch on a discrete grid previously developped for BG deconvolution, with a
gradient minimization technique to refine the location of detected sources. The resulting

structure performs alternate minimizations over diserete and continuous seis.

f

The cambinatorial step forces newly tested sources to occur on predefined descrete
set of entry points in the angular domain A is based on a combinatorial exploration
technique — the so-called Single Most Likely Replacement (SMLR) algorithm {13,
18], - well suited for locating discrete events on a grid. This suboptimal technique
enables to perform “juinps” between criteria in & numerically efficient way, through

basic variation in the current set of detected sources. Its objective is not only to
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select a criterion, f.¢., to fix p, but also to provide relatively acenrate DOA estimates
on the prescribed grid.

{ii} The secoud step performs local minimization out of the grid in the neighborhood
of the temporarily quantified solution. The dimension p of 8 is now held fixed. The
role of this second step is to let the p angles drift away from their initial positions,
provided it ensures a further decrease of the ceiterion €(8). The resulting angular

solution generally ends out of the grid.

The two steps are nested in a looped structure, as illustrated on Fig. Vi2. When
the current solution reenter the first step, the angles which are now out of the grid
are put in competition with the usual entry points of the grid. Several global iterations
are generally required before convergence. The latter is reached when the combinatorial
step ends up with the current solution. Of course, there is no formal guaranty that the
resulting solution § globally minimize C(8).

5.2 Minimization over a discrete grid

Let us consider the general form T ) (i, - s ... 0) for a discrete grid composed
of L points on domain A, The parameter L may take arbitrary large values, greater
than the number of sensors, in order to allow high resolution analysis. The proposed
numerical structure is not attached to any particular form of the grid D, However,
without prior knowledge about the location of the DOA’s, the discrete augles will be
chosen equally spaced over domain &; Now assumne that we restrain the search of the
minimizer of €(8) to the set P, of subsets of D. In such a discrete [ramework, the
numerical problem arises In terms of combinatorial exploration, very close to MMAP BG
deconvolution. Exact optimization of C(8) over B, would require 2% evaluations of the
criterion, which is clearly computationally intractable for large values of L. Instead, Single
Most Likely Replacement (SMLR) only performs partial combinatorial exploration. It
is an iterative structure initiaily introduced by Kormylo and Mendef in the field of BG
seismic deconvolution |18, 19]. Each iteration only explores a set of neighboring sequences
of the current sequence. The algorithm is stopped when no neighboring sequence is more

likely than the current one, which is then c¢hosen as the final one.

The overall numerical efficiency of SMLR strongly relies on the availability of a core
algorithm, i.c., updating equations that provide the values of C{8) at low numerical cost
for neighboring sequences. Two core algorithms based on different auxiliary quauntities
have been proposed recently |21, 231 Actually, it can be shown that only the later
version (23] is adaptable to the present context, along the following lines.

Let 8y devote the current sequence, which is supposed to beleng to Py Here, the
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neighborhood of 8y is defined as the set of L sequences 8¢, € = 1,..., L, that differ from
8 by one entry, Le., whether 8; = 85 U {cf} or 8y = 8, \ {e:}. For sake of readability,
subscript € (resp. 0} will refer to any quantity related to 8, (vesp. 65). Let also a; stand
for afe;), and the scalar £ take the value | (resp. -1} when ¢; is added to (resp. removed
from) Bg. As a straightforward variation of [23], it can be shown that the criterion is

iteratively computable using the following expression:

K 2z
CowCompi’ Y yIB A + Kln (e20%p) = elud, (V1.25)
k=l
where
yiBsia, = o7 yla, - or? ot ylAcCT A s, (V1.262)
pr = cer™ + o7 — o otal Ao Al a, (VL265)

are expressed in terms of the inverse of p x p matrix
CAsAMA ol (V1.97)

at 8g. The update of matrix Gyt is only needed once the optimal neighbor sequence is
determnined. [t :?mkes direct use of the inversion matrix lemma for block matrices [23].
Al quantities yz_ ¢ and yEAg enter the L x K matrix yTA(D), whick can be computed
at the beginning of the procedure by discrete Fourier transform of the snapshets. In
the same way, Agag enter the L x L matrix A{D)fA(D}, which has an explicit form:
diagonal entries equal to | and off-diagonal coeflicient reads

; sin{dn; — dvi) .
ADYADY, = sin(dy; — b)) o H By BNt
{AD) A(D)}y Nsin(gy; ~ :ﬁ.,i)c ‘

Following [23], the initial sequence is chosen as the empty set, which is the most
favourable choice from the sumerical viewpoint since C{) = ¢2 L Morcover, it avoids
the search of “a good iuitial solution”, in contrast with many existing methods [9], Fi-
nally, each iteration involves (X Lp?) complex operations. Convergence is reached in a
finite {practically small} number of iterations sinee 8 spans a finite set. The basic SMLR
algorithm is summarized below:

1. Initialization:

Set 8y = ¢

Compnte y'A{D) and C(8y) using (V1.21)
2. Iterations:

foré=1,..., L
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Compute C{8;) using {V1.25), (VI.26)
Select 6 = arg rréinC{B(}
<

3. Stopping test:
if C(8) > C{#,) then
Stop
else
Update: 8y = 8, C(8y) = C(#) and Cj*

return to 2

According to the overall algorithmic structure, the currently detected sources will gene-
rally drift out of D ance their positions have been locally optimized (see Section 5.3),
Thus, we must look for an appropriate extension of the basic SMLR strategy in order
to carry on the procedure, One very effective solution is to keep T as the set of possible
entry points, white 8y describes the currently removable sources. No further alteration

is implied in the algorithmic structure.

5.3 Local Minimization

Local minimization is based upon a gradient-type algotithm

a6 9=9l’r\)

where superseript (e} refers the mth iteration and g™ stands for a steplengih. It is

glmt1) _ glmd _ ,u"“) 99(9)

initialized by the outcome of the SMLR procedure.

The gradient function has two different formulations, according to whether p is lower
ot greater than N. Here we only present the case p < N, which corresponds to the
more usual assurnption, The treatment of the other case is not fundamentally different.
In order to maintain low computational requirements, we wish to replace the original
expression {V114) of criterion € (8) by an equivalent expression invelving p x p matrix
C(8) rather than N > N matrix B(#). It is not difficalt to obtain the following result:

K .
) = oSyl (Iw« (HAC—‘A') v,
ket
+K I |Cl+ K{N —pilue? —plo i,

where the dependence of matrices A and C on parameter vector 8 is understood. Since
the prior term does not. depend on 8, the gradient of the complete criterion {V1.28}

reduces to: K 5 mC]
mmmmmmmm o A Etac-at } el A} .
= ;ae {ykAC Aty 4 K= (V128)
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For sake of clarity, let us consider the ith component of the gradient as a separate
quantity. Using closed-form identities for derivatives of algebraic expressions |, we obtain

1 1at
a7 iac Al -
2A .
2?}2{ ?aa C“}ATyk} viac ?Q‘C"*Afyk, (V1.29)

and

ac aat dA
e i¢
55 = ( 0, A B )

On the other hand, it can also be shown that

o |C} dC
) = fr {()9 }, (VL.30}

where tr {-} denotes the trace operator. The p derivative matrices

A da(d,)
G o1 101258 01 o]

are basic quantities in the calenlation. In order to account for their sparse structure, let

us gather nonzero columns and define & new N x p matrix:

 [8a{s)
- 200,

(VL31)

ntroduction of (VL.29-V1.31) into {V1.28) finally lead to the foliowing closed-form ex-
pression of the gradient:

5C(6 Yo
ié%l = 'Zh’ﬂ?{diag [azDTAC“*
_%C“lﬁﬁ (I . ngc—lAT) D]} (V1.32)
Un

where R 2 yyf/h’ is the empirical estimate of the sample covariance matrix. The
evaluation of gradient {V1.32) essentially involves the calculus of inverse matrix C™! and
some additional matrix products, so that each iteration requires O(p*+ (K 4+ N)p* -+ K Np)
complex multiplications,

In practice, the use of a conjugate gradient method a conjugate gradient method
[30, 31} is preferable to a strict stespest descent approach. In addition, the value of
steplength u'™ s chosen so as to be close to the minimum Hmin Of function f{p) =
cigtn—1 _ ,ud(’”‘l)), where d'™ denotes the (n)th descent direction. No highly accu-
rate computation of piu. is actually needed, so that minimization of f{u} is coarsely
performed using a one-dimensional minimization technique.
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6 Estimation of hyperparameters

6.1 MGL approach

Up to this poins, the method is sald “supervised” since specification of hyperparame-
ter values is required. In this subsection the problem of estimating the hyperparameters
from the available data is addressed. For this purpose, several techniques have been de-
signed in the related context of BG deconvolution |19, 20, 23, 32|. We have sclected a
generalized marginal likelihood approach {23] because it provides a good trade-off bet-
ween a reliable estimate and a low computational burden. This technique consists in
estimating simultaneously 8 and the hyperparameters set ‘H through maximization of
the Marginal Generalized Likelihood (MGL) function p(y |8 o?,02) L{#: A}, which is
the joint probability density of {8,y). As a function of 8, it is proportional to the mar-
ginal posterior likelihood L(#; y), so the MMAP estimate 8 is also the maximizer of L
w.r.t, & when H is held constant. Accordingly, we shall extend the notation € introduced
in {VL.14) to designate the negative logavithmic form of MGI::

-,

CO,H) =3 yIB 'y, + KIniB| - pla X+ A6, (V1.33)

k

[

Minimization of C{8; H) w.rt. & and H may be suboptimally performed using the

iterative two-step scheme

T

i = argminC(8; Hit) (VL34)
9’.2:._!_1 = alg m}}nC(@:; H) {(VI1.35)
often referred to as a “Block component method™ {20]. The first step (VI.34) identifies
with the supervised procedure. The second step (VEI5} amounts to a three dimensional
aptimization,

6.2 Estimation of parameter A
Estimation of intensity A can be achieved separalely since only the prior term L{8; A)

depends on A Then differentiating {V133) w.r.i. A results in the following MMGL esti-

mate:

2
i
EN T

(V1.36)

Note that A and A are not dimensionless quantities, but rather numbers of events per
angular sector. Accordingly, the numerical value of A depends en the angular unit. On

the other hand, Proposition 2 states that the behaviour of supervised estimation of 8

becemes pathelogical if A is strictly greater than one. This is not only a potential source
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of degeneracy, but also a source of arbitrariness regarding the choice of angular unit that
is not mentioned in [26], though it may partly explain the degeneracies reparted by Kwa-
kernaak. The intrinsic problem actually lies in the behaviour of the MMAP estimator
itself, which depends on the value of a dimensioned quantity relatively to a constant. A
drastic solution would be to replace the MMAP estimator by another Bayesian estima-
tor. However, we found no substitute candidate that would provide the same trade-off
between mumerical complexity and performance. Instead, 2 more pragmatic approach is
to easure that A is lower than one. For this purpose, we propose to choose the sampiing
rate 6/ L used to generate the discrete grid D as the angular unit, since the value of L
must be already be chosen high enough with regard to the expected number of sources
and to the number V of sensors. The result is A = B/ L, which stays lower than cue in
practice. Overflow can be easily prevented anyway in the SMLR step, where 5 is updated.

6.3 Estimation of parameters ¢ and o2

We now discuss the problem of minimizing (V1.33) w.r.t. the variances o aund al,
As shown in [23], this may be reduced to a one-dimensional vptimization problem using
an appropriate change of variable, for instance {¢%, 02) = {o, 02), with & £ o3/0?, If we

a

introduce matrix C, = aAtA +Tinto (VI.14) instead of matrix B, we obtain

, | K
C(8: @t ) = =3yl (Im QAC;iA?) v,

nk=|
+HIn|Cof+ KN lne? —pln A,
which immediately provides
. LA
5= o >yl (1 - (,YAC;'A*) ve (VL3T)
’ ez f

and the corresponding expression of the minimum vaiue, up to constant terms:

Ko,
—~ - L
€O 0,52, 0) = KV Syl (1 - aAc;‘A') ¥+ K n|Cal = pln A.
feaxy
Firally one-dimensional minimization w.r.t. & can be coarsely performed on a logarithmic
grid.

Uhe whole precedure converges in a small number of iterations (no more than ten in

our practical experiments) and i is easy te implement.

7 Simulation results

Some simulation results are vow presented. They first address the problem of spec-

tral analysis when the signal consists of superimposed complex sinusoids embedded in
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noise. Second, we focus more specifically on the problem of DOA estimation. Detection
and estimation performances are discussed for each type of problem. The PG method
18 compared with AIC and MDL criteria for the detection and with the subspace-based
method ESPRIT [5] and the SML method for the estimation. Note that the latter is
specifically devised for multiexperiment situations. Hence it will not be used in the first
part devoied to the frequency estimation problem. Ouly correct detection results obtai-
ned by the PG method were considered in order to compare estimation performances
of all methods, The ESPRIT and SML estitnators were applied with the correct given
numnber of sources. In the time series analysis problem, the complex spectrum to be res-
tored is moedeled as a PG pulse process in the frequency domain, Consequently, previous
developments also apply, simply substituying frequency for angle. Both supervised and
unsupervised versions of our algorithm have been used for simulations.

7.1 Single experiment case: cysoidal signal analysis

tHere we consider the signal often used as reference for simulation (see [1, p. 436 [8]),

namely,

yin] = exp(f2men) + exp(§2rmn + jr /) + win]

for » = {),...,24 with normalized frequencies 1y = 0,50 and vy = {,52. The complex
white noise wn] s Gausstan and circular with zero mean and variance g2. The two
frequencies are separated of exactly one half Fourier resolution so that a naive approach
such Fourier’s type technigues fails to separate them. A single experiment case is consi-
dered. First, detection performances obtained by the PG approach are compared with
both ATC and MDL criteria for several signal-to-noise (SNR) values (Fig. VI.3), where
SNR is defined as in {1, p. 436] [8] as SNR = 10log;,(1/02). Detections performances
are examined in terms of probability of detecting p = 2. For each SNR value, 300 in-
dependent trials were generated. The supervised version of the PG method was used
with the following hyperparameter values A = 8.10°%, % == | and the ‘true’ value for
a2, Parameter [ was set to 250, Results depicted on Fig. VL3 show an efficient detec-
tion achieved by PG and a significant improvement compared to information theoretic
criteria, particularly at low SNR values, Corresponding estimation results are shown on
Fig. VL4, The lower frequency estimate is assigned to 1 while the upper oue is assigned
to 1. Mean square errors (MSE) of 15 have been evaluated and plotted on Fig. V4.
Results for vy ave similar, The PG method provides more accurate frequency estimates
than ESPRIT. As demonstrated, the PG method significantly outperforms the reference
methods in terms of both detection and estimation. Such results suggest that PG method

should work very well in the context of as little data as a single snapshot.
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7.2 DOA estimation problem

In ali the following examples, a ULA of N omaidirectional sensors with interelernent
spacing equal to half a wavelength is used and data sets are generated according to the
model (VI.1). The array signal-to-noise ratio is defined as the ratio of the power of each
source o7 1o the power o} of the spatially white noise , i.e., SNR = 10log,o(0?/0?) in dB,

In order to evaluate detection performances as a function of angle separation, a si-
mulation was wade in the situation of two uncorrelated sources impinging on a 4-sensors
ULA from angles 8, and 8 such that 6 = —8,, K = 10 snapshots were collected and
SNR was 10 dB for each source. Angle separation [#) — 8] ranges between | deg. and 10
deg. in 0.3 deg, increments since the case of practical interest is of closely spaced sources.
Note that a separation of 1 degrees corresponds to a quater of the Rayleigh angle reso-
fution limit., Here, the unsupervised PG method (referred to as PG+MMGL) was used
and compared with AIC and MDL criteria for detection. The relatively small number of
snapshats leads to a bad estimate of sample covariance matrix and consequently yields
unreliable results for both AIC and MDL (see Fig. VI.5}). Estimation results of 8, are
depicted on Figs. VL6-VL7. Unlike ESPRIT and SML estimators, the PG+MMGL ap-
proach appears to provide relatively accurate estimates in this context. Results for angle
d, are similar. Once again, the Bayesian method is proved to be well-behaved when few

samples are considered, with clearly tmproved performances.

To examine more precisely this fact, detection performances have been evafuated as
a function of the number of snapshots. For this purpose, the scenario was the same as
the previous one, except that this time we fixed the angle locations to -3 and 5 degrees.
The probability of correct detection is plotted on Fig. VL8 for PG+MMGL, AIC and
MDL. As expected, protty good detection performances are obtained with the Bayesian
tethod, particularly when & small aumber of snapshots is available, MDL performances
are identical to the PG ones at about 80 snapshots. Corresponding estimates of the
number of sources are shown on Fig. VLY. In this respect, the PG method seems to
be asymptotically (for large ) unbiased while you can observe the well-known bias of
the AIC that tends to overestimate the number of sources as well as the well-known
consistency of the MDL [12]. Estimation results, examined in terms of bias and standard
deviation, are respectively shown o Figs. VI.10-VL11. This experiment demonstrates the
satisfactory behavior of the Bayesian method in comparison to the ESPRIT and SML
estimators as well as the asymptotic consistency of metheds. As already mentioned, for
the correct given source number and & diagonal source correlation matrix, the proposed
method corresponds exactly to the SML estimator whose asymptotic consistency has
been proved [4].

In order to evaluate the rebusiness of our approach with regard its assumption of
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equipowered sources, we considered the following scenario: two sources, with SNRs of 10
dB and 13 dB impinge on a &-sensors ULA. The sources are located at symmetric angles
-3 and 3 degrees respectively, which corresponds to about one third of the Rayleigh angle
resolution limit. Performances were also examined as a function of the number of snap-
shats. The unsupervised PG method was used with initial values precised on Fig. V.12,
Once again, the PG+MMGL approach exhibits particularty good detection performances
(Fig. VI12-Fig. VL13) for small data sets cornpared to information-based criteria, Ho-
wever, experiment results show a transient zone during which AIC and MDL criteria
have better performances than the proposed approach. This feature is due io iis sensi-
tivity w.r.t. the difference between the source powers. For large-data samples, all these
methods have identical performances. Corresponding estimation bias and standard de-
viation are depicted on Fig. VL.14 and Fig. VI.15 respectively. The obtained results show
comparable performances of SML and PG+MMGL estimators for small data sets, up to
ten snapshots. They also demonstrate the slight sensitivity of PG+MMGL with regard
bo its assumption of equipowered sources, essentially in terms of standard deviation.

8 Conclusion

To conclude, our methodelagical contribution lies in the development of a unique
localization procedure for carrying out both underlying detection and estimation pro-
blems. The method is derived within a Bayvesian estimation framework. The basic idea
of such an approach is to incorporate, via the Bayes’ rule, some prior information of a
qualitative nature. In this respect, a Poisson-Gaussian prier model has been introducted
to select a class of admissible solutions. This choice s not restrictive since other ones
could be made. The information required for other classical high resolution methoeds,
i.e., the number of sources, is instead of a quantative nature. In some sense, the usual
estimation of the source number has been transferred to the choice of hyperparameters.
Nonetheless, it is a matier of assessing rough rather than exact values. In addition, a
shmple procedure devoted Lo their estimation has been provided. On the other haod, our
zlgorithmic contribution is an original and powerful iterative optimization technique with
performs alternate optimization over discrete and continous sets. From an algorithmic
standpoint, the proposed method does not suffer from the classical algebraic constraint
related to a bound on the number of resolvable sources. In this vespect, the sumber of
sources may be greater than the number of sensors. However, the possibly remaining
identifiability problems are antomatically raised according fo the maximal parsimony.
Compared to preexisting methods, the PG method behaves particularly well for small
data sets, even for a single experiment. Extension of this approach to any sensors geo-
metry and characteristics could be achieved without any difficulty. Besides, we see no

obstacle to extend those principles so as to carry out the estimation of the source cor-
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relation matrix, as required for the SML approach for sufficiently large data sets. Based
on a PG modeling, the resulting extension would simply lead to a regularized version
of the SML method. Further developments in that way are enrrently studied as well as

asymptiotic performances.

[nitinlization

9  Figures
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FiG. V1.2 - [terative scheme of the algorithm.

FiG. VL1 - Both figures represent the logarithm of the ikelihood Junction given by (VI 10)
in bwe different conterts. A LA of eight sensors spaced onc half a wovelength apart is
Htuminated by two uncorreluied sources and date collected at sensor outpuls consist of
20 snapshots. On left, the angle spucing of the sowrces (3 deg.) equals one third of the
Rayleigh resolution limit: the mazimum of the defeclion criferion is elearly less resolved
that in the situalion (on right} where both sources arc nol se closely spaced (0 and 30
deg.). Note also the symmetry of the functions w.rl. DOAs and the presence of many
local minima.
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Fla, VI3 - Pe{p = 2} as o function of SNK using PG, AIC end MDL.
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Fig. VL5 - Probability Pr(f = 2) versus engle separation {0y — 6y with 8, = —0,

of two noncoherent and equipowered sources, each with SNRE=10 dB. The array is a 4-
sensors ULA. Only K = 10 snapshots have been collected. Each point is obtained with the
unsupervised PG method with the following initial hyperparameters values: N = 0.833,
g = 1.4 and o¥% = 0.03 and after averaging over 800 independent trials. For the
SMLR procedure, L was set to 24,
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FiG, V14 - Estimotion resulls corresponding to frequency vy oblained with PG and
ESPRIT mcthods. Results for 1 are quite similar.
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to the experiment described in Fig. VI




Page 108 Chapitre VI Estimation par modéle Poisson-Gaussien 9. Figures Page 109

10 T
: : ‘ ! ]
" : : o BSPRIT
%025 Q‘M U aeL :g-’:
5 : : o POHMMGL | o
3 A 2]
Zu =
P g
; fal
[AYE #
a J
2
: &
[0 SRR
9 ;
-] :
B i : H
= “\%_& : : : 0 ; 7 3
: B B s 10 w W
i &.ﬁ_%m o { snATSHOTS
e g B

ANELE SEPARATION (dog) 0 Fia. VL9 - Averaged estimates of the number of detected sources corresponding to the
simulation described in Fig. VI.8.
FIG. VLT - Estimation standard deviation of angle 8, versus angle separation. These

results correspond fo the experiment described in Fig. V1.5,
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SRAESHOTS FIra. VI10 - Estimation bies of 6; = ~5 deg. versus number of snapshots. These results
: are related to the experiment described In Fig. VI.8. The first three points are not plotted
for the SML melhod since oblained resulis were meaningless, whick is due to « lack of
data.

Fig. VIS - Probability Pr(p == 2) versus number of snapshots, Two nonceherent sources
are loeated ol angles (B = 5 deg., 8y = 5 deg.} with equal powers (SNR={0 dB for cach
source). The conlext is exactly the sume as in Fig. V1.5 with identical initial hyperpure-
melers.
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Fia. VI.LE - Estimation standaerd deviation of 6 = ~5 deg. versus number of snapsheots.
These results are related Lo the ceperiment described in Fig. VI8 The first three points
are not plotted for the SML method since oblained results were meaningless, which is due
to @ leck of data.
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Fia. VIZ - Probability Pe( = 2) versus number of snapshots. Two seurces Ipcated af
angles (9y = —3 deg., 8, = 3 deg.) with respective SNRs [0 dB and (3 dB impinge on
a S-sensors ULA. For the PG+MMGL method, initial hyperparamelers are as follows:
AW w0416, oMY = 1T and o2 = 0.07. Bach point is obloined after averaging over
00 independent trials. For the SMLR procedure, L was sel to {8.
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Fia, VI3 - Averaged estimates of the number of defected sources corresponding to
Fig. VIL12.
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Flg, VL4 - Mean estimetion bas of (0 — 82}/2 versus number of snapshots. These
results correspond fo the experiment described in Fig. VI (2.
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CHAPITRE VII

CONCLUSION & PERPECTIVES

Ces travaux ont pour application essentielie la localisation de sources en traitement,
d'antenne bande-ébroite et 'analyse spectrale de rates pures. Dans le cadre de cette dtude,
les phénomenes physiques mis en jen répondent, & un modéle semi-linéaire dont Panalogie
structuretle avec les modéles convolutionnels a 8¢ mise en relief. Les problames étudies
sont formulés comme des probidmes inverses et abordés dans le contexte de Pestimation
bayésienne. D’un peint de vue méthodologique, Pestimation du nombre de sources ek
lenr localisation sont traitées conjointement: un unique critére est formé, qui inclut la
dimension variable de la solution. Une telle démarche est conceptuellement plus satis-
faisante que Papproche classique, bien qu'au prix d'une charge de calen] sensiblement
plus élevée, néanmoins raisonnable. Blle montre que les problémes dtudiés peuvent étre
résolus dans leur globalité. Les résultats obtenus sur données synthétiques en confirment
le bieu-londé, en particulier dans des conditions difficiles de rapport signal-a-bruit et i

faible nombre d'observations, situstions dans lesquelles la méthodelogie traditionnelle est

mise en échee. Les seulls elassiques de détection sont largement franchis tandis que les
perforvances de localisation sont voisines de calles des méthodes fondées sur le principe
du maxirowm de vraisemblance. A cet apport méthodologique s'ajoute une contribution
algorithinique puisque nous avons monteé intérét des techniques d'exploration cornbi-
natoire pour aptimiser les critéres usuels de maximum de vraiserblance, éventuellerent

régularisés.

Parmi differents muodéles a priori plus ou moins aptes & représenter le caractére im-
pulsiongel de la solution tfréquentielie ou angulaire, nous nous sommes d'abord intéresses
anx processus composites Bernoulli-Giaussien et 3 estimateur du maximum a posieriori,
marginalisé par rapport aux araplitedes des raies ou des sonrees, qui entre dans la classe
des estimateurs du maximum de vralsernblance régularisés. Le prolongement analytique
du moddle d'shservation an voisinage de la grille discréte définie par le processus de
Bernoulli permet de véaliser un comprowis entre les avantages et inconvénients lids a
la nature discréte de ce processus, L'approche qui en résufte constitue une alternative

intéressante, calculatoirement peu cofiteuse grace aux techuigques dlexploration combi-
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natoire inspirées du domaine de la déconvolution impulsionnelle. Elie souffre néanmoins
de plusieurs limitations, formelles et algorithmiques. Pallier & cos insuffisances exige, sur

un plan théorigue, le passage 4 un modéle continu,

Le modele Poisson-Gaussien est obtenu par filiation directe de son homologne
Bernoulli-Ganssien. Celbte extension constitue une partie tmportante de ce travail. Elle
requiert la définition de la vraisemblance a priori ¢'un tel processus et souléve des dif-

ficultés algorithmiques, résolues de maniére satisfaisante en alternant des procédures

doptimisation sur des ensembles discrets b continus. Les progrés escomptés par rapport
& la version précédente ont &b confirmé par des simulations, au prix d'une charge de

ealeul netbement plus importante.

Svidernment, Pintérét de telles approches ne se limite pas zux problemes davalyse
spectrale et de traitement d'antenne. La premidre application quiil est 1égitime de men-
tionner - puisquielle est & P'origine de cetie contribution - est la déconvolution impul-
sionnelle et plus pacticulitrement la déconvolution Polsson-Gaussicnne qui n'a pas, i
e jour, requ de répouse satisfaisante. Ce probléme posséde de nombrenses applications
daus les domalnes de la géophysique, du controle non-destructif et du génie biomédical.
La synthése de Fourier et la tomographie sont aussi des exemples dapplication envisa-

geables.

Dans le cadre du traitement dantenne et de analyse spectrale, les perpectives se

seéparent principalement en cing axes:

¢ Dans le cadre d'une analyse bande-étraite, Pextension 4 nne géométrie quelconcque
du réseau de capteurs, pourvu qu’elle soit connue, ne semble soulever aucune dif-
ficulté. De méme, la prise en compte de diverses non-stationnacités du bruit de

nesure {connues o priovi) est réalisable sans remetire en cause la structure et la

s

simiplicité des algorithmes.

» L'estimation de la densité du processus de Poisson par MVG dépend du choix ar-
bitraire d'une wuité angulaive ou spectrale, caractéristique peu satisfaisante sur un

plan théorique. A prix d'une complexité calculatoire acerue, on pourrail envisager

Pestimation des hyperparamétres par MV, c'est-d-dire en maximisant ply; M} par
rapport & H par un algorithme de type Expectation-Maximization ou une version

stochastique [DEMPSTER et coll. 1977, CELEUX & [MEBOLT 1986],

o Plus spécifiquement au domaine du trattement ¢antenne, Pétude analyligue de

Pestimatewr du maximum de vraisemblance stochastique parait digne dintér
Elle devrait permetire de conclure & la dégénérescence ou non de cet eshimateuar et
de révéler, le cas échéant, si celui-ci permet a lui seul destimer le nombre de SOULCes

dans le cas de sa dégerescence, il sera végularisé. Dans les deux sitnations, nous
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disposons de moyens algorithmigues efficaces pour optimiser ce eritére. Lintérét de

cet estimateur est de fournir une estimée de la matrice de corrélation des sources.

L'extension & la calibration d’antenne semble plus délicate : elle exige dlinclure tous
fes parametres inconnus du modéle de propagation et de réception des signaux dans
Pengemble des paramétres & estirner, tels que les gains complexes des capbewrs, lenr
couplage, mcertibude sur lears positions {antenne déformable), voire la géomatrie
compléte du rézeat de capteurs. Il convient de procéder progressivement. Les gaing
et fe couplage des capteurs interviennent de maniére séparable dans le modéle d’ob-
servation et, dans le cadre de Pestimation bayésienne, un modéle gaussien complexe
pour décrire ces paramétres semble adapté A leur estimation. De méme, un modale
gaussien peut ¢tre utilisé pour rendre compte des perturbations aléatotves de la

forme de Pantenne. o revanche, Pestimation des vecteurs directionnels seruble un

point particnfiérement délicat, en raison de leur non-stationnarité spatiale.

loires

Enfin, nous abordons les traiternents bidimensionnels. La poursuite de traje

de sources mobiles dans un scénario non stalionpaire requiert la prise en compte
dune information supplémentaire relative a la continuité temporelle du phénoméne.
Le pendant en analyse spectrale est analyse temps-fréquence. De méme, un frai-
tement large-bande ne peut étre considéré comme une succession de traitements

bande-étroite indépendants: il nécessite lui anssi d'incorporer une information =

priori concernant la continuité du contenu spectral des sources,




ANNEXE A

OPERATEUR A ARGUMENTS DISCRETS

I E MODELE d'observation temporel, linéarisé au premier ordre autour de la grille de

discrétisation G se met sous a forme {voir (V.16))
y=Ax+b {ALL)

avee les quantités partitionnées A = [B1F] et x = {8 | v']", Les arguments de Popératenr
A sont les fréquences discrétes de la grille @, uniformément réparties sur Pintervalle [0, 1]
Nous rappelons en outre que E et F sont de tailles identiques (N x a/V) et qu'elles sont

lites par la relation

0 @ 0
. 1 i 1
F=N& .
V-1 V-1 No— |

Nous proposons dans cette atnexe d’étudier les propriéiés relatives & Popérateur A, en
particulier sen conditionnement ow, de maniére éguivalente, celui de la matrice normale

EN
du probleme ATA, ainsi que les propriétés structurelles de cette dernidre matrice.

1 Evaluation analytique des valeurs propres de ATA

.

Le systéme (A1) &ant surdimensionné, la matrice AT A posséide au moins (2o — 1IN

vadenrs propres (v.p.) nulles et au plus ¥ v.p. non nulles; ces dernidres sont les v.p. de
ta matrice conormale AA'
Afn d’évaluer le spectre de celbe matrice, on propose de réordonner les colonnes de
la matrice E selon:
| iEz | PR l:'l_y] (*\2}
oft chague sous-taatrice By de taille (¥ < V) est construite & partir de E en concalénant
les colonnes dludices B Ao b+ 20,0 A+ o, o k4 (N = e Powr tout B cormpris
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eptre | et o, la matrice By s’écrit:
i 1 s {
{)12"":”; (_-.7'2"-'_%- o 5-‘52ﬂ£"r‘f':.’7:?'

Fi =

eti)

o AN1 o W)k o L =L ¥ 2}
E?Jz"L ..... ..{ 3{_\)_ co el __u.,ldr,\mm

o
On applique la méme transformation & la matrice I':
F] = {1“1 I?'l v F.‘,E [.‘\'{)

avec
Vi=1,...,00 : Fo=NOE, (A.-‘E)
ott N et Ej sont définies ci-dessus,

Une selle transformation, qui n'est autre qu’une permutation des colonnes de la matrice

A, laisse invariant le spectre de v.p. de la matrice conormale, c'est-a-dire

sp(AAT) = sp(A’A’T) (A5)
avec
A = [E|F (A6)
aat 2 Y EE T REL (A7)
k=1 1

s Or Byl est une matrice propertionnelle & Uidentité: en effet, les termes non diagonaux
sont nuls parce qu'ils sont proportionnels & la somre des & racines N-idgme de N'unité

el les termes diagonaux sont égaux & fa notme des colonnes de B, soit V. Ainsi,
L
Vh= 1.0 @ E.E = N1y

el par conséquent :

SEE! = aN Ty (A.8)

k=1

o Quant aux matrices FiFy L elles sont toutes idenfiques et diagonales. Bn effet, en

partant de fa définition (A4}, on woentre sans difficnlté:  une part, que les termes non
n

diagonaus de oI} sout nuls parce gu'ils sont proportionzels i la sotne des N ravines

N-igme de Uunité et Caubre part, que los termes diagonaux s'expriment selon ;

N

Ykl a (FA.FE) =% 47t (n e ) e N (- 1 m LN

ni (=t

2. Propriétés de la matrice AYA et du vecteur Ajry Page 121

Il vient alors explicitement

SR = diag {0, 478N, L ArH (N - 1PN (A3
Ll

o Finalement, la combinaison de (A7), (A8}, (A9) et {A.3) conduit & Pexpression ana-

Ivtique du spectre de la matrice conormale:

Sp(AA-E) 2 {t}i\"', aN (l o+ 47.“2) e al¥ (i B S r’irrg{!\"' — 1)2)} .

Conclusion  La matrice normale ATA est constitnée de 2a— DN v.p onulles et de ¥
v.p. non nulles telles que:

sp(ATA) = {U,....U,a!\-",m\-’ (1+4m%) o (L an?(v - 1}*)}.

Les valeurs singulieres de I'opératenr A sont les racines carrées non négatives des v.p.

de la matrice normale AfA, d'oil le spectre tracé sur la figure V.2,

Eafin, notons que la méme décomposition {A2)-(A.3) et le méme raisonnernent s'ap-
pliquent & la matrice A du moedéle fréquentiel en vertu de fa relation de dualité qui existe
entre A et A, dualité réalisée par la TFD normalisée (on rappelle que les colonnes de A

et A sont lides par une simple TFD normalisée).

£ i
2 Propriétés de la matrice A'A et du vecteur Aly

L
Cireularité Oun propose de woutrer dans cette section que la atrice normale ATA
est cirendante par blocs, Par définition, elle est & symétrie hermitienne et on a:
kS L
A | E'TEIEF )
FIEIF'F
Chaque bloe constitutif de la mwatrice normale présente une structure circulante. En effet,

[)

i ket £ désignent respectivernent la ligne & (1 <5 < Np) et la colonne £ (F < F <N

alors en partant de la définition des matrices B ot F, les termes génériques des blocs

ci-dessus s'expriment selon

; ol £~ k)
E*E) = S expd 99: E .... . m} ALHL
( o “E:O exp {_,n ™ o { )
Nl
! y » ¢ k)
F?E) = Y —j2mn exp{jin k) A2
(x1e),, = L e e {" "N S
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AN—i
(FrF) = Y dntn® exp {jBuﬂz
k£

=0

(A4}

La circularité des blocs matriciels résulte du fait que chacun de ces termes ne dépend que
de la différence (£ — k] et de leur péricdicité. En effel, ces deux arguments permettent
d’éerire

VD& {50 Vel By = Biogt) moduo ¥r. 041
relation qui permet de déduire deux colonnes adjacentes par une permutation cireulaize

{IB désigae indifféremumment un des quatre blocs).

Chagpue bloc est donc défini par une senle ligne ou colonne. Comume la matrice normale

est en outre hermitienne, seules 3 vecteurs de taille ¥y suffisent & la définir entidrement,.

Calcul de A?y par TFD  Par définition:

Aly= | BY
Fly
svec YA & {0,.. . Np —1}:
N Nt L
(E‘y) = 3 yin] exp {~--j27rn.~{—} (A.15)
& =0 ."\‘].'
. M-l i
(FFy) = jim Y nyn exp{uj‘hm—_}. {A.L6)
& A=l :‘\'_’.‘

Le vecteur ETy s'identifie 4 la r.i‘f"Dll de la séquence ¥ évaluée en les Ve fréquences
discrétes k/Np, k= 0,.. . Np — 1: BEly = TFDw, [yl Quant au vecteur Fiy, on peub
Pexprimer selon: Fly = 297 TFDy, [0 O y] ot n 2 0.1, N =1

Enfin, en exploitant {a refation de dualité entre A et A, on montre sans difficulsé les
identités suivantes qui résuftent de la conservation du produit sealaire dans Vespace de

Fourier
E'E=HHFF=ala Fle= el el - ~afa Bty = iy, vly = —aly,

Par conséquent, les deux représentations des donuées permettent de réaliser strictement
les memes écomonies de caleul et dencombrement mémoire. Aucune des deusx représen-
talions ne peut étre privilégiée sur ces argmments structurels, sinen la représestation
temporelle qui est 1a pius naturelle et qui évite le caloul de la transformeée de Fourier des

données et du noyan de Dirichiet.

L TED non nornalisée

ANNEXE B

LOI « INTEGRALE EXPONENTIELLE » &
APPROXIMATION GAUSSIENNE

O N RAPPELLE que les variables v, s et v sont, conditionellement aux réalisations

positives de la séquence de Bernoulli, liges par la refation {cf. (V.13)):
roe s, du

ot s est gaussienne complexe cireulaire, contrée et de variance ¢¥, tandis que la loi de
div, variable véelle, est supposée uniforme sur intervalle centré [ = {—;—\h :2—;\,1.?_-]. Les
variables s et 41 sont en outre supposées indépendantes, On s'intéresse dans un premier
ternps aux deux premiers moments du couple » & (s.7), puis & la densité marginale de

. A . e .
r. Dans la suite, on posera w = dv pour simplifier les notations.

1 Deux premiers moments de z

Tout d’abord, » est une variable centrée parce que s et w le sont. On en déduit
immédiatement

E iz} = {0,0).

Le moment du second ordre de z, couple de variables complexes, est défini par la donnéde
de Bizz'] et £ [::f] [Premsono 1981] Le calend de F [22] exige celui de Ejsse], B[],
Efrsl. La premidre de ces quantités est nulle en caisou de la circularité de la variable
complexe s. Un rapide caloul permet de conculre & la nullité des deux autres termes
comple tenu de Pindépendance de s et w et de leurs moyennes nulles. Cetie indépendance

permet de propager ia cireularité de s 4 la variable r et Von éerit

E[::‘}E[g g} (B.1)

st done cirenlaive & Pordre dews. Les termes non diagonawx de {B.1) expriment que »

et & sont des variables décorrélées, bien que colindaires,
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Le caleul de I %::’i lf‘(ul(]‘b((fuldf r 5] F{‘. 7] L{‘. s} E[.’ ;li Les deux premiers

termes sont nuls. Bn effet, compte teny d(..s hypothéses

Blrs] = Bls sw] = E{s"s] E{w] = 0,
de méme pour son conjugué. Le troisicrme terme se déduit de la définition de s: E[a"s] £
o Quant au dernicr, lindépendance eatre s et w permet décrire

B = Bls's] B [uw?]

avec

lt[}

Bl 2

On en déduit que z est centré et de covariance diagenale donnée par:

W l
2 L fved .
f = 12N}

ENF

ot 0
B [uf} =1 ot
1282

2  Calcul de la densité marginale de la variable pro-
duit r

Pour simplifier les notations, on posera ¢ 2 + La densité de » est définie par la loi
conjointe de ses parties réelles et imaginaires, indépendantes et de méme variance o?/2

sous les hypothéses formulées. On écrira done:

rlry = fx (a0} o) (8.2}
& = R{r)
w230

Calcul de fy (@) Par définition, 7, = w.a; et les densités de probabilité respectives

Yoo v
de 2, el w s'écrivent

ARV t'xi){*";;‘.‘g} (B.3)
. |
f”(w) = :_;;;ﬁ[v—u.+'ll(_w) (B-H

2. Caleul de la densité marginale de la variable produit » Page {25

Aprés caicul du jacobien relatif au changement de variable, la densité de la variable

produit z, s'exprime selon

Py = [ fateo) i, (22) e

S g w

soit encore:

SFxo (. \/,.__.f —e\p{ —a—:—sz}d\.u (3.5}

(les notations sont bivn sir abusives: les deux intégrales ci-dessus sont prises au sens de

Cauchy !, Posons y & —=. [} vient, & partir de (B.5):
Tw

o i

() s i - expi—y*} dy
.f’( ) ‘\/— u i{ 4 }

2,2

- . . ST
Enfin, un dernier changement de variable I : ot e IEne &
x
;

Py = e [T <)
xolier) = Qevret Ly 4 exp ola’ ¢

Finalement, en remplagant a par Efl\f" on aboutit au résultat:

| 4
Sxfa} = \/rr; [I i c-?xp{----‘

Cette densité est appelée « intégrale exponenticlle » [ABRAMOWLTZ & STEGUN
p. 228 La lot fy, (y) est identigue. En vertu de (B.2), 1a densité de r € € s'éerit:

NEopre | ANE RGP = ANE IS
falr) =% m(p{ ———-(;7———— } dt . f] 7 exp{v-——f——:————t it

ot f

Eile est symétrique par rapport & Uorigine.

LYa, b >0 /+" flalde = Imé/ ‘ flx)dr + lim f‘w flxyde
S b

(a2 N Y




ANNEXE C

ALGORITHME SMLR POUR LES CRITERES DE
VRAISEMBLANCE USUELS

3 CRIBCTIF de cette annexe est de montrer que Valgorithme SMLR peut dtre utilisé
L pour optimiser les critéres associfes aux méthodes du maxiunun de vraisemblance
déterministe et stochastique sur une grifle angulaire. Une différence tmportante entre
ces critéres et celul que nous avons utilisé réside dans le fait que ceux-ci requiert la
condition < N — | pour étre valide. [ faudra done veiller & respecter cette condition
dans le corps de Ualgovithine, par exemple en arvétant la procédure dés que la séquence

localement optimale contient V — 1 sources.

1 Relation entre les critéres MVS et MVD

En premier lew, on se propose d'élablir la relation (H.23) qui lie les deux critéres de

vraisemblance. A cet effet, nous rappelons leurs expressions respectives

Huvs(8) = InlAB)S(@)AT () + 5401y (.1
Hawn(8) = tr{Pi@ﬁ} (€.2)
avee les quantités:

- L t

R - ';,“T}__,Yk-yk (C.3)

Ly

§ = A% (R-aiy) a¥! (Cd)

)

(CL6)

{C.7)

(C.8)
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Par souci de clarté, nous avons omis la dépendance en 8 de Loutes les matrices mises en

Jew. Partant de (C.1) et en utilisant le vésulsat {D.9), le critére du MVS prend la forme

Hyvs(8) = In {&;f("’"f’}|&§1p+§A*Ag) (01.5)
= (N PYlaél+In 152, + Satal (C.18)

Or dlaprés (C.3) et (C.6), on a
& + SATA = (aTA)ATRA.

On en déduit alors. en exprimant la varlance du bruit (C.5) en fonction du critére

MV (C.2), ta relation suivante entre les deux critéres:
HMVS(H} = —("\-"’ - P) hl{;‘\" - P) +(N bl P) In HM\;{){GJ +1n EA iﬁAE ~{n iAiA% ((: | i)

Daus la suite, nous noterons CD(G) 2 Havp (8} et CF(8) 2 Havs {6},

2 Algorithme SMLR pour les critéres MVD et MVS

Considérons {a grille angulaire définie dans le chapitre VI: D 2 (1, overy o) Le
voisinage d'une séquence initiale 8y est Vensemble dont les dléments (8:)icicr différent
de 8y unignement par angle o, tel que 8; = 8, U {e} on 8, = 65\ {ece}. Pour simplifier
les notations, les quantités référencées par £ sont refatives 3 la séquence 8, tandis que les
variables non indicées sont afférentes & une séquence générique quelconque 8. Lo scalaire
¢ prend da valeur +1 (resp, — 1) st ¢z est ajouté (resp. supprimeé) de la séquence courante

- . N
8y Enfin. on convient de poser a; = afe,),

L algovitline SMLR repose sur une relation entre les valeurs des critives reladives i
deux ségueaces voisines. Nous établissons maintenant cette relation, tout d'abord sur le

critére MVD, puis sur sa version stochastique,

2.1 Critére du MVD
En vertu de ce qui précdde, on cherche & établir une relation entre CE) et f. En
introduisant fa quantité auxiliaire C 2 AfA, de dimension varizhle (p % p), on peut

berire

. X L
"=y R~ « Y v ACT ATy,
k=i

S e k) A vl . - . .
et en posant W £y AC Ajfy;\.. la mise & jour de ¥ se déduira de celle de W
prisgue

l

Ly
€ =05 = 5 3 (W - wi). T
kst
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Considérons le cas de Paddition d'un angle guelconque ¢ & la séquence courante 8y, ce

gui correspond & £ = 1. La matrice C; s'exprirme en fonction de Cy selon:

Co Alas

Co o=
Oy ‘;, r N
a; Ay ayap

En remarquant que ajﬂ{ = et d'autre part en utilisant le lemme dinversion des matrices

partitionntes {D.3), les inverses des denx matrices Gy et Cy sont lides par

oyt + b(‘.ﬂc‘bj by

c; (CL 1)
b pi'

pro= L —al AgCiT Al a, (Ca)

b = #7'Ci'Alan {C.15)

Inversement, le cas dual de lz suppression du méme angle ¢; e la séquence 84 se déduit dn

pricédent. [aprés ((L13), il consiste & partitionner CF' et 4 identifier les quantités p; ! et
be. Ainsi, en notant Dg la matrice C5F privée de la ligne et de la colonne correspondantes
& Pangle ¢, il vient:

Cr' = Do — bepeb! (C.16)

En utilisant la définition de W, on montre sans difficuité que sa mise & jour est réalisée

selon:
Vh=1,., K: WS,H - Wi“ = —pr«gbjAgyklz — 2 Re {yz.Agbgajyk} - p;‘l[agy,_.lg

oft pe et by sont données par (C. 14} et {C.15). De (C.12) on déduit immédiatement la
refation gqui permet de calenler e critére du MVD de fagon itérative sur le voisinage
entier d'une séquence courante.

La matrice € est la seule quantité nécessaire an fonctionnement de Palgorithme
SMLR. DVantre pact, ce critére dégéndre systématiquement vers le nombre maximal de
sources s w'est pas régularisé. La régularisation, ménée dans un cadre bavésien, consiste
ich & introduire un terme supplémentaive qui vient pénaliser un nombre élevd de sources.

L'algorithme SMLR sera done applicué an critére régularisé.

2.2 Critére du MVS
Par commodité, décormposons le critére MYS (CLL selon:

CRey = CUNE) £ ) - e - C ) (CAT)
ey 2 —(N - V(¥ - P) (€18)
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gy 2 (N - P)lac™(8) (CA)
gy 2 n|ATRA! (€203
gy & L njATA| (.21

P& e (€22

et recherchons la mise & jour de chacun de cos termes.

Mise & jour de ¢ :  Celle-ri est immédiate :
O O = (N = P 23N = P -2 4 (N = PYIn( - P)
ol P = dim 8.
Mise & jour de C'%:  Cette fonction s'exprime en lonction du ceitére MVD et dapros

¢ . ; A + . .
le § 2.1, on sait calealer ACP & CY o 08 Supposons que l'on a calewlé cette difference

et stocké la vateur de CF. Alors on pent écrire:
G = = (N = P e 1 (ACT 4+ CD) — (N — PYIne?
oft P = dim . Pour Pessentiel, la mise 4 joar de €' se déduit de celle du critére MVD :

elle requiert néanmoins le stockage de la valeur conrante de ce critére,

Mise & jour de C*: Nous ue traitons ici que le cas de Paddition d'un angle, {a

. L L © e J A, G . R
sitnation inverse s'en déduisant sans diffieulté. Définissons B 2 ATRA. Laddition 4 an

angle ¢¢ se Lraduit par une récurrence sur B

B, AlRta,

B; = te g
a,RA, alRa;

On cherche une refation entre les déterminants [Bel et [Byl. En utifisant le déterminant

des matrices partitionnées (D.9), il vient:
Bi| = [Bo[a) Ra; — 2] RA.B; Al Rayl
ol a velation de mise & jour:
Cff” — Cé‘?} = in |z1j ﬁag - zljﬁAUBaiAg ﬁay|

Elle nécessite le caleul ot le stockage de Plaverse By'. Le passage & Vitération suivante

reguiert également sa mise 4 jour. Comme pour C5' dans e § 2.1, on utilisera ief le

lemme d'inversion des matrices partitionnée

3. Conclusion Page 131

Mise 4 jour de ™ Cette fonction est structurellement trés voisine de la précédente.
La démarche est identique. On rerargue dailleurs gue C = 1o ]C| oit C est la quantits
auxiliaire définie dans le § 2.1, En ne 'intéressant qu'au cas de Uaddition de Vangle ¢ 4 la
séguence courante e d'autre part en utilisant le déterminant des mattices partitionuées,
il vient: .
O 5 =l — al AoC ALl

Le caleul et la mise & jour de © seront réalisés comme dans le § 2.1 par le lemme
d'inversion des matrices partitionnées. A notre connaissauce, la dégénérescence du critére

MVS5, gui intégre les amplitudes hors du probléme de la localisation, v'est pas établie. 11

n'est done peut-éire pas néeessaive de le régulariser.

3 Conclusion

Les relations de mise & jour ainsi établies sont Pélément essentiel nécessaire au fone-
tionnement de Palgovithme SMLR. Celui-ci est initialisé par la séquence vide, qui évite

le calend d'une solution initiale satisfaisante comme dans la technique des projections

alternées utilisée pour ta maximisation du critére MV dans [Z1sKkivn & Wax 1988]




ANNEXE D

PROPRIETES MATRICIELLES

N ous rappelons dans cefte annexe quelques propriétés algébriques ntilisées dans
certains calculs, notamment le lemme dlinversion matricielle, celui des matrices
partitionnées, quelques relations entre déterininants ainsi que certains gradients matri-

ciels,

1 Lemme d’inversion matricielle

Soient quatre matrices A £ "%, B & U7, ¢ e O, D € 47" les matrices A
et ' &tant non singulidres. Soit B = A + BCD. 51 A est non singnlidre, son inverse

exizte et est donnée pan:
R = A7 ATB(CT e DATIBY DA {Hh.0)

sous réserve que la malrice entre parenthéses soit elle-méme non singulitre. La démons-
tration se fait en muliipliant les deux membres & gauche par A + BOD el en faisant
apparaitre la matrice €7V 4+ DA™ B devant son inverse.

2 Lemme d’inversion des matrices partitionnées

Soit la matrice A partitionnées seus la forme

A 2
A= [ An A ] | ()
Si A est non singuliére, son inverse est:
Al {]An - AuAS'z'Agl}}‘"i —AT AnlAn - Ay AT A (0.3)
— A Ap(Arn ~ ApAL An)! (Ap — Ap A7 A o

= (A~ ApAL Ay (A — ApAL Ay AR A (D.4)
—{Ap — Ay AT A Ay AL (A — Ay AT Ay '
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en supposant que toutes les inverses apparaissant dans ces expressions existent. En vertu

cu lemme d'inversion (D.1), les éléments diagonaux penvent aussi s'écrire

AL AT AL An — An ATl An) T A, A7
et A-;.; + A;;AQI(A“ e AEQA;.;A‘A‘])A]AI‘ZA;—;

3 Déterminant des matrices partitionnées

Le déterminant de la matrice {D.2) s'exprime en fonction des blocs selon

Al

i

VAL Ay — Ag;Ai'ilAug‘ {D.53}
[l id) — ApAT Ayl (0.6}

1l

en supposant gue les matrices inverses existent,

4 Relations entre déterminants

* 51 A et B sont deux matrices carrées, AB et BA ont mame polynéme caractéris-

tique, c’est-a-dire

|AB — A= |BA - X[| ¥\ {D.7}
L prenant A = —1, on ahoutit &
[AB + Il =|BA+ [ (11.8)

* 5i A et B sont deux matrices rectangulaives de dimensions respectives (2 x m) et

{m x n}, ln relation entre les polyndmes caraciéristiques est sirmilaire
[AB — Mt = (=AY BA - M, YA

Lz démonstration de cette identité se fait en complétant les matrices A et B par des
zéros de fagon & ce que les matrices résultantes solent carrées, of en appliquant e ré-
sultat (8107} powr les matrices carrées. Pour plus de détails, consulter [IDIER 1991} ou
fLAsCALN & TEEODOR 1987). En prenant A = —1I, on aboutit également & Uexpression
duale de {D.8)

IAB +1,.|=|BA+1,| (009}

5 Quelques gradients matriciels

Sotent A{) & €0 g opérateunr inversible el dérivable par rappoct A la variable
scalaive £, Ou a les identités suivantes

d A = ~aw

o L dA
dt

% (! (D

N et - L
4. Quelques gradients matriciels Page 135

Il

d dA " .
“&E““\AU)H t,;-{mA(i} } (D.11)

De plus amples résultats pourrant éire frouvés en annexe de {GOODWIN & Pavap 18771
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