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RESUME

La tomographie d’impédance électrique (TI E) des milieux
conducteurs fermés est un probléme inverse mal posé. La
méthode des &léments finis (MEF), utilisée pour résoudre
le probléme direct, modélise les observations comme une
fonction non linéaire de la conductivité. Nous utilisons
pour la reconstruction une formulation bayésienne de !’in-
version. Un modéle markovien de douceur a priori permet-
tant la restauration de discontinuités est introduit pour
résoudre le probléme par mazimum e posteriori (MAP).
Les résultats obtenus par minimisation de critére ap-
portent une amélioration notable de la résolution.

1. INTRODUCTION

La tomographie d’impédance électrique consiste & injec-
ter des courants dans un corps, a recueillir les tensions
résultantes sur son pourtour, afin de pouvoir déterminer
la distribution de conductivité de I’objet. Utile en controle
non destructif, on trouve des applications de ce moyen d’in-
vestigation en imagerie biomédicale (pour des milieux fi-
nis) ainsi qu’en géophysique (milieux infinis). Nous nous
intéressons ici & la reconstruction bidimensionnelle d’objets
fermés, soumis & des courants continus. Notons Q le do-
maine en question,  son contour, I, V les distributions
respectives du flux de courant et du potentiel électrique sur
Q et I, V les mémes distributions sur 2. Notons enfin o
la distribution de conductivité. Le probleme direct corres-
pond alors au calcul de V connaissant I et o, tandis que le
probléme inverse, que nous cherchons & résoudre, consiste
A déterminer o & partir de I et V. Dans le paragraphe 2,
nous présentons briévement la modélisation de la physique
du probléme et la méthode de résolution du probléme direct
que nous avons choisi. Le paragraphe 3 détaille la résolution
du probléme inverse & partir du probléeme direct & ’aide
de la formulation bayésienne. Le paragraphe 4 expose les
résultats obtenus.

2. RESOLUTION DU PROBLEME DIRECT

Les équations de Maxwell permettent de modéliser le
probléme direct par une équation aux dérivées partielles
de type Poisson : div(agr?zd V) = 0. La premiére difficulté
est qu’il n’existe pas, dans le cas général, de solution analy-
tique pour la résoudre [14]. Barber et Brown [2] s’appuient
sur la solution analytique obtenue dans le cas uniforme sur
un domaine circulaire pour proposer un modéle linéarisé
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du probléme direct. Tasto et Schomberg [16] résolvent ce
dernier par une méthode de différence finie reposant sur
une linéarisation des équations aux dérivées partielles. Tou-
tefois, les objets & reconstruire possédent souvent simul-
tanément un fort contraste et une forte extension spatiale
4 lintérieur du domaine. C’est pourquoi I'utilisation de la
linéarisation pour la résolution du probléme direct consti-
tue une sérieuse limitation pour la reconstruction.

Une solution est apportée grace a une autre formulation,
équivalente, de la physique du probléme, appelée formula-
tion variationnelle, qui revient, pour le probléme direct, &
résoudre en V 1’équation suivante:

l/a{gr_{zd V2 d:c+/ vl 4s =0 (1)
2 Ja a Ot

Plus adaptée & Panalyse que la formulation aux dérivées
partielles, cette équation a permis {15, 1] de montrer que,
d’une part, le probléme direct est bien posé et que, d’autre
part, le probléme inverse admet une solution, que celle-ci
est unique mais qu’elle est instable: le probleme inverse
est donc mal posé. En discrétisant cette formulation, ce qui
revient & scinder le domaine, disons en P mailles correspon-
dant & N nceuds sur §, dont N sur la frontiére Q, on peut
simuler [10, 9, 11] le probléme direct : ¢’est la méthode des
éléments finis. Dés lors, le calcul du probléme direct res-
treint & la frontiére, i.e. le calcul des tensions observées sur
Q en fonction des courants imposés s’écrit :

5= PA(s) ' P Dz, (2)
oll T et 7 sont les vecteurs de taille N correspondant & la

discrétisation de V et I; o, de taille P, est le vecteur des
conductivités. A est la matrice de « rigidité » du probléeme,



906

donnée par y

Qi3 = E

pee(i)ne(s)

UPH(i’j’p)» (3)

ou e(7) désigne ensemble des mailles adjacentes au nceud
i, et 8(4, j,p) dépend des caractéristiques géométriques du
maillage sur le domaine 2. A est une matrice creuse (elle
contient plus de 98% de zéros en pratique), définie positive
et de taille (N — 1) x (N — 1). P est un opérateur N x
(N — 1) de projection sur la frontiére et D est un opérateur
de différence, tel que:

(D7)p, = Tn41 — Zp—1 modulo 1\7, (4)

t.e. la différence des flux de courant entre les deux points
de la frontiére adjacents au point d’indice n. La matrice A
dépend linéairement de o ; le calcul du probléme direct par
Ja MEF est donc une fonctlon non linéaire de la conducti-
vité.

En fait, la discrétisation par la MEF conduit & une
approximation par des fonctions: le flux de courant et
la tension sont approchés par des fonctions d’ordre 1
(linéaires par morceaux) dont z et ¥ contiennent les
valeurs aux noeuds du domaine, tandis que la conductivité
est approchée par une fonction d’ordre 0 (constante par
morceaux) dont o contient les valeurs par maille. Il faut
souligner que ’approximation par la MEF est bien plus
fine, en pratique, qu’une approximation lindaire car la
méthode converge rapidement lorsque la taille des éléments
diminue (convergence en O(r?) ol r est le diamétre
d’une maille [6]), tandis que le colit de calcul, qui réside
essentiellement dans l'inversion de la matrice A(o), est
fortement réduit par P’utilisation d’algorithmes d’inversion
de matrices creuses.

3. FORMULATION DE IL’INVERSION

Lors du calcul du probléme direct par la MEF, la donnée
de 7 permet, & étant connu, de déterminer 4. Ces quantités
sont respectivement de tallle N, Pet N. En remarquant que
N < N < P, on s’apercoit que, pour I’inversion, un seul j jeu
d’ observatlons est insuffisant si I’on tient & avoir au moins
autant de données que d’inconnues. La premiére maniére
de remédier au probléme, qu’ont utilisée tous les auteurs,
est de fournir plusieurs jeux de données indépendantes,
soit K observations avec K > P/N. La seconde maniére
consiste & introduire une information a priori de fagon &
regulal iser la solution. En 90, Kohn et McKenney, tout en
s’appuyant sur la MEF pour le probléme direct, utilisent
une méthode itérative de type point fixe pour la recons-
truction. Cette méthode, ainsi que la plupart des méthodes
proposées en TIE Jusqu’alors, est extrément sensible au
bruit et n’utilise pas de regularlsatlon. En 91, Hua et al.
[9] mettent en ceuvre, pour la reconstruction, la minimi-
sation d’un critére mesurant la distance entre les observa-
tions et la simulation par MEF du probléme direct. Cela
leur permet d’introduire un terme supplémentaire, quadra-
tique en o et d’ordre 0, destiné a rendre la solution plus
stable numériquement. En 94, Cohen-Bacrie [5], qui utilise
une linéarisation pour le probléme direct, justifie, par une
formulation bayésienne de ’inversion [7], d’opérer la mini-
misation d’un critére régularisé . L’emploi d’un modéle a
prior: gaussien avec uniformisation de la variance lui per-
met d’améliorer sensiblement les résultats des méthodes

TIE linéarisées.

Nous proposons ici d’étendre les méthodes bayésiennes
& lutilisation des modéles directs non linéaires. Nous
considérons une incertitude gaussienne, blanche et centrée

B pour le modele des observations k= 1,..., K,
5* = PA(o)" ' PT D7 + 5. (5)

Avant d’introduire une loi e prior:, il est important de
préciser la variable de reconstruction. En effet, le probléme
étant non linéaire, rien n’interdit d’utiliser une autre
variable que la conductivité pour la reconstruction. De
fait, nous proposons l'utilisation de la log-conductivité
7 = log(o). Cette variable présente plusieurs avantages.
Elle a déja été utilisée par Barber et Brown [2] car elle
permet de simplifier I’écriture des équations de Maxwell
et constitue ainsi une bonne transformation avant une
linéarisation. D’autre part, elle présente I’avantage d’étre
réelle, sans étre contrainte & la positivité comme o. Enfin,
le cha,ngement de variable de ¢ & v ne complique pas le
calcul du critére ni de son gradient. A partir d’une loi a
priori p(y) sur la distribution de log-conductivité, nous
pouvons calculer la loi a posteriori grace & la régle de
Bayes:

P(115*;7) o< p(5* i 7)p(). (6)

Le choix de Pestimateur du mazimum a posterior::

IMmap = arg$aXP(WIﬁk17k) (7)

revient [7] & minimiser le critére :

X

= > |I5" — PA(exp())"'PTD#|> + 0(v), (8)
k=1

expression dans laquelle le terme de gauche correspond &
la vraisemblance des observations et le terme de droite
est la fonction de régularisation provenant de I'a priori.
L’existence de ce terme, déja pleinement justifiée pour des
problémes inverses mal posés, I’est ici d’autant plus que le
probléme est non linéaire et 4 large support, se traduisant
en particulier par une forte atténuation de la réponse en ten-
sion aux éléments situés & l'intérieur du domaine et, pour

tout v, par un nombre de condition élevé de A(exp(’y))
Le choix de ’estimateur étant posé, quelle loi a priori utili-
ser? Les applications de TIE, en particulier dans le domaine
médical, font souvent apparaitre des structures homogénes
séparées par des discontinuités. L’utilisation de la fonction

convexe de Huber Ap(t):

2 sift] < T

hr(t) = { (2Tt —T?) sinon

sur les différences entre pixels, fournit un a priori marko-
vien qui, tout en favorisant par sa partie quadratique I’ho-
mogénéité de la reconstruction, autorise, grace i ses par-
ties linéaires, la restauration de discontinuités [4]. La partie
régularisante du critére s’écrit donc :

B =2 Y htp )

p=1gev(p)

olt “q € v(p)” désigne 'appartenance de la maille numérotée
g au voisinage de la maille numeérotée p. Nous avons réalisé



une discrétisation du milieu reposant sur des mailles tri-
angulaires. Nous avons donc choisi comme systéme de voi-
sinage les trois éléments contigus aux cotés d’une maille,
ce qui correspond a un voisinage d’ordre 1 en coordonnées
cartésiennes.

Le critére J(+) se présente donc comme la somme d’un
terme non convexe, éventuellement multimodal, et d’un
terme convexe. L’a priori @ r{~) présente ainsi I’intérét
de réduire la non convexité globale du critére ; il en facilite
donc la minimisation, méme locale. Hua et al. [9] utilisent
une variante de la méthode de Newton-Raphson [13] pour
minimiser le critére. Cette méthode d’ordre 2 présente
d’une part, ’inconvénient d’étre extrémement lourde car
elle requiert le calcul d’une approximation du hessien;
d’autre part, elle semble trés peu justifiée du fait de 'allure
non convexe du critére de vraisemblance qui approche trés
peu celle d’un paraboloide. La complexité et la lenteur d’un
recult simulé étant rédhibitoires, nous avons utilisé une
méthode de descente d’ordre 1 de type gradient conjugué
[13], qui s’avére simple et rapide.

4. MISE EN (EUVRE ET RESULTATS

Nous présentons ici les résultats obtenus apres simulations.
Nous étudions la reconstruction d’un objet circulaire com-
prenant deux discontinuités de contraste élevé. Le milieu
est discrétisé avec N = 32 points & la frontiere, N = 145
nceuds et P = 256 mailles. Nous avons donc imposé a la
frontiére du domaine 256/32 = 8 distributions de courant
indépendantes, correspondant & une méme fonction (une
période de sinusoide) pivotée 8 fois de 27 /8 par rapport au
centre du domaine. Cette fonction est celle qui, sur un do-
maine circulaire, donne les meilleures réponses puisqu’elle
génére des lignes de courant rectilignes lorsque la conduc-
tivité du milieu est homogéne [8]. De maniére générale,
quelque soit la forme du domaine, il est primordial, étant
donné la forte atténuation de l’information provenant de
Pintérieur du milieu, d’imposer des distributions de basse
fréquence spatiale, susceptibles de générer de lignes de cou-
rant qui pénétrent profondément le milieu.

En raison du caractére extrémement mal posé du
probléme (le nombre de conditionnement du hessien de
la partie fidélité aux données du critéere dépasse les 10°
quelque soit <), la plupart des auteurs ont, dans leurs
simulations, soit omis d’ajouter du bruit [16], soit ajouté un
bruit extrémement faible. Hua et al. [9], qui travaillent sur
des objets réels, ont estimé Vincertitude de leurs mesures
a4 1/2000 (66 dB), et utilisent comme point de départ
de leur minimisation une distribution de conductivité
uniforme correspondant au fond de I’image originale. (La
connaissance de cette valeur est tout a fait plausible en
génie biomédical). Nous utilisons ici un RSB égal 4 1000
(60 dB), et initialisons notre algorithme de minimisation
par gradient de la méme maniére. L’objet utilisé pour la
simulation comporte un fond homogeéne, de conductivité
10 S.m~!, et deux fortes inhomogénéités de 100 S.m™! et
1000 S.m~1.

Nous présentons ici les résultats obtenus avec trois
reconstructions différentes: une reconstruction sans
régularisation, une obtenue avec un a prior: gaussien,
et une reconstruction obtenue avec I’a prior: de Huber.
L’ensemble des calculs ont été effectués grace au logiciel
Matlab 4.2 sur une station HP 712. Le temps de calcul
d’une reconstruction est de ordre d’une heure. Les hy-
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perparameétres (z.e. A pour l’a priori gaussien et A, T pour
I’a priori de Huber) ont été déterminé empiriquement, de
fagon & obtenir visuellement la meilleure reconstruction
possible.

2
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Figure 1: Echelle utilisée pour la conductivité.
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Figure 2: lobjet original composé d’un fond homogene, de

conductivité 10 S.m™!

S.m~! et 1000 S.m™!.
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Figure 3: reconstruction sans régularisation.

Pour comparer la qualité des reconstructions obtenues 4,
nous mesurons ’écart de celles-ci avec ’original «y grace & la
norme L1 connue pour sa bonne adéquation qualitative avec
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une appréciation visuelle. Plus précisément, nous utilisons
la grandeur é; définie par:

=5k

61(v,%) = . 10

=T 10)

[L Méthode ” A I T l 51(v,4) ”
Moindres carrés A=0 T=o00 1,161
Gaussien A =8.10"1 T=cx 0.959
Huber A=2,510"% | T =025] 0.589

Le tableau ci-dessus; ainsi que les reconstructions, montrent
d’une part, 'utilité de la régularisation et d’autre part la
pertinence du choix de la fonction convexe de Huber pour
reconstruire les discontinuités.

1
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Figure 5: reconstruction avec a priori de Huber.

5. CONCLUSION

Nous proposons ici une méthode de reconstruction ori-
ginale en tomographie d’impédance électrique reposant sur
une formulation bayésienne de inversion. Le choix de la
méthode des éléments finis pour la résolution du probléme
direct et I'apport de ’a priori markovien de Huber pour
la. régularisation contribuent grandement & ’amélioration
de la résolution de ce probléme inverse non linéaire et mal
posé. A titre de perspectives, nous envisageons, afin de
minimiser le critére de fagon plus optimale, d’utiliser, pour
la partie fidélité aux données, la non convezité graduelle
[3, 12]: construire une suite de critéres permettant de pas-
ser continiment d’un critére convexe au critére exact non
convexe. Nous étudions aussi la mise en ceuvre d’ un raffi- -
nement du maillage en vue d’une approche multi-échelle de
la reconstruction.

Le premier auteur remercie chaleureusement Andrew Ad-
ler, de UInstitut de génie biomédical de Montréal, de lui
avoir fourni le code d’éléments finis utilisé pour cette pu-
blication.
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