© GRETSI 2005, 6-9 septembre 2005, Louvain-la-Neuve, Belgique 651

Comparaison entre les algorithmes semi-quadratiques
et gradients conjugués préconditionnés
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Résumé — Notre contribution concerne la restauration d’image. L’ approche adoptée consiste 2 minimiser un critére des moindres carrés
pénalisés. Ici, nous nous intéressons a la recherche d’algorithmes efficaces pour mener une telle tache. Plus précisément, nous étudions des
liens entre algorithmes semi-quadratiques (SQ) et gradients conjugués préconditionnés (GCP) pour la minimisation de critéres pénalisés. Nous
proposons un théoréme de convergence pour 1’algorithme GCP associé a une recherche de pas spécifique. Enfin, nous menons une comparaison
expérimentale entre algorithmes SQ et GCP dans le cadre de la déconvolution montrant la grande efficacité de ce dernier.

Abstract — Our contribution deals with image restoration. The adopted approach consists in minimizing a criterion of penalized least squares.
Here, we are interested in research of effective algorithms to carry out such a task. More precisely, we study links between half-quadratic
(HQ) algorithms and preconditioned conjugate gradient (PCG) algorithm for the minimization of penalized criteria. We propose a theorem of
convergence for the PCG algorithm associated with a specific line search. Lastly, we carry out an experimental comparison between algorithms
HQ and PCG within the framework of deconvolution showing the great effectiveness of this last.

1 Introduction 2 Les algorithmes semi-quadratiques

Notre contribution concerne la restauration d’image ot une 2.1 Formulation “gradient-reliée”
image solution & € R est estimée 2 partir d’une observation
bruitée y € IR™. Suivant [1], nous proposons de minimiser un
critere des moindres carrés pénalisé avec un terme préservant
les bords de 1’image:

La minimisation de (1) peut &tre conduite selon une approche
semi-quadratique (SQ), ce qui fournit alors les constructions de
Geman & Reynolds (GR) et Geman & Yang (GY) [1]. Dans [3],
il est démontré que les algorithmes SQ GR et GY s’identifient
a des méthodes gradient-reliées a pas constant unitaire.

z= mlglg}v I(=) M La forme GR se définit par
J(x) = Q(x) + \&(x), =cRN ) dir = —(Bgr(z")"'VT(2¥)  (direction GR)  (3)

, zh =k + dig (mise 2 jour GR)
ou Q(z) = |[Az — y||°, avec A € RM* la matrice d’obser-

vation, A un hyperparametre de régularisation et

ol I’opérateur normal Bgr (u) est définie par

/
b(u) := Vect [M} ,
d(x) = Z p(vix), [Vul|
ceC BGR(’U,) = Q() + )\\ft Dlag{b(u)}V,
et la forme GY se définit par

avec C (|IC| = C) un ensemble de cliques sur S (S| = .N), dby = —(B&y) 'VT(z) (direction GY)  (4)
chaque vecteur v, € RY ayant un support restreint & la clique htl f . .
c. Pour illustrer, C peut correspondre a I’ensemble des paires T =x" +dgy (mise a jour GY)
de pixels voisins ¢ = {r, s}, avec vix = x, — 5. Lafonction ol a = 1/¢"(0) et la matrice normale B, est définie par
potentiel ¢ : R — TR peut étre C? convexe et issue du do- @ At
maine de 1’estimation robuste préservant les bords, c’est-a-dire Gy = Qo+ EV V.
qu’elle a un comportement affine vers ’infini [2]. Le critere J Des résultats de convergence de ces algorithmes SQ se trouvent

est alors lui-méme convexe, ce qui assure qu’il n’y a pas de notamment dans [1].

multiples minima locaux. Le cofit de calcul d’un tel estimateur

peut étre un facteur limitant I’ utilisation de ce type de méthode, 2.2  Inversion des matrices normales semi-

c.’est pourquoi nous nous .fogahsons ici sur la recherche d’algo- quadratiques

rithmes rapides pour minimiser 7.
Soit Qo = 2A*A et V = [vi]...]vs]. Dans la suite, on Le calcul exact de la direction de descente des algorithmes

suppose que la matrice Qg + AV*V est inversible. SQ (3)-(4) est généralement trop cofiteux. [2, 4, 5] proposent
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une version de cette direction de descente approchée par gra-
dients conjugués (GC) ou GC préconditionnés (GCP) tronqués,
dans le sens ol un nombre de sous-itérations plus faible que la
dimension de I’espace solution est utilisé. Ce type d’implémen-
tation a pour avantage d’étre efficace, mais au prix de la perte
des résultats de convergence associ€s aux calculs des directions
de descentes SQ exactes.

La partie suivante présente en quelque sorte une version duale
de cette implémentation: au lieu d’utiliser les GCP au sein des
SQ, nous étudions une forme d’algorithme GCP non linéaires
ol se retrouve une version scalaire des SQ tronqués.

3 L’algorithme des gradients conjugués
préconditionnés non linéaire

3.1 La forme préconditionnée de Polak-Ribiere

La méthode des gradients conjugués (GC) est une mise a
jour itérative de la forme k1l = gF + . d¥, ot les directions
de descentes {dk} sont mutuellement conjuguées dans le cas
d’un probleéme purement quadratique. Suivant [6], nous nous li-
mitons ici a la forme de Polak-Ribiere des GC préconditionnée
(PRGCP) [7]:

p*=-(M")"'VI(2")
0 si k=0
(VI (@) ~ VI (") p*
(VT (k1) pt
d* = p* + B,d"*' (direction PRGCP)

ot =2 4+ Oékdk

(préconditionnement)  (5)

Br =

si k>0

(recherche du pas et mise a jour)

L’ algorithme PRGCP possede deux degrés de liberté: le pas o,
et la matrice de préconditionnement définie positive M*.

3.2 Recherche du pas avec les formes scalaires
des algorithmes semi-quadratiques

Contrairement aux algorithmes SQ, les méthodes GC requi-
erent usuellement une recherche du pas non triviale afin de dé-
terminer un pas «y, admissible. Dans [6], une procédure ité-
rative de recherche du pas est présentée. Elle a pour avantage
d’étre simple et convergente dans le sens ou la suite générée
aj, ..., al converge vers un minimum local de f(a) =
J(x* + adF). Cette procédure s’identifie en fait a la version
scalaire (1D) de I’algorithme GR. Dans le mé&me esprit, une
alternative utilisant 1’algorithme GY scalaire peut étre envisa-
gée. En considérant la formulation 1D gradient-reliée de ces
algorithmes SQ appliqués a la minimisation de f(«), ces algo-
rithmes s’écrivent

ald =0

1 ) (d")'vT (2" +aid* )
Oé;j— :az—w, 0<l<[-1 (6)
ak:ai

avec QF = BZy pour GY1D et avec Q¥ = Bgr (zF + af d¥)
pour GRID. Lorsque I = 1, la formule obtenue est la méme
que celle proposée dans [8], pour une vaste famille de méthodes
des gradients conjugués.

3.3 Théoreme de convergence

Le théoreme suivant concerne la convergence de I’algorithme
PRGCP avec la recherche du pas (6). La preuve se trouve dans
[9].

Théoreme 1. Supposons que

¢ : R — Rest C2, coercive et paire

Vit > 0, ¢'(t) >0

Y(t) = ¢(/t) est concave pourt > 0

supser ¢ ()] < o0
Alors, la forme de Polak-Ribiere préconditionnée par une suite
de matrices constantes MF = M, est convergente dans le sens
ou

liminf |V (z*)| = 0
k—oo

lorsque la recherche du pas (6) est employée avec Qf = By
ou bien QF = Bgr(z* + of dF).

4 Liens entre algorithmes

4.1 Comparaison des pas

Si on choisit Q¥ = MP et si on utilise une stratégie sans
conjugaison, alors la formule du pas (6) avec I = 1 se simpli-
fie en oy, = 1. Les algorithmes GY et GR correspondent alors
aux choix particuliers des matrices normales SQ pour M*. Par
conséquent, la formule du pas (6) peut étre interprétée comme
une généralisation naturelle du pas constant lorsqu’on passe
des algorithmes gradients-reliés aux algorithmes des gradients
conjugués.

4.2 Intérét du choix de la matrice de précondi-
tionnement

La matrice de préconditionnement des algorithmes semi-
quadratiques est imposée (Bgr(x*) et B4y ), ce qui entraine
en général des difficultés d’inversion. Par contre, 1’algorithme
PRGCP permet de choisir une matrice de préconditionnement
définie positive quelconque et constante (afin que le théoreme
1 s’applique). Ainsi, il est possible d’utiliser une matrice de
type circulante bloc circulante (CBC) comme préconditionneur
lorsque le Hessien de 7 est approximativement CBC, sous I’hy-
pothese classique de régularité de I’'image recherchée. On peut
alors tirer profit du fait que les matrices CBC se diagonalisent
facilement dans la base de Fourier.

5 Comparaison expérimentale de la vi-
tesse de convergence

5.1 Les problémes traités

Nous considérons comme probléme de restauration celui de
la déconvolution en présence de bruit. Deux cas sont étudiés:
convolution a partir d’un noyau gaussien (écart-type 2.24, taille
17 x 17) avec I’hypothese de bords zéros a I’extérieur (Diri-
chlet), et débruitage qui n’est qu’un cas limite de déconvolu-
tion. L’ image d’origine, de taille N = 512 x 512 a valeur dans
[0, 255], est la méme pour ces deux problémes.
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La pénalisation retenue utilise pour C I’ensemble des paires
de pixels voisins et pour potentiel la fonction convexe hyper-
bolique ¢(t) = /62 + t2, ol § correspond a un seuil entre le
régime quadratique et affine de ¢ [1].

Pour chacun des deux problemes, le critere [ convexe ainsi
défini dépend des hyperparametres A et §: nous avons choisi de
les régler de maniere a avoir I’'image restaurée la plus proche
visuellement de I’image d’origine. Ainsi, nous avons retenu
0 = 13 pour les deux problemes, A = 10 pour le débruitage
et A = 0.2 pour la déconvolution.

Finalement, nous avons deux critéres a minimiser pour les-
quels le méme critere d’arrét global est utilisé

n=|VJ@")|/N <1075 )

(a) Image bruitée: RSB 20

T

(b) Image convoluée: RSB 40
PR %

FIG. 1: (a)-(b) Images simulées. (c)-(d) Restauration par mini-
misation de critere pénalisé.

5.2 Les versions algorithmiques testées

A présent, nous comparons les vitesses de convergence des
familles d’algorithmes précédemment décrites, ou la notation
{P} signifie avec ou sans préconditionnement CBC:

1 Les algorithmes GR et GY approchés avec inversion des
matrices normales par une forme tronquée des GC ou
GCP linéaires: GR+GC{P} et GY+GC{P}.
2 Lalgorithme PRGC ou PRGCP non linéaire avec déter-
mination du pas
2.1 al’aide de la recherche scalaire fminbnd de Mat-
lab: GC{P}+fminbnd
2.2 a I’aide des formes scalaires de GR ou GY (6):
GC{P}+GRID et GC{P}+GY1D.
Toutes ces familles d’algorithmes présentent la méme struc-
ture itérative: des itérations globales au sein desquelles des sous-
itérations sont effectuées, que ce soit des GC linéaires pour la

premicre famille d’algorithmes ou bien une recherche du pas
pour la deuxiéme famille d’algorithmes. Le critere d’arrét (7)
porte sur les itérations globales, mais il nous faut aussi définir
un critere d’arrét pour les sous-itérations.

Pour la premiere famille d’algorithmes, nous reprenons la
proposition de [4]: les GC{P} linéaires sont utilisés avec le cri-
tere d’arrét ||r?]|/||7°|| < 1075, ot ¥ est le résidu de I’équation
normale apres ¢ itérations.

La fonction fminbnd (nombre d’or et interpolation parabo-
lique) de Matlab est utilisée avec son critere d’arrét par défaut.

Les formes scalaires de GR ou GY (6) sont utilisées avec 1
itérations, ou [ est fixé au préalable.

5.3 Résultats

Nous comparons expérimentalement I’ efficacité des familles
d’algorithmes 1, 2.1 et 2.2 pour la minimisation des criteres dé-
finis précédemment, ceci selon deux types d’évaluations com-
plémentaires:

— le nombre d’itérations globales et le nombre moyen de
sous-itérations qui donnent une idée de la complexité de
I’algorithme considéré,

— le temps mis pour effectuer la minimisation qui dépend
bien sir de la plateforme d’implémentation.

Les Tab. 1 et 2 récapitulent, pour un algorithme donné, le pre-
mier critere d’évaluation sous la forme (It1, It2), ou:

— Itl est le nombre d’itérations globales,
— It2 est le nombre moyen de sous-itérations.

Les expériences ont été menées avec Matlab 6.5 sur un PC
P4 2.8GHz RAM 1Go. Les algorithmes ont été rangés par ordre
de durée de minimisation croissant.

Nous avons test¢ la famille d’algorithme 2.2 avec
I € {1,2,3,4,5,10,15,20}. Seules les versions I = 1 ont
été systématiquement reportées dans Tab. 1 et 2, les autres ver-
sions n’ayant été reportées que si elles sont plus rapides.

Sans precond. Avec precond.

Iter.  |Tps (s) Iter.  |Tps (s)

GC+GRID | (1L2) | 92 || ©,2) | 1062
7 (12, 1) 7.95 (13,1) | 12.57
GC+GY1D (11,4) | 12.19 9,4) 13.17
» a4, 1) | 967 || 20, 1) | 195

GC+fminbnd | (12, 11.8)| 20.85
GR+GC (10, 21.5) | 62.76
GY+GC (20,20.5)| 91.83

(10, 12.9)| 21.35
(10, 12.3) | 82.23
(20,7.3) | 86.14

TAB. 1: Comparaison des algorithmes sur le probleme de dé-
bruitage.

Sans precond. Avec precond.
Iter.  |Tps(s) Iter.  |Tps(s)
GC+GRI1D (90, 1) 140.1 (43,1) | 179.16
GC+GY1D (89,2) 151.3 (45,2) |89.91
? 93, 1) 145.7 (53,1) |98.85
GC+fminbnd | (94,9.3) | 220.1 || (47, 10.4) | 1294
GR+GC (13, 1135.5) [ 20485 (| (13, 161.8) | 3598
GY+GC (38, 498.7) | 26490 || (38, 66.9) | 4331

TAB. 2: Comparaison des algorithmes sur le probleme de dé-
convolution.

L’analyse des Tab.1 et 2 fait ressortir en premier lieu que
la famille d’algorithmes 2 surpasse largement la famille d’al-
gorithmes 1 tant du point de vue du nombre d’itérations que
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du temps de calcul. Si le préconditionnement CBC est tres fa-
vorable pour le probleme de déconvolution, il devient presque
systématiquement contre productif pour le probleme de débrui-
tage. Ceci est une conséquence du meilleur conditionnement
de ce dernier. Cependant, I’utilisation d’un préconditionneur a
base de transformée en cosinus pourrait étre plus efficace que
celui utilisé a base de transformée de Fourier.

Au sein de chaque famille d’algorithmes, les versions GR
font systématiquement mieux que les versions GY. Ainsi, par
souci de clarté nous avons exclu les versions GY de la Fig. 2.

Enfin, il apparait clairement qu’un nombre treés faible de ré-
itérations des formes scalaires SQ fournit a chaque fois la ver-
sion la plus rapide parmi la famille d’algorithmes 2.2, le cas
non réitéré (I = 1) arrivant méme souvent en téte.

Débruitage RSB:20

PCG+GR1D(1)
PGC+fminbnd
GR+PGC
CG+GR1D(1)
GC+fminbnd
GR+GC

(a)

Tiette

Norme du gradient / nombre de pixels

= 10 E
10° ‘
10° 10' 10°
Temps (s)
Déconvolution RSB:40
10° : ‘
—+— PCG+GR1D(1)
(b) —=— PGC+fminbnd
» . —e— GR+PGC
T 10 + —o— CG+GR1D(1)
a —o— GC+fminbnd
3 —o— GR+GC
Py _2
5 10 ¢
£
[=}
=
g 107
°
©
S
3 107
[0}
€
S
Z 5
L10°
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FIG. 2: Comparaison des taux de convergence: |V J (x*)| /N
en fonction du temps. (a) Probléme de débruitage. (b) Probleme
de déconvolution.

6 Conclusion

La famille d’algorithmes PRGC{P} non linéaires avec un
pas déterminé par une forme scalaire SQ présente plusieurs in-
téréts majeurs par rapport aux algorithmes SQ avec inversion

tronquée par GC{P} linéaires:
— la convergence de la premiere famille est assurée par le

Théoreme 1, alors que la convergence de la seconde fa-
mille est a I’heure actuelle un probleme ouvert, et

— la premiere famille apparait expérimentalement comme
largement plus efficace a tel point qu’il nous semble rai-
sonnable de penser que pour les problemes étudiés, les
ordres de grandeurs des écarts temporels observés seront
préservés indépendemment de 1I’implémentation.

Pour finir, le Théoréeme 1 assurant la convergence de la famille
d’algorithme PRGC{P} non linéaires pour un pas déterminé
par une forme scalaire SQ présente aussi des avantages par rap-
port aux résultats de convergence existants portant sur une re-
cherche du pas qui vérifie des conditions telles que celles de
Wolfe:

— d’efficacité, car il permet d’éviter de faire des sous-
itérations inutiles puisque la convergence est assurée pour
un nombre de sous-itérations I quelconque, donc aussi
petit que souhaité; et

— de simplicité, car il dépend du seul parametre naturel [
alors que le réglage des parametres des conditions de
Wolfe est délicat.

[1] J. Idier, «Convex half-quadratic criteria and interacting
auxiliary variables for image restoration», [IEEE Trans.
Image Processing, vol. 10,n° 7, pp. 1001-1009, July 2001.

[2] P. Charbonnier, L. Blanc-Féraud, G. Aubert et M. Barlaud,
«Deterministic edge-preserving regularization in compu-
ted imaging », IEEE Trans. Image Processing, vol. 6, n° 2,
pp-298-311, Feb. 1997.

[3] M. Allain, J. Idier et Y. Goussard, «On global and lo-
cal convergence of half-quadratic algorithms », to appear,
IEEE Trans. Image Processing, 2005.

[4] M. Nikolova et M. Ng, «Fast image reconstruction al-
gorithms combining half-quadratic regularization and pre-
conditioning », in Proc. IEEE ICIP, Thessaloniki, Greece,
Oct. 2001, pp. 277-280.

[5] M. Nikolova et M. Ng, «Analysis of half-quadratic mi-
nimization methods for signal and image recovery», to
appear, SIAM Journal on Scientific computing, 2005.

[6] J. A. Fessler et S. D. Booth, «Conjugate-gradient pre-
conditionning methods for shift-variant PET image recons-
truction», [EEE Trans. Image Processing, vol.8, n°35,
pp. 668—699, May 1999.

[7] W. H. Press, S. A. Teukolsky, W. T. Vetterling et B. P. Flan-
nery, Numerical recipes in C, the art of scientific compu-
ting, Cambridge Univ. Press, New York, 2nd edition, 1992.

[8] J. Sun et J. Zhang, « Global convergence of conjugate gra-
dient methods without line search », Ann. Operations Re-
search, vol. 103, pp. 161-173, 2001.

[9] C. Labat et J. Idier, «Extended convergence properties
of preconditioned conjugate gradient methods without line
search and application to image restoration», Rapport
technique, IRCCyN, 2005.



