Module Langages Formels
TD 3 : Langages Rationnels

Exercice 1 Semi-linéarité

1.1. Soit ¢ : ¥ — I'* un morphisme (i.e. Vi, v € X*, ¢(uv) = ¢(u)9(v)). Montrer que, si
L € Rat(X), alors ¢(L) € Rat(T).

Un ensemble d’entiers est linéaire s'il est de la forme {c +ip,i € IN}. Un ensemble est
semi-linéaire s’il est réunion finie d’ensemb]es linéaires.

1.2. Soit L C a* un langage rationnel, montrer que {i, a' € L} est semi-linéaire.

1.3. En déduire que pour tout langage L rationnel, I'ensemble A(L) = {|w|,w € L} est
semi-linéaire.

Exercice 2 Non équivalence des Lemmes d’itération
Dans cet exercice, nous allons considérer les trois versions du Lemme de I'étoile :
1. Si L est un langage reconnu par automate fini, alors
meNVuel, |uf >n Jot,weX u=vtw, |t| >0, Vm € Not"w € L
2. Si L est un langage reconnu par automate fini, alors
meNVw=rus €L, |ul >n Jot,wel" u=ovtw, |t| >0, Vme Nrot"ws € L
3. Si L est un langage reconnu par automate fini, alors

dneNVu=rujup... u,s €L, Ju;] >131<i<j<nm VmE]Nrul...u,-,l(ui...u]-)mujﬂ...unsEL

2.1. Soit L = {w € {a,b}" | |w|, = |w|p}, montrer que L vérifie le Lemme 1 mais pas le
Lemme 2.

2.2. Soit L’ = {(ab)"(cd)" | n € N} UX*(aa + bb + cc + dd + ac + bd)L*, avec ¥ =
{a,b,c,d}. Montrer que L’ vérifie le Lemme 2 mais pas le Lemme 3.
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Exercice 3 Langages rationnels

3.1. Soit L un langage rationnel sur un alphabet X. Montrer que les langages suivants
sont rationnels.

1. CYCLE(L) = {x1x2, x1,x2 € ¥ et xpx1 € L}

INIT(L) = {x € £*, Jy € =*, xy € L}

MAX(L)y={x € L, Vy #e€,xy ¢ L}

MIN(L) = {x € L, aucun préfixe propre de x n’est dans L}
L={x,x€lL}

IL={xex*, JyeLravecxy € Letly| = |x|}
SQRT(L)={x € *, Jy € Z*avecxy € Let |y| = |x|*}
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