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Avant-propos

Larédactiorde cesnotesde coursestfortements’estfaiteavecle soucidepoussetesétudiantsaconsultelesdocuments
citésenréférences.

Cesnotesdoiventdonc étre prisesen tant que telles c’est a dire supportdesquelquesheuresdonnésen amphiet non
commedocumenteréférence.

Merci & Didier Robbegyui alu etfait améliorercertainsaspectglu documentnitial.

Dansle cadrede ce cours,Didier ROBBES encadrdes étudiantsavec moi depuis1997.
ChristianRETORE vient de nousrejoindre(2000/2001pour continuercetencadrement.

Cetteéquipepédagogiquestavotredispositionpourvotreinitiation auxoutils fondamentauxl’analysedesalgorithmes.






Intr oduction

Objectifs

Cecourss’adressaux étudiantgde la deuxiemeannéede I'lUP-MIA GE. Dansunepremiérepartie du cours,noussou-

haitonsdonnerauxfutursingénieurdes connaissancesécessairepour mesuretla compleité desalgorithmesenterme
decodtpourlesprincipalesressourceguesontle tempsd’exécutionet I'occupationmémoire.Cesmesurepermettront
aux étudiantsd’évaluerles algorithmesqu'ils écrirontet ausside pouwir les amélioreret les comparerLa compleité

leur serviraégalementle critére pour choisir entredifférentsalgorithmesselonleursbesoinset leurservironnementsle

travail.

La suitedu coursestconsacréa l'étudedesproblemed? et NP etuneintroductionala calculabilité.Cesaspectslu cours
apportentaux étudiantsles connaissancefondamentalepour cernerla compleité desproblemeset desalgorithmes
sous-jacentdesnotionsdedécidabilitéet de calculabilité.

Prérequis

Premiereannéedel'lUP-MIA GE - Bonneconnaissancdel'algorithmique






Chapitre 1

Algorithmes et complexité

1.1 Complexité desalgorithmes

Essaide définition d’un algorithme

— Un algorithmeestuneméthodederésolutiond’un probléme(ou d’'une classede problémes)ou bien

— c'estladescriptioriogiqueetchronologiqual’unesuited’opérationgpermettant’obtenirunrésultatbienspécifiésous
I'hypothésede conditionsinitiales déterminéesyu bien

— c’estle modeéleabstraitd’un programmeconcret.

La notionde compleité desalgorithmesestutilisée pour préciser’idée selonlaquelleun algorithmeestcaractérisar
uncodt

Le colt d'un algorithmese mesue essentiellemenpar rapporta l'utilisation desdeuxressourcesgjue sontle tempset
'espacemémoie.

On parlealorsdecompleité tempoelle d’un algorithmepourindiquerla mesuredela duréed’exécutionet decompleité
spatialed’un algorithmepourindiquerle volumed’'espace-mémoirgu’il exige.

La compleité d’'un algorithmeestdoncla doublemesuredestempset espace-mémoirgu’il exige poursaréalisation.

Pourrésoudreun probléme(donnépar un cahierde chages)plusieursalgorithmessontsouwent candidatgi.e. ervisa-
geables)Lesexemplesclassiquesontnombreux

— problemedletri ; algorithmescandidats bulles,insertion,extraction,fusion, rapide etc
— probléemesderecherche algorithmescandidats explorationséquentiellerecherchalichotomiquegtc

Un choix d’algorithmesestdoncnécessairpourla résolutionde probléemesCe choix esttréssouwentbasésurles codts
desalgorithmes.On choisiral’algorithme le moinscodteuxque les autresdansles conditionsde réalisationsegalesll
peutarriverdescasoule coltn’estpasle criterede choix, d’autrescritérestesquela lisibilité, la facilité demaintenance,
peuwentétreutilisés.

1.2 Choix entre deux algorithmes

Onveuttrier lesélémentsd’un tableautab den élémentgde 1. .n). Soitl'algorithmedetri suivant:

Algo slowsort(tab : Tableau[1l..n] )
Debut
pour r <-- 1 a n-1
faire
pour j <-- r+l an
faire
si tab[j] < tabl[r]
alors
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permuter (tab, j, r)
finsi
finpour
finpour
Fin
(Idéedel'algorithme : on gardechaquefois le plus petit élémenta gauche)Quel estle coltde cetalgorithmepourle tri
dennombre®

On peutétudierplusieus mesuesde colt; considéonsl’unité decoltcommedtantunecomparisonde deuxnombes;
combien’’algorithme fait-il decompaaisonsdeuxa deux?

Réponse

Nousvoyonsqu'il fait unecomparaisompourchaquevaleurde j soit (r+1, r+2, r+3, ... n) danslaboucleinterne.
Le nombretotal decomparaisongst:

n-1 n

2,2,

r=1j=r+1

n-1

= r;(n— r

= (n—1)n/2

2

n“—n

2

Nousavonsun nombrede comparaisongui estentermeden?.

Il existe un algorithme(trirapide ou quicksort) qui effectueau maximumcn? comparaisonsnais en moyenne
O(nlogn).

Dansla pratique remplace®(n?) enunemoyennede O(nlogn) estappréciable.

Exemple

Une compagnied’assurancevoulant répertorierses5000000de clients ressentiraavantageusemena différenceentre
n? = 2500000000000comparaisonstnlogn = 77.124.740comparaisonglmaginerle casd’un ordinateursurlequel
la comparaisomprend10 microsecondes).

Un utilisateurchoisitun algorithmeparmiplusieursconcurrent&n connaissanies complexitéstemporelleet spatialede
chacuretenfonctiondesressourcedontil dispose.

1.3 Complexité pratique et complexitéthéorique

Il estimportantde distinguerla compleité pratique qui estune mesue précisedestempsde calcul et destailles de
mémoirepourun modélede machinebiendéfini, dela complité théoriquequi donnedesordresde grandeurdesco(ts,
defaconplusindépendantéesconditionspratiquesde'exécutiondel'algorithme.

Illustration

Soit a écrireun programmetrouvant pour tout entiern > 1, sonplus granddiviseurautrequelui méme(le résultatest
doncl sin estpremier).
Le programmesuivant(versionA) fait le travail :
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procedureplusgrand ( n: Entier): Entier
variablei : Entier
Dehut
i—n-1
Tanquen modi # O faire
(* le + granddiviseurden estinférieurou égalai *)
i—i—-1
Finfaire
plusgrandiv « i
Fin
(* i estinitialisé a n-1 et estdécrémentdle 1 a chaquetour de boucle,on estsdr quela boucleseterminerapuisque
nmodl = 0 siauparaant,aucunevaleurdei nesatishitn modi = 0%)

Une autreméthodepossibleestfondéesurla remarqueguele résultatcherchéestn/i, oui estle plus petitdiviseurden
supérieura 1. Si n estpremier ce "plus petit diviseur" estégala n; maissi n n’estpaspremier son"plus petit diviseur"
estnécessairemembmprisentre2 et /n.

On peutdoncécrireuneautreversion(B) du programme

procedureplusgrand ( n: Entier): Entier
variablei : Entier
Dehut
i« 2
Tantque(i < /n) e (nmodi # 0) faire
(* le + petitdiviseurden estsupérieua 1 *)
i —i+1
Finfaire
plusgrandiv < (sinmodi = Oalors{ sinon1)
Fin

Pourcomparete “tempsd’exécutiorf’ desversionsA et B, on peutremarquequ’ellesontl’'une etl'autre la forme:

11

Tantque C Faire

12

Finfaire

13
Soientts, tp, t3 lestempsd’exécutionrespectifsdesinstructionsl 1, 12, 13. Supposongjuela boucletantque estre-
présentéen machinede faconhabituellea I'aide d’un branchementonditionnelet d’'un branchemeninconditionnel,
demandantespectiementestempst. ett;. Le tempsd’exécutiondel’'une ou I'autre desdeuxversionsestdonc:
t =t +t3 + m(tc + t2 + tj) + tc oumestle nombred’exécutiondela boucle.

Le tempsd’exécutionadonclaforme:t = P + mQou P et Q sontdesconstante¢différentepourlesdeuxversions).
Dansla versionA du programmele nombremaximald’exécutiondela boucleest: my = n — 2.

Dansla versionB, parcontre,la boucleestexécutéeauplusmg = [/n] — 2 fois.

(Rappel: six estunréelalors
| x| désignda partieentieredexi.e.l'entierntelquen < x < n+1
[X] désignd’entiern’ telquen’ —1 < x < n).

La compleité temporellemaximaledela versionA estdonc: a+ bnoua etb sontdesconstantes

La compleité temporellemaximaledela versionB esta’ + b'\/n oua etb’ sontd’autresconstantes.

Détaillerla complexité pratiguedesdeuxversionsconduiraita calculerlesconstantes, b, a, b/ propresa unemachine
donnéegt dépendantiestempsd’exécutionsdesinstructionsde base.
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La comparaisordescompleités théoriqguesestbeaucouplus intéressantel.orsquen estgrand,c’estle termepropor
tionnelan qui'emporteenA, celuiqui estproportionnek /n enB.

Pourn de l'ordre de 10', la bouclede la versionA prendraitun tempsprohibitif surles machinesactuellesdansle cas
oun estpremier); celuidela versionB seraitexécutéeauplusdel’ordre de 100000fois, ce qui estréalisableOndiraque
lescompleitéstemporellesnaximalesde A et B sontrespectiement O(n) et O(,/n) ou O signifie"del'ordre de".



Chapitre 2

Calcul de codltstheorique et pratique

2.1 Tempsd’exécution- Taille desdonnées

2.1.1 Tempsd’exécutionthéorique et pratique

Considéronsin algorithmecommeunedémarcheale résolutiond’'un probléeme Etantdonnéun algorithmeA congupour
résoudraun probléemeP donné pnpeutconstruireun programmePgl commeétantunereprésentatiode A dande modéle
decalculinduit parle langagede programmationutilisé (C, Fortran,Pascal,Coboal, .. .).

Pgl estexécutablesurun ordinateurenfournissanies donnéesiécessairea P. Ce n’'estpasle casdel'algorithme, qui
lui n'estpasexécutable Cetteexécutionva prendredu tempsqui dépenddesfacteurgelsque:

— lesdonnéesle P spécialemenfiourniespourl’exécution,

— la qualitédu codeobjetengendréparle compilateurdu langageutilisé pourle programme,
— la natureetla rapiditédesinstructionsdisponiblesdansle répertoiredel'ordinateur,

— l'efficacitédel'algorithmeA,

— la qualitédu programmeécrit parle programmeur

Remarquonsjuedanscettesuitedefacteursjl y enabeaucoumui ont un caractéresubjectif(donnéespécifiquesma-
chineparticuliere habiletédu programmeur).

Unecomparaisofvaséesurcesfacteurseraitdoncbiaisée On estdonctentédeconsidérenonplusle programmetemps
d’exécution)maisl’algorithme A & partir duquelle programmeestconstruit.

De cettemaniereon esta mémede comparembjectvementdeuxalgorithmesou mieux, trouver un algorithmeoptimal
dansla classede ceuxqui résohentun mémeprobléme.On utiliseraalorsla complexité théoriquequi permetalorsde
considéreunemesurequi rendcomptede la qualitéintrinseéquedesalgorithmesjndépendemmerndesdétailsd'implan-
tationqui interviennentuxdansla complexité pratique.

Noussommesamenéglansla suitea parlerdu tempsd’exécutionen termesde coltsthéorique(sur les algorithmes)et
pratique(surlesprogrammes).

2.1.2 Tempsd'exécution enfonction de la taille desdonnées

Soit un algorithmeA; il existe presquetoujoursun parametresoit n, caractérisanta taille desdonnéesauxquellesA
s’appliquedanschaquecasconsidéré si par exempleA estun algorithmedetri, n estpeutétrele nombrede données
trier.

SoitT (n) le tempsd’exécutiondel'algorithme A, expriméenfonctionden. Soit f unecertainefonctionconnue ondira

queA estde compleité théoriqueO(f(n)) sile rapport% estbornélorsquen tendvers+co (c’estenparticulierle cas

si % tendversuneconstante, c’'estadire, entermesmathématiquesi T estéquivalenta kf).

13
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Par exemple,un algorithmepourraétre de la complexité théoriqueO(n), O(n?), O(2"), O(nlogn) (sansqu’il ne soit
nécessairele précisefa basedeslogarithmes)etc.

Si uneopérations’effectueenun tempsfixe ne dépendanpasdela taille du probléeme on dira qu’elle estde complexité
0o(1).

Généralisation

Un algorithmepeutétrevu commeétantcomposéle plusieurssous-algorithmed.’'expressiordela compleité peutalors
étreenfonctiondela taille desdonnéesiesdifférentssous-algorithmeOn aainsidescompleitésdela forme O(n x m)
ou (m+n), ... sinetmsontlesparameétregtaillesdesdonnées).

Illustration

Onveutsavoir si un ensemblale m élémentsestinclu dansun autreensemblale n éléments.

Dansla pratique Je tempsd’exécutiond’un algorithmedépenchonseulementlela taille del'ensembledesdonnéesmais
aussideleursvaleursprécises parexemple le tempsd’exécutiondecertainsalgorithmegletri estconsidérablememtécru
si cesdonnéesontpartiellementriéesal’origine (alorsqued’autresalgorithmegetri sontinsensiblesi cettepropriété).

Pourtenir comptede cefait, tout enconserantun mayend’analyseles algorithmesndépendammerte leursdonnées,
on utilise uneapprochexpérimentaleou on distingue:

— lacompleité maximale oucompleité du casle plusdéfavoable, qui estla complexité dela fonction Trmax, 0U Tmax(n)
estle tempsd’exécutiondel'algorithmelorsquel’on choisitlesn donnéeentrainant’exécutionla pluslongue.C’est
cetteconsidératiomuenousavionsfaite pourlesdeuxversionsdu programme'plus granddiviseur".

— la compleité moyennequi estcelledela fonctionTmey, tempsmaoyend’exécutiondel’algorithmeappliquéan données
quelconquesll corvient de noter que Tmey(N) N'a de sensquesi I'on peutfaire deshypothéseprobabilistessur la
répartitiondesdonnéesce qui estloin d’étretoujoursle cas.

— la compl&ité minimale, ou compleité du cas le plus favorable, c’estle casou on choisit les donnéesentrainant
I'exécutionla pluscourte.

Cesnotionss’étendensansdifficulté a la mesuredu coltd’un algorithmeen espacanémoire: on parle de compleité
spatialeminimale,maximaleou moyenne.

Cetteapprochehéoriquedela notionde complexité, ainsiprésentéepeutprésentedesaspectsritiquablesparcequ’elle
négligelesconstantedeproportionnalitgoourneretenirquelescomportementasymptotiquesPar exemplelesfonctions

n2, 10°n2, 1002 + 10”°n+ 10°9, %5 + logn seronttoutesconsidéréesommeétantO(n?).

De fait, unefonction de complexité O(2") peutétreinférieurea unefonctionde complexité O(n?) pourtouteslesvaleurs
pratiguementonsidérées.

Cependantetteapprocherésentaelesaspectgjui la justifient[AA89] :
— Soientng, N1, Ny, n3 lestaillesmaximalesdesprobléemegjuepermettentespectiementde traiter quatrealgorithmes
A, B, C, D decompleité théoriqueO(2"), O(n?), O(n), O(logn).
Supposongu’un constructeuX proposeunenouwelle machinemille fois plusrapidequela précédenteOn peuttraiter
alorsdesproblemedletaille plusimportante:
np =no + 10avecA
n; =32n; avecB
n, =100, avecC
ny =n3%avecD
Contrairemené ce quel’on pourraitpenserles progrésde la technologierendentplusimportanteencorela recherche
d’algorithmesefficacesdu point de vue de la complexité théoriqgue Quanta la complexité pratique les coeficientsy
intervenantdeviennentau contrairemoinsimportants.
— Concrétement| estdifficile dedonnerdesrésultatprécissurla compleité pratiqued’un algorithmesande lier aune
représentatiopourunemachineparticuliére.
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2.2 Calcul pratigue dela complexité: tempsd’exécution

Considéronsle nouveau(indépendammertu modélede calcul choisi) unefonction Ta(n) qui exprime enfonctiondela
taille n le maximumd'un certainco(tpourun algorithmeA donné La taille n dépendenprincipedu codagedesdonnées
enentréeetle coltdépenddesopérationeffectuéeslansl’algorithme.

Formellementla taille de la donnéeestla longueurde la chainede caracteregen binaire) qui les code.Cependant,
dansla pratique,le codagebinaire donneune chainedont la longueurest proportionnellea un parameétreplus simple,
qui estsouentfacilementreconnaissablet unanimemenacceptéPar akus de langage c’est ce dernierparameétregui
représenterka taille dela donnée.

Quelquesexemplesde tailles

En considérantdesprobléemegourlesquelson écrit desalgorithmesona:

problemesle polynébmes : le degré (ou le nombredescoeficients)

probléemesle matricesmx n : le maximum,ou la sommeou le produitdem etn,
problemesiegraphes : nombrede sommetou d’arrétespu la sommedesdeux,
problémegietri : nombred’élémentstrier
problémesi’analysesyntaxique : longueurdu mot

2.2.1 Lesopérationsdont dépendle colt

C’estle conceptde classed’algorithmes(pourrésoudraun probléme)qui meten évidencdesopérations chaqueclasse
estcaractériséparun ensemblel’opérationgitesfondamentalegui y sontutilisées.

Exemplesd’opérations fondamentales

comparaison problémegierecherchel’un élémentdansuneliste

comparaisoret déplacement problémedetri d’'uneliste

additionet multiplication problemesle multiplicationde matrices
Remarque

Lesopérationdondamentalesontdifférentesdesopérationslémentairesjui elles,sontliéesa un modede calcul (par
exempleMachinede Turing, Machinearegistres).

2.2.2 Hypothésedu colt uniforme

Avecl'hypothésede coltuniforme toute opérationélémentairgorendun tempsconstantdeI'ordre de O(1)) ; le temps
d’'une opérationfondamentaleest proportionnelleaux coltsdesopérationsélémentairesgjui la composentet prendlui
aussiun tempsconstan{del'ordre de O(1)).

Dansla pratique'’hypothésedecoltuniformen’estacceptableuesitouslesnombregencontrégucoursdel’exécution
du programmepeuentétrecodésurun mémenombrede bits, donchornés.

Enconsidérantesmodalitégourlataille, lesopérationstleur colt,la complexité d'un algorithmeA estproportionnelle
aunombremaximumd’opérationsfondamentalesffectuéesaucoursde sonexécution.
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2.2.3 Principalesreglesde comptabilisation desopérationsfondamentales
Nous ne considéronsci quele casdesprogrammeséquentielsUn programmeséquentieb une structurequi meten

évidenceune méthodeinductive de dénombrementlesopérationseffectuées Cette structuredépenddes structuresde
contrbleutilisées.

La séquence

On cumulelestempsd’exécutionde chacunedesactionsde la séquenceSoit uneséquencé de n actionsay; ag; ...; an.
Le colit(outempsd’exécution)dela séquenc&est:

n
i=
Ty, représentée coltdesactionsa;.

La conditionnelle

Soitla conditionnelle
si C
alors T_1

sinon T_2
finsi

Le tempsd’exécutiondela conditionnelleavec T, éventuellementide est:

Colts; = colt(C) + Max{colt(T1),colt(T2)}

L’itération

Soitl'itération :
tantque C
faire

T
finfaire

Le tempsd’exécutiondela bouclesecalculedela fagconsuivante:
Coltrartque = Mxcolt(C) + mxcolt(T) + colt(nonC)

ou m estle nombrede passagelansle corpsdela boucletantque.

L'appel de procédure

L'appel de procéduresstdécomposéselonle modelede machineconsidérégen plusieursopérationglémentairesOn a
doncun coltuniformequi prenduntempsO(1) c’esta dire majoréparuneconstante.

2.2.4 Taille desdonnéeset formedesdonnées

Le coltd’un algorithmeenfonctiondesdonnéegju’il a enentréenefournit pasuneappréciatiorexacte; eneffet, selon
les donnéede mémealgorithmepeutprésentedescoltsproportionnelsala valeur(la forme) desdonnéesC’estle cas
parexemplelorsqu’ontrie uneliste d’élémentgartiellementriés.

La compleité maximale(pire descas),peutétrepriseencombinanta taille desdonnéestlesvaleursdesdonnées.



2.3. TEMPSD’EXECUTION EN FONCTIONDE LA FORMEDESDONNEES 17
2.3 Tempsd'exécution enfonction de la forme desdonnées

Le tempsd’exécutiond’un algorithmedépendhonseulementela taille desdonnéesnaisaussidela formedesdonnées.
Onvadistinguer enfonctiondela formedesdonnéese pire descas le meilleurdescasetla moyenne

PourcertainsalgorithmesJe tempsd’exécutionne dépendjuede la taille desdonnéegmultiplicationde matrices,opé-
rationssurlesnombres, . .) ; maisdansla pratiqueon trouve souventquela compleité varie aussi,pourunetaille fixée
desdonnéesenfonctiondesdonnéeslles-mémes.

Plusieurgjuantitésaractériserie comportemend’un algorithmesurl’ensembleD,, desdonnéesletaille n. Soitcodta(d)
la compleité entempsdel’algorithme A surla donnéed (calculéeselonles principalesréglesde comptabilisation)

— Compl«ité dansle meilleur descas
Mina(n) = min{colta(d) |d € Dn}

— Compleité dansle pir e descas
Maxa(n) = maxcolta(d) |d € Dn}
— Compleité enmoyenne
Moya(n) = 5 p(d).colta(d)
d € Dy
ou p(d) estla probabilitéd’avoir d enentréedel’algorithme.
La compleité dansle pire descas donneune bornesupérieuredu tempsd’exécution; elle estutile pour donnerune
estimationdela taille maximaledesdonnéegjui pourrontétretraitéespar’algorithme.

La compleité dansle meilleurdescasestla borneinférieuredu tempsd’exécution.

Dansla pratiquelescasextrémauxnesontpasfréquentetonaimeraitsavoir le comportemen¢ngénérall’'un algorithme,
d’'ou la nécessitéle la complexité en mayenne.Si touteslesdonnéesonéquipobablesalorsla complexité en moyenne
s’exprimepar:

1 -
Moya(n) = ool > colta(d)
d € Dy

Mais engénéralesdonnéesi’ont pastoutesesmémesprobabilitésLa définitiondela complexité enmoyennenécessite
donclintroduction d’un modeéleprobabilistelié auprobléme.

Souwenton peutpartitionnen’ensembleD,, enregroupaniesdonnéesletaille n demémecodltet on évaluela probabilité
p(Dnk) dechaqueclasseDy dela partition.La compleité enmoyennedevientalors:

Moya(n) = >  p(Dnk).colta(Dn)
Dnk € Dn

ou colita (D k) représentée coltd'unedonnéequelconquele Dy, k.

Exemple

On veut déterminera compleité en nombrede comparaisonsle I'algorithme de rechercheséquentielled’'un élément
dansuneliste L.

Conclusion

Le coltd'un algorithmeenfonctiondesressourcegtempset mémoire)estun critéreimportantpourcompareidesalgo-
rithmesenvued’un choix pourun problemedonné Le coltn’estpasle seulcritéreutilisé dansla pratique,l nefautpas
perdredevuelescritéresde simplicité pourla compréhensiortla miseau point.
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Le coltthéoriqued’un algorithmepermetde mesurewun algorithmeindépendemmertde tout criterematériel.

Le coltpratiqueestlié aux caractéristiqued’'une machinedonnée Ce colitne peutétrecomparéqu’avecd’autrescolts
effectuésdanslesmémesconditions.

2.4 Méthode derecherched’algorithmes efficaces

Un algorithmeefficaceestun algorithmeayantdescompleités spatialeet temporellefaibles.

Dansla pratiqueil estdifficile d’obtenir desalgorithmesefficaces,ony arrive souvent au prix d’un compromisentre
I'espaceetle temps.

Cependant] existedesprincipesgénérauypourguiderla recherchealetelsalgorithmes.

2.4.1 Diviser pour regner (Divide and conquer)

L'idée essentielleconsistea décomposeun problémede taille n soit enk problemede tailles my, mp, ms, ... m telles
quemy + mp + mg + ... + mg < nsoitenuneopérationd’'une certainecomplexité O(n) ou O(1) parexempleeten
un problemedetaillem < k.

C’estl'idée qui estutilisée dansla récursion: paramétragerésolutiondu castrivial, traitementdu casgénéral(en le
ramenant un cassimple). Touteslesméthodesletri découlente cetteidée.

2.4.2 Equilibrage

La division ensous-problémese donnepastoujoursde bonsrésultatssurle plandela compleité théorique.

Exemple

Soituneméthodaamenantin problémedetaille n aun problémedetaille n— 1, moyennantdesopérationgle complexité
o(n).

SoitT(n) la complexité temporelledeI'algorithme.

Onapardéfinition:

T(n) < cn + T(n—1) ol estuneconstante.

Endéwloppant

T(n) <cn+cin—=1) + c(n—2) + ... + ¢ +T(0)

n(n+1)
2

T(n) <c + T(0)

donc

T(n) € O(r?).

Soitmaintenantineméthodepermettantierameneiun problémedetaille n & deuxopérationgle compleité O(n).
La complexité temporelleT’ (n) sera:

T/(n) < en+ 2T( )
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donc

T() < en+ 20| S| +4e| 5| + ..+ 2"B0T()
c'estadire

T'(n) <cn+ cn+cn+ ...+ nT'(1)

[logh|termes

donc
T'(n) € O(nlogn)

Cettedeuxiemeaméthodeestdoncbien meilleurequela premiére.
Enconclusionjl nesufiit pasde décompose(diviser) pourobtenirdesalgorithmesjl fautaussiéquilibrerlesmorceaux

résultanidela division.
Exemple

La recherchalichotomiqueestun exempledirectde ce principe.
Il peutarriverdescasou I'optimum précisestatteintpourun découpag@on équilibré.

2.4.3 Lescompromis espace-temps

En programmationon estsouwentobligé de choisirentreuneaméliorationde la complexité spatialeet uneamélioration
dela compleité temporelle)'une sefaisantaudétrimentdel'autre.

Exemple

Supposongrois grandeurs(, Y, Z reliéesparuneéquationdelaformeX = (X, Z)

Sil'on auntréesgrandnombre(de I'ordre de millions) detriplets (X, Y, Z), on peutseposerle problemede savoir s'il
fautconserertouslestriplets,ou seulementesdoublets)Y, Z), lesX correspondantstantrecalculéparX = (Y, Z)
aubesoin.






Chapitre 3

Outils mathematiques

3.1 Estimation asymptotique- Ordr e de grandeur

Danslesproblemesl’évaluation,on utilise souxentdesfonctionsde dénombrementJnefonctionde dénombremeneut
parfoisétretrescompliquée Or uneestimationde I'ordre de grandeurasymptotiquede la fonctionfournit sufisamment
d’'informations.On va doncseservirde I'estimationde I'ordre de grandeurplutét quede la fonction de dénombrement
précise.

ConsidéronsiniguementesfonctionsdeIN — IR, ellessontinterprétéesommedesfonctionsde dénombrement.

Définition

Ondit qu'unefonction f : IN — IRtendversa lorsquen tendverslinfini lorsque:
Vu,3Ingtelquen > ng = | f(n) —a|< v

Définition
Ondit quef tendversl'infini quandn tendversl'infini lorsque:
VK, Ingtelquen > ng = | f(n)| > K

Lesexpressionsuiantessontsynorymes:

n — oo,

pour n assegyrand, ou

n auvoisinggede l’infini
Le fait qu’'unefonction f tendeversunelimite finie ouinfinie quandn tendversl’infini neconstitugpasunrenseignement
précis(intéressant)Pouravoir plusd’informationsutiles,on comparef avecdesfonctionsdontconnaitle comportement
auvoisinagedel'infini.

Soitg unefonctionpositive qui ne s’annulepasauvoisinagedel'infini :
Définition

Ondit que f estasymptotiquementégligeabledevantg eton écrit f = o(g) ou f(n) = o(g(n)) (on
prononcé'petit o deg"), lorsquele rapporté tendversO quandn — o

Définition
Ondit quef estasymptotiquemeréquivalenteag etn écritf = g, Iorsqueé tendversl quandn — oo.

21
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Définition
On dit que f estasymptotiquementlominéepar g et on écrit f = O(g) ou f(n) = O(g(n)) (on

prononcef égale"grandO de g") lorsqu’il existe uneconstantec > 0 telle que,pourn assezyrand,on a
| f(n) | = c.g(n)

Définition

Ondit quef estasymptotiquemertumémeordredegrandeuqueg etonécritf = ©(g) ou f(n) = ©(g(n))
(onprononcef égalethetadeg) lorsquef = O(g) etg = O(f).

Remarque

Il fautgarderal'esprit que,la fonctiong étantdonnéep(g), O(g), ©(g) représenterdesclasseslefonctionssuivantes:
o(g) = {f | fed asyniotiguemennegligeabledevart g}
O(g) = {f | f e asynptotiguemendomineepar G}

O(g) = {f | f = O(g)etg = O(f)}

Danscecadrel’écriture f = O(g) signifief € O(g).
(sinonon auraitdesabsurditégellesque:

n4+n = 0O(n?)

2 _ 2
o2 — O(nz)}:> 4+ TG

3.1.1 Echellede comparaison

Ondit qu'unefonction f est:

— bornéeou constantesi f = O(1)

— logarithmiquesi f = O(logn)

— linéairesi f = O(n)

— quadmtiquesi f = O(n?)

— exponentielles’il existeuneconstante > Otellequef = O(c").

Remarque Lorsquef = O(g) oumieuxencoref = 6(g) ondit queg estunordredegrandeude f.

3.1.2 Séries

L X x0T

on-1yi
=3ioX

il 1
271
& 1-x
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3.1.3 Divers

— Matrices
Exemple

(3

Le ijememineurd’une matriceA detaille n x n, pourn > 1 estla matriceA;;;, detaille (n—1) x (n— 1) obtenueen
supprimanta iémeligne etla jémecolonnede A.
Le déterminant il estdéfinirécursvementenfonctiondesmineursdela matrice.

det(A) — a1 sin =1
- alldet(A[ll}) — aodet (A[lz]) +...+ (—1)“a[ln}det(A[ln}) sin > 1

Leterme(—1)"*idet(A;j)) s'appellele cofacteur del'élémenta;;.

— Nombred'inversionsd’une permutation
Le nombred’inversiond nv(g) d’une permutationo représentéparun tableaut estle nombrede couplesd’éléments
(j,i) telsquej < i ett[j] > t]i]

— Approximationde Stirling

n = \/ﬁ(g”(ne(%))

e estla basedulogarithmenaturel(inn = logen).






Chapitre 4

Problemes- Calculabilité

4.1 Motivations

Nousdonnonsci quelquesudimentdela NP-complétudeourintroduireetsensibiliseauxproblémesparticuliersqu’un
informaticienpeutétreamenemrésoudre.
Cesrudimentsdela NP-complétudsontindispensablepourla bonneconceptiordesalgorithmes.

En effet il y a desproblémespourlesquels| n’existe pasd’algorithmesefficaces(pour les résoudre)Lorsqu’onarrive
aidentifier ou a dire, facea un cahierde chages,qu’on setrouve confrontéa de tels casde problemesijl estinutile de
cherchewn algorithmeefficace.La seuleissueestderecourird un algorithmed’approximation.

De plus, certainsproblemeséelssemblentn’étre pasplus difficiles que la recherchedansun grapheou le tri maisen
réalité, ils sont NP-completsou de la classedes NP-completsle concepteurqui n'est pasfamilier a cette classede
problémesourtalorsle risquede pertedetempsconsidérable.

4.2 Algorithmes efficaces

Il existe unehiérarchiedesfonctionsliéesaleur rapiditédecroissance.

Une fonction exponentiellecroit beaucougplus vite que n’importe quellefonction polynomiale.Un algorithmedontla
compleité croitexponentiellemenévecla taille desdonnéesl’entréen’est pasutilisabledansla pratique.

4.2.1 Deéfinition

Un algorithmeestdit polynomialsi sacompleité estO(nP) pourun certainentier p. Les algorithmespolynomiauxsont
dits eficacesou rapides

L' efficacitédansce cadreestun concepfpuremenimathématique.

4.2.2 Exemples

L’algorithme de multiplication de matrices(nxn) a un codt de n® pour desdonnéegle taille n. C’est une complexité
polynomiale L'algorithmeestefficace.

L'algorithmed’énumératiordespartiesd’'un ensemblalen élémenta un codtde (2") pourdesdonnéesletaille n. C'est
d'unecompleité exponentielle L'algorithmen’estpasefficace.

25
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4.3 Décidablesetindécidables

Lestravaux en Logique Mathématiqueont mis en évidenceune partition de I'ensembledesproblemesn deuxclasses.
La classedesproblemespourlesquelson ne trouverajamaisd’algorithmesde résolution,ils sontdits indécidablest la
classedesproblémegpourlesquelsl existe unesolutionalgorithmique cesproblémessontdits décidables

Lorsqu’ondécidederésoudraun problemeparl’algorithmique,on prenddoncle risque:

— denetrouver qu’unesolutionalgorithmiqueinefficace,
— denepastrouver desolutionalgorithmique.

Dansles deuxcas,la questionfondamentaleestde savoir si celaestdd a la naturedu problémeou aux connaissances
(relatvementlimitées)dela personnejui cherchea résoudrde probleme.

Il estalorsimportantde vouloir répondrea la question: "Existe-t-il desproblemesyui n'ont pasde solution algorith-
mique?"

Pourrépondrea unetelle question,uneformalisationou a défaut une formulation précisede la notion de problémeest
nécessaire.

4.4 Problemeset Langages

4.4.1 Probléemes

On définit un probleme(abstrait)Q commeunerelationbinaire sur un ensemblel d’instancesd’un problémeet un en-
sembles$ desolutionsd’un probléme.

Q: I <S8

Certainsaspectslelathéoriedeslangagepermettent’illustrer simplementiespropriétéslesproblemesNousrappelons
brievementdansla suitequelquegiéfinitions(simplifiées)surleslangages.

4.4.2 Formalisation desproblemes

Si un problémedoit étre résolupar un programme(ou une procédureeffective), il faut quelesinstancesdu probleme
soientreprésentéggar unefonctionaccessiblé ceprogramme.

Par exemplesi c’est un programmePASCAL , alorsl'instancedu probléme(les donnéessur lesquellese programme
opérerayevraétrereprésentéparunecollectiond’entiers,de chainesle caracteres,..

Doncil fautunalphabetjui permettede construirdesmotsqui représenteritinstancedu probléemeL’ensembledesmots
ainsidéfinisformeunlangage Ondit qu’un problémeestcaractérisparle langagedesencodagesde sesinstanceosi-
tives(ou instancesui). La résolutiond’un problémeestalorscomparablei la reconnaissancdu langage desinstances
positivesdu probléme.

Les problemespour lesquelsil existe une solutionalgorithmique,doncun traitementpar ordinateuy se répartissenen
deuxclasses

— Lesproblémedde décision lls sontmodéliségarla notionde langage déterminersi un mot appartieniou nonaun
langage.

— Les problémedde calcul conduisanta un résultatqui estune valeur (numériqueou non). lls sontmodéliséspar une
fonctiondetransformatiordesmotsd’un alphabet’entréeendesmotsd’un autrealphabetle sortie.
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4.4.3 Probléemesde décision

Définitions
Un problemededécisionestuneclassed’énoncésauxquelson doit répondreparoui ou parnon.
Chaquegnoncéestappeléuneinstancedu problémedontla réponseappartienti'ensemble{oui, non}.

Donneruneréponsepositive a un problémede décisionconsistea exhiberun algorithmepourle résoudre.

Donneruneréponsenégatve a un problémede décisionconsistea prouver qu'il n’existe pasd’algorithmepourle ré-
soudre (Unetachesouentdifficile).

Un énoncéd’un problémede décisionseformule souventsousla formed’une question.

Exemple

— Etantdonnéun entiern, existe-t-il deuxentiersp etq inférieursan telsquen= pxq?
(si oui n estdit composé).
— Soientun grapheG etunentierk, G admet-ilun cycle delongueur> k ?
— SoientP et P’ deuxprogrammesP et P’ sont-ilséquivalents?
— SoitungrapheG, G peut-il étrecolorié avec5 couleurs(sansnceudvoisinsde mémecouleur)?

Généralemerbn décritun problémede décisionsousla forme d’une descriptiongénériqued’objets(de valeursfixéesou
non)etd’'unequestion.

Exemple

COMP Instance unentiern
Question: n est-ilcomposé&

COMP estle nom (généralemertonnu)du probléme.

Puisquetout problémede décisionpeut recevoir une réponseoui ou non, on comprendaisémenta modélisationqui
consistea le pensercommela questionde savoir si un mot donnée(codageen entrée)appartientou non a un certain
langageceluireprésentaria totalité desmotspourlesquelda réponseestoui.

Touslesproblemesiesontpasdesproblemegledécisionmaisbeaucoumleprobléemegpeuentserameneraun probléeme
dedécisionou a un probléemed’optimisation.

Quelestle nombreminimumde couleursaveclesquelleon peutcolorierun grapheG ?
(appelénombrechromatique)

De facongénéraleorsqu’ontrouve unesolutionrapide pour un problémede décision,on arrive avec un peud’effort &
trouver unesolutionauproblémed’optimisationcorrespondant.

Dansles problemegde décision,on s'intéressesurtouta la vérification Dire qu'uneinstancel d’'un problémeadmetla
réponseoui équivauta affirmer quela proposition"l possédainecertainepropriétéL” estvraie (doncil enexiste une
preue convaincante).

L'existenceetla naturedela preuwe nereléventpasforcémenid’une procédureefficace.L'importantc’estquela vérifica-
tiondela correctiondecettepreuvevis avis delaréponseui puisseétreentreprisefficacemensurle planalgorithmique.

Mathématiguementetteperceptiors’apparenté la différenciationdesdeuxactvités suivantes
— Prouverunthéoréeme.
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— Veérifier unepreuve d’'un théoréme.

4.4.4 Probléemesde calcul

Nousne déweloppongascettepartiedanscesnotesde cours.
Le lecteurintéresséeutconsultedesfonctionscalculablesLes ouvragesuivantstraitentdu sujet: [Wol93],[RLC90].

4.4.5 Reéductibilité

Lorsqu’onsetrouve facea un problémeou a un cahierde chages,unefagonnaturellede réagirconsistea seramener
un problémeconnuetdéjarésolu.

PlusgénéralemensoientP et P’ deuxproblémesdle décision.On dit queP’ estrapidementéductibleenP sil'on peut
corvertir, enun tempspolynomial,touteinstancel’ de P’ enuneinstancd deP, detelle sortequel etl’ aientla méme
réponseoui ou non

Supposongjue nousvoulions résoudreun systémeinéaire de 100 équationsa 100 inconnuedde la forme Ax=b (ou
A estunematrice).Admettonsque nousnousprocuronsd’un logiciel et que nousnousapercgonsdésespéremeijue
le logiciel nefonctionnequesurdessystemegourlesquelda matriceA estsymétriquealorsquenotrematricenel’est pas.

Uneissuepossibleestde nousrameneg unematricesymétriqueA’ A encherchanta solutiondu systémeAT Ax= ATb.

Nousauronsainsiréduitle problemepour utiliser le logiciel. Nousaurongéduitnotreprobléemeenun problémeconnuet
résolu.

Remarque

La démarcheade réductionne changepasla naturedu probléme.ll faut doncavoir a I'esprit le fait queles problémes
indécidablese peuventpasseramenerl desproblémesiécidables.

Théoréeme

Soientdeuxproblémed? et P’ telsqueP soitréductibleenP’ :

— si P estindécidablealorsP’ I'est aussi,
— si P’ estdécidablealorsP I'est aussi.

45 Lesclassed et NP

La notiond’efficacitédesalgorithmegpermetdediviserlesproblemesiécidablegndeuxclasseslecompleité. La classe
P desprobléemegourlesquels| existe unesolutionalgorithmiquede coltpolynomialetla classedesautres.

Dansla pratique lorsqu’onrechercheour un problémeun algorithmeeffectivementutilisable,il fautd’abordidentifier
la classede compleité du probleéme.

Lesprobléemegiécidablegui appartiennend la classeP sontdits faciles
Lesproblemesiécidablesjui n'appartiennenpasa la classeP sontdits difficilesou intraitables

Bien guelesdeuxgoupedde probléemedacileset de problémedifficiles soientdistincts, il n’estpastoujourssimplede
rattachewn probléemedonnéal'un desdeuxgroupes.

En effet, il fautexhiberunalgorithmede coltpolynomialou démontref’inexistenced’un tel algorithme cettederniere
démonstratiom’estpasfacile.
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Il 'y a entreles problemesfacileset les problémedifficiles, une sériede probléemesntéressantsle par leurs proprié-
téset pourlesquelson ne connaitpasd’algorithmesefficaces.Les meilleursalgorithmesconnusactuellemenpour ces
problémesont un colt(entempsd’exécution)exponentielet personnen’a encoreréussia démontremquecesproblémes
n'appartiennenpasala classeP. EnattendantpnlesmetdansuneclassedénommééP (Nondeterministic Polynomial).

Le schémaui suit, extrait de[Xuo92] donneun apercudesprincipauxproblémes.

A
Indecidable T Equivalence de programmes
Partiellement indécidable Probleme de l'arret
Super exponentiel | Arithmeétique de Presburger

Exponentiel

S, NP

Circularité des grammaires

n3 T
Multiplication de matrice
n2 4
nlogn T Tri
logn T Recherche lexicographique

451 La classeP

Un problemededécisionestdit dela classeP s'il existeun algorithmepolynomialqui reconnaite langagedesinstances
oui. Un tel problémeestdit facile.

En d'autrestermes,un probléemede décisionappartieni la classeP s'il existe un algorithmeA et un nombrec tel que
pour toute instancel du probléme/'algorithme A donneunesolutionenun tempspolynomial(O(n®)) ot n estla taille
del'instance(parexemplele nombrede bits dela chained’entréequi représenté&instancel ).

45.2 La classeNP

Un problemededécisionQ appartieng la classeNP s'il existe unalgorithmeA tel que:

1. achaquemot du langageQ (c’esta dire a chaqueinstancel pourlaquellela réponseestoui), un certificatC(l)
estassociétel quelorsquela paire(l,C(1)) estuneentréedel’algorithme A, celuici reconnaiguel appartiengu

langageQ,
2. sil estun motqui n'appartientpasaulangageQ, il n’existeaucuncertificattel queA reconnaisse,
3. l'algorithme A s’arréteenuntempspolynomial.
NP estla classedesproblémesde décisionpour lesquelsi estaiséde vérifier quelesréponsesontcorrectesOn ne
cherchepasun moyendetrouver unesolutionmaisdevérifier qu'unesolutiondonnéeestcorrecte.

On dit aussiqueles problémedie la classeP ont dessolutionsfacilesa tr ouver alorsqueceuxde la classeNP ont des
solutionsfacilesa vérifier mémesi ellessontdifficiles atrouver.
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Considéronge problémedu coloriagede graphessommeproblémede décisionQ. Il n’estpasdansP maisdansNP.

PrenonaingrapheG coloriablepark couleurs)e certificatde G peutétreuneliste de couleursaffectéesachaquesommet
deG.

Commentavonsnousobtenucetteliste de couleurs? (ceciestun problémeardul)

Enfait, nousnenousintéressongu’ala vérification.Pourvérifier qu’un certaingrapheG estk coloriable,il sufiit d’avoir
la couleurde chaquesommettelle quele graphesoit correct.

Sionaun certificat,la vérificationdeI'algorithme estsimple. Il sufit devérifier d'abordquechaquesommeta bienune
etuneseulecouleur puisqu’on n'a pasutilisé plusdek couleurset enfinquepourtoutearétee de G lesdeuxextrémités
sontbiendedeuxcouleursdifférentes.

Le problemedu coloriageappartientdoncbienala claseNP.

Quelquesproblemesclassiques

— Levoyageurdecommerce.
Soientn pointsdu pland’uneville etunedistanceD. Existe-t-il un cheminqui passepartouteslesvilles, retourneau
pointdedépartetdontla longueurtotalen’excédepasD ?

— Le coloriagedegraphe.
Soitun grapheG etun entierk. Peut-oncolorier correctementessommetsie G aveck couleurs?

— Le bin-packing.
Soientunensembldini Sd’entierspositifs,unentierk (la"bin-capacity")etunentierN (le nombrede"bin"). Existe-t-il
unepartitionSenN sous-ensemblesu plus, telle quela sommedesentiersde chaquesous-ensemblgoit < k?
End’autrestermes peut-on"empaqueterfesentiersde SdansauplusN casesachantjuela capacitéde chaquecase
estk?

Cesproblemessontdifficiles a résoudre Considéronselui du coloriagede graphe.On peut essayetousles mayens
possiblegde colorierles sommetsde G enk couleurspour voir si camarche Si G an sommetsijl y ak" possibiltésSi
n=50etk = 10,... lescapacitéslesmachinegd’aujoudhuirestentencordimitées.

4.6 LesproblémesNP-complets

Un problémede décisionestNP-complesi :

— il estNPet

— sichaqueproblemeNP estrapidementéductibleenlui.

Les problemesNP-completssontnombreux.Ainsi, si I'on devrait trouver un algorithmede tempspolynomial pour un
certainproblemeNP-comple, on auraittrouvéparla mémeoccasiorun algorithmerapidepourtouslesproblemesNP.

Soitunecertaineinstance’ d’un problémeNP Q. PuisqueQ’ estrapidementéductibleenQ, on peuttransformen’ en
uneinstancd deQ. Onappliquealorsl'algorithmetrouvéal. Onauraainsiutilisé dudétut ala fin untempspolynomial.

Supposonsgjuel’on arrive unjour adémontreiquele problémede coloriagedegraphesstNP-compleetquel’on trouve
le jour suvantun algorithmerapidepourle résoudre.

Considéronslorsuneinstancedu "bin-packing”. Elle peutétre corvertie en uneinstancede coloriageayantla méme
réponseui ounon Utilisonsalorsl'algorithmerapidetrouvépourle coloriage Ja réponsebtenuesstaussicorrectepour
le problémeinitial.
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Réciproquemensupposonguel’on montrequ’il estimpossibledetrouverunalgorithmerapidepouruncertainprobleme
Q NP-completOn ne peutalorstrouver d’algorithmerapidepour aucundesproblémesNP-completsY, carsinon,on
pourraitrésoudrdesinstancesle Q enlesréduisaneninstancesleQ'.

Sion peutdémontrequ’il n'existe pasde méthoderapidepourtestersi un entierestpremier on auraitalorsmontréqu’il
n’existe pasde méthoderapide pour décidersi desgraphessontk—coloriables,car le premierproblemeestNP estle
deuxiemeestNP-complet

En résuméJa rapidité pour un problémeNP-completentrainea rapidité pour tousles NP; la lenteurprouvéepour un
problemeNP entrainda lenteurdetousles problemesNP-complets

QuelquespropriétésdesproblemesNP-complets

— Les problémessonttoustrés difficiles a résoudreet aucunalgorithmese terminanten un tempspolynomialn’a été
trouvépouraucund’entreeux.

— L'impossibilité detrouver desalgorithmespolynomiauxn’a pasétéprouvée.

— Cen’estpassimplementneliste de problemedifficiles. Si un algorithmerapidepouvait étretrouvé pourun d’entre
eux,il y auraitdesalgorithmesapidepourchacund’entreeux.

— Réciproquements’il pouvait étre prouve qu’aucunalgorithmen’existe pour un des probléemesNP-completsil ne
pourraity enavoir pouraucunautre.

— L'existenceou non d’algorithmespolynomiauxpour les problemesNP-completest probablementonsidérécomme
un desprincipauxprobléemesncorerésolusen Informatique.

4.7 Lesalgorithmesnon déterministes

(Voir étudenTD/TP)
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