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Avant-propos

La rédactiondecesnotesdecoursestfortements’estfaiteavecle soucidepousserlesétudiantsàconsulterlesdocuments
citésenréférences.
Cesnotesdoivent doncêtreprisesen tant quetellesc’est à dire supportdesquelquesheuresdonnésen amphiet non
commedocumentderéférence.
Merci àDidier Robbesqui a lu et fait améliorercertainsaspectsdudocumentinitial.

Dansle cadredececours,Didier ROBBES encadrelesétudiantsavecmoi depuis1997.
ChristianRETORÉ vientdenousrejoindre(2000/2001)pourcontinuercetencadrement.

Cetteéquipepédagogiqueestàvotredispositionpourvotreinitiation auxoutils fondamentauxd’analysedesalgorithmes.
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Intr oduction

Objectifs

Cecourss’adresseauxétudiantsde la deuxièmeannéedel’IUP-MIA GE.Dansunepremièrepartiedu cours,noussou-
haitonsdonnerauxfutursingénieurslesconnaissancesnécessairespourmesurerla complexité desalgorithmesenterme
decoûtpourlesprincipalesressourcesquesontle tempsd’exécutionet l’occupationmémoire.Cesmesurespermettront
aux étudiantsd’évaluerles algorithmesqu’ils écrirontet ausside pouvoir les amélioreret les comparer. La complexité
leur serviraégalementdecritèrepourchoisirentredifférentsalgorithmesselonleursbesoinset leursenvironnementsde
travail.
La suiteducoursestconsacréeà l’étudedesproblèmesPetNPetuneintroductionà la calculabilité.Cesaspectsducours
apportentaux étudiantsles connaissancesfondamentalespour cernerla complexité desproblèmeset desalgorithmes
sous-jacents,lesnotionsdedécidabilitéetdecalculabilité.

Prérequis

Premièreannéedel’IUP-MIA GE- Bonneconnaissancedel’algorithmique

7
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Chapitr e 1

Algorithmes et complexité

1.1 Complexitédesalgorithmes

Essaide définition d’un algorithme

– Un algorithmeestuneméthodederésolutiond’un problème(oud’uneclassedeproblèmes),ou bien
– c’estla descriptionlogiqueetchronologiqued’unesuited’opérationspermettantd’obtenirunrésultatbienspécifiésous

l’hypothèsedeconditionsinitialesdéterminées,oubien
– c’estle modèleabstraitd’un programmeconcret.

La notiondecomplexité desalgorithmesestutiliséepourpréciserl’idée selonlaquelleun algorithmeestcaractérisépar
un coût.

Le coût d’un algorithmesemesure essentiellementpar rapportà l’utilisation desdeuxressourcesquesont le tempset
l’espacemémoire.

Onparlealorsdecomplexité temporelled’un algorithmepourindiquerla mesuredela duréed’exécutionetdecomplexité
spatialed’un algorithmepourindiquerle volumed’espace-mémoirequ’il exige.

La complexité d’un algorithmeestdoncla doublemesuredestempsetespace-mémoirequ’il exigepoursaréalisation.

Pourrésoudreun problème(donnépar un cahierde charges)plusieursalgorithmessontsouvent candidats(i.e. envisa-
geables).Lesexemplesclassiquessontnombreux:

– problèmesdetri ; algorithmescandidats: bulles,insertion,extraction,fusion,rapide,etc
– problèmesderecherche; algorithmescandidats: explorationséquentielle,recherchedichotomique,etc

Un choix d’algorithmesestdoncnécessairepourla résolutiondeproblèmes.Cechoix esttrèssouventbasésur lescoûts
desalgorithmes.On choisiral’algorithme le moinscoûteuxqueles autresdansles conditionsde réalisationségales.Il
peutarriverdescasoù le coûtn’estpasle critèredechoix,d’autrescritèrestesquela lisibilité, la facilitédemaintenance,
peuventêtreutilisés.

1.2 Choix entredeux algorithmes

Onveuttrier lesélémentsd’un tableautab den éléments(de
�������

). Soit l’algorithmedetri suivant:���
	�����������
�
���������������������
�����! #"%$�$'&�(*)+ �������
, �-����/.�0�0/"1�1&%0�"2 ��3����
, �4���657.80�01��9:"1�;&2 ��34�����3<�����! �5
(/.7�����! '��(�������8�
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10 CHAPITRE1. ALGORITHMES ET COMPLEXITÉ
, ���4=��������������4��>?5@>A�:)2 3-&���32 3-& , �-���2 3-& , �4���B 3-&

(Idéedel’algorithme: on gardechaquefois le pluspetit élémentà gauche)Quelestle coûtdecetalgorithmepour le tri
den nombres?

Onpeutétudierplusieursmesuresdecoût; considéronsl’unité decoûtcommeétantunecomparaisondedeuxnombres;
combienl’algorithme fait-il decomparaisonsdeuxà deux?

Réponse

Nousvoyonsqu’il fait unecomparaisonpourchaquevaleurde C soit DFE%G �IH E�G%J H E%G%K HL���:�?�IM dansla boucleinterne.
Le nombretotal decomparaisonsest:

n N 1

∑
r O 1

n

∑
j O r P 1

1

Q n N 1

∑
r O 1

R
n S r T

Q R
n S 1 T nU 2

Q n2 S n
2

Nousavonsun nombredecomparaisonsqui estentermeden2.

Il existe un algorithme( V�EIW�E%X8Y�W�Z%[]\8^L_�^�W:`�acb8\�E�V ) qui effectueau maximumcn2 comparaisonsmais en moyenne
O
R
nlognT .

Dansla pratique,remplacerθ
R
n2 T enunemoyennedeO

R
nlognT estappréciable.

Exemple

Une compagnied’assurancevoulant répertorierses5000000de clients ressentiraavantageusementla différenceentre
n2 Q 25000000000000comparaisonsetnlogn Q 77d 124d 740comparaisons.(Imaginerle casd’un ordinateursurlequel
la comparaisonprend10 microsecondes).

Un utilisateurchoisitun algorithmeparmiplusieursconcurrentsenconnaissantlescomplexitéstemporelleet spatialede
chacunetenfonctiondesressourcesdontil dispose.

1.3 Complexitépratique et complexitéthéorique

Il est importantde distinguerla complexité pratique qui est une mesure précisedestempsde calcul et destailles de
mémoirepourun modèledemachinebiendéfini,dela complexité théoriquequi donnedesordresdegrandeurdescoûts,
defaçonplusindépendantedesconditionspratiquesdel’exécutiondel’algorithme.

Illustration

Soit à écrireun programmetrouvantpour tout entiern e 1, sonplus granddiviseurautrequelui même(le résultatest
donc1 si n estpremier).
Le programmesuivant(versionA) fait le travail :
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1.3. COMPLEXITÉPRATIQUE ET COMPLEXITÉTHÉORIQUE 11

procedureplusgrandiv ( n : Entier): Entier
variablei : Entier
Debut

i f n S 1
Tanquen modi gQ 0 faire

(* le + granddiviseurden estinférieurou égalà i *)
i f i S 1

Finfaire
plusgrandiv f i

Fin

(* i est initialisé à n-1 et estdécrémentéde 1 à chaquetour de boucle,on estsûr que la bouclese terminerapuisque
n mod1 Q 0 si auparavant,aucunevaleurde i nesatisfait n modi Q 0*)

Uneautreméthodepossibleestfondéesur la remarquequele résultatcherchéestnU i, où i estle pluspetit diviseurden
supérieurà 1. Si n estpremier, ce"plus petit diviseur"estégalà n ; maissi n n’estpaspremier, son"plus petit diviseur"
estnécessairementcomprisentre2 et h n.

Onpeutdoncécrireuneautreversion(B) duprogramme:

procedureplusgrandiv ( n : Entier): Entier
variablei : Entier
Debut

i f 2
Tantque

R
i ijh nT et

R
n modi gQ 0) faire

(* le + petit diviseurden estsupérieurà 1 *)
i f i k 1

Finfaire
plusgrandiv f (si n modi Q 0 alors n

i sinon1)
Fin

Pourcomparerle l l tempsd’exécutionl l desversionsA et B, on peutremarquerqu’ellesont l’une et l’autre la forme:m "����&���n
�8�/o B ��3����m�pB 3-& 2 ��3����m
q
Soientt1 r t2 r t3 les tempsd’exécutionrespectifsdesinstructionsI1r I2r I3. Supposonsquela boucle VsX � V%_�^t[ estre-
présentéeen machinede façonhabituelleà l’aide d’un branchementconditionnelet d’un branchementinconditionnel,
demandantrespectivementlestempstc et ti . Le tempsd’exécutiondel’une ou l’autredesdeuxversionsestdonc:
t Q t1 k t3 k m

R
tc k t2 k ti Tuk tc oùm estle nombred’exécutiondela boucle.

Le tempsd’exécutionadoncla forme: t Q P k mQoù P et Q sontdesconstantes(différentespourlesdeuxversions).

Dansla versionA du programme,le nombremaximald’exécutiondela boucleest: mA
Q n S 2.

Dansla versionB, parcontre,la boucleestexécutéeauplusmB
Qwv h n x;S 2 fois.

(Rappel : si x estun réelalorsy
xz désignela partieentièredex i.e. l’entier n tel quen { x i n k 1v xx désignel’entier nl tel quenl�S 1 i x { nl ).

La complexité temporellemaximaledela versionA estdonc: a k bnoùa etb sontdesconstantes;

La complexité temporellemaximaledela versionB estal�k bl h n où al et bl sontd’autresconstantes.

Détailler la complexité pratiquedesdeuxversionsconduiraità calculerlesconstantesar br al r bl propresà unemachine
donnée,et dépendantdestempsd’exécutionsdesinstructionsdebase.
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12 CHAPITRE1. ALGORITHMES ET COMPLEXITÉ

La comparaisondescomplexités théoriquesestbeaucoupplus intéressante.Lorsquen estgrand,c’est le termepropor-
tionnelà n qui l’emporteenA, celui qui estproportionnelà h n enB.

Pourn del’ordre de1010, la bouclede la versionA prendraitun tempsprohibitif sur lesmachinesactuelles(dansle cas
oùn estpremier); celuidela versionB seraitexécutéeauplusdel’ordre de100000fois, cequi estréalisable.Ondiraque
lescomplexitéstemporellesmaximalesdeA etB sontrespectivement: O

R
n T etO

R h nT où O signifie"de l’ordre de".
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Chapitr e 2

Calcul decoûtsthéorique et pratique

2.1 Tempsd’exécution - Taille desdonnées

2.1.1 Tempsd’exécution théorique et pratique

Considéronsun algorithmecommeunedémarchederésolutiond’un problème.Etantdonnéun algorithmeA conçupour
résoudreunproblèmeP donné,onpeutconstruireunprogrammePg1commeétantunereprésentationdeA dansle modèle
decalculinduit parle langagedeprogrammationutilisé (C, Fortran,Pascal,Cobol, d#d#d ).
Pg1 estexécutablesurun ordinateurenfournissantlesdonnéesnécessairesà P. Cen’estpasle casde l’algorithme,qui
lui n’estpasexécutable.Cetteexécutionvaprendredu tempsqui dépenddesfacteurstelsque:

– lesdonnéesdeP spécialementfourniespourl’exécution,
– la qualitédu codeobjetengendréparle compilateurdu langageutilisé pourle programme,
– la natureet la rapiditédesinstructionsdisponiblesdansle répertoiredel’ordinateur,
– l’efficacitédel’algorithmeA,
– la qualitédu programmeécrit parle programmeur.

Remarquonsquedanscettesuitedefacteurs,il y ena beaucoupqui ont un caractèresubjectif(donnéesspécifiques,ma-
chineparticulière,habiletéduprogrammeur).
Unecomparaisonbaséesurcesfacteursseraitdoncbiaisée.Onestdonctentédeconsidérernonplusle programme(temps
d’exécution)maisl’algorithmeA à partir duquelle programmeestconstruit.

De cettemanièreon està mêmedecomparerobjectivementdeuxalgorithmesou mieux, trouver un algorithmeoptimal
dansla classede ceuxqui résolventun mêmeproblème.On utiliseraalorsla complexité théoriquequi permetalorsde
considérerunemesurequi rendcomptedela qualitéintrinsèquedesalgorithmes,indépendemmentdesdétailsd’implan-
tationqui interviennenteuxdansla complexité pratique.

Noussommesamenésdansla suiteà parlerdu tempsd’exécutionen termesdecoûtsthéorique(sur les algorithmes)et
pratique(surlesprogrammes).

2.1.2 Tempsd’exécution en fonction de la taille desdonnées

Soit un algorithmeA ; il existe presquetoujoursun paramètre,soit n, caractérisantla taille desdonnéesauxquellesA
s’appliquedanschaquecasconsidéré; si parexempleA estun algorithmedetri, n estpeutêtrele nombrededonnéesà
trier.

SoitT
R
n T le tempsd’exécutiondel’algorithmeA, expriméenfonctionden. Soit f unecertainefonctionconnue; ondira

queA estdecomplexité théoriqueO
R
f
R
n T#T si le rapportT | n}

f | n} estbornélorsquen tendvers k ∞ (c’estenparticulierle cas

si T | n}
f | n} tendversuneconstantek, c’estàdire,entermesmathématiques,si T estéquivalentà kf ).

13
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14 CHAPITRE2. CALCUL DE COÛTSTHÉORIQUE ET PRATIQUE

Par exemple,un algorithmepourraêtrede la complexité théoriqueO
R
n T r O

R
n2 T r O

R
2n T r O

R
nlognT (sansqu’il ne soit

nécessairedepréciserla basedeslogarithmes),etc.

Si uneopérations’effectueenun tempsfixe nedépendantpasdela taille du problème,on dira qu’elle estdecomplexité
O
R
1 T .

Généralisation

Un algorithmepeutêtrevu commeétantcomposédeplusieurssous-algorithmes.L’expressiondela complexité peutalors
êtreenfonctiondela taille desdonnéesdesdifférentssous-algorithmes.Onaainsidescomplexitésdela formeO

R
n ~ mT

ou
R
m k n T , dFd#d si n et msontlesparamètres(taillesdesdonnées).

Illustration

Onveutsavoir si un ensembledem élémentsestinclu dansun autreensembleden éléments.

Dansla pratique,le tempsd’exécutiond’un algorithmedépendnonseulementdela taille del’ensembledesdonnées,mais
aussideleursvaleursprécises; parexemple,le tempsd’exécutiondecertainsalgorithmesdetri estconsidérablementdécru
si cesdonnéessontpartiellementtriéesà l’origine (alorsqued’autresalgorithmesdetri sontinsensiblesàcettepropriété).

Pourtenir comptedecefait, tout enconservantun moyend’analyserlesalgorithmesindépendammentdeleursdonnées,
on utiliseuneapprocheexpérimentaleoù ondistingue:

– la complexité maximale,oucomplexité ducasle plusdéfavorable, qui estla complexité dela fonctionTmax, oùTmax
R
n T

estle tempsd’exécutiondel’algorithmelorsquel’on choisit lesn donnéesentraînantl’exécutionla pluslongue.C’est
cetteconsidérationquenousavionsfaitepourlesdeuxversionsdu programme"plusgranddiviseur".

– la complexité moyennequi estcelledela fonctionTmoy, tempsmoyend’exécutiondel’algorithmeappliquéàn données
quelconques.Il convient de noterqueTmoy

R
n T n’a de sensquesi l’on peut faire deshypothèsesprobabilistessur la

répartitiondesdonnées,cequi estloin d’êtretoujoursle cas.
– la complexité minimale, ou complexité du cas le plus favorable, c’est le casou on choisit les donnéesentraînant

l’exécutionla pluscourte.

Cesnotionss’étendentsansdifficulté à la mesuredu coût d’un algorithmeen espacemémoire: on parlede complexité
spatialeminimale,maximaleou moyenne.

Cetteapprochethéoriquedela notiondecomplexité, ainsiprésentée,peutprésenterdesaspectscritiquablesparcequ’elle
négligelesconstantesdeproportionnalitépourneretenirquelescomportementsasymptotiques.Parexemplelesfonctions
n2 r 1075n2 r 1000n2 k 1075n k 1050r n2

1075 k lognseronttoutesconsidéréescommeétantO
R
n2 T .

De fait, unefonctiondecomplexité O
R
2n T peutêtreinférieureà unefonctiondecomplexité O

R
n2 T pourtouteslesvaleurs

pratiquementconsidérées.

Cependant,cetteapprocheprésentedesaspectsqui la justifient[AA89] :
– Soientn0 r n1 r n2 r n3 lestaillesmaximalesdesproblèmesquepermettentrespectivementdetraiterquatrealgorithmes

Ar Br C r D decomplexité théoriqueO
R
2n T , O

R
n2 T , O

R
n T , O

R
lognT .

Supposonsqu’unconstructeurX proposeunenouvellemachinemille fois plusrapidequela précédente.Onpeuttraiter
alorsdesproblèmesdetaille plusimportante:

nl0 � n0 k 10 avecA
nl1 � 32n1 avecB
nl2 � 1000n2 avecC
nl3 � n1000

3 avecD
Contrairementà cequel’on pourraitpenser, lesprogrèsdela technologierendentplusimportanteencorela recherche
d’algorithmesefficacesdu point devuede la complexité théorique.Quantà la complexité pratique,lescoefficientsy
intervenantdeviennentaucontrairemoinsimportants.

– Concrètement,il estdifficile dedonnerdesrésultatsprécissurla complexité pratiqued’un algorithmesansle lier àune
représentationpourunemachineparticulière.
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2.2 Calcul pratique de la complexité: tempsd’exécution

Considéronsdenouveau(indépendammentdu modèledecalculchoisi)unefonctionTA
R
n T qui exprimeenfonctiondela

taille n le maximumd’un certaincoûtpourun algorithmeA donné.La taille n dépendenprincipedu codagedesdonnées
enentréeet le coûtdépenddesopérationseffectuéesdansl’algorithme.

Formellementla taille de la donnéeest la longueurde la chaînede caractères(en binaire) qui les code.Cependant,
dansla pratique,le codagebinairedonneunechaînedont la longueurestproportionnelleà un paramètreplus simple,
qui estsouvent facilementreconnaissableet unanimementaccepté.Par abusde langage,c’est ce dernierparamètrequi
représenterala taille dela donnée.

Quelquesexemplesde tailles

Enconsidérantdesproblèmespourlesquelson écrit desalgorithmesona :

problèmesdepolynômes : le degré(ou le nombredescoefficients)
problèmesdematricesm ~ n : le maximum,ou la sommeou le produitdem etn,
problèmesdegraphes : nombredesommetsou d’arrêtes,ou la sommedesdeux,
problèmesdetri : nombred’élémentsà trier
problèmesd’analysesyntaxique : longueurdumot

2.2.1 Lesopérationsdont dépendle coût

C’est le conceptdeclassed’algorithmes(pourrésoudreun problème)qui metenévidencelesopérations: chaqueclasse
estcaractériséeparun ensembled’opérationsditesfondamentalesqui y sontutilisées.

Exemplesd’opérations fondamentales

comparaison problèmesderecherched’un élémentdansuneliste
comparaisonet déplacement problèmedetri d’uneliste
additionetmultiplication problèmesdemultiplicationdematrices
dFd#d

Remarque

Lesopérationsfondamentalessontdifférentesdesopérationsélémentairesqui elles,sontliéesà un modedecalcul (par
exempleMachinedeTuring,Machineà registres).

2.2.2 Hypothèsedu coût uniforme

Avecl’hypothèsedecoûtuniforme, touteopérationélémentaireprendun tempsconstant(de l’ordre deO
R
1 T ) ; le temps

d’une opérationfondamentaleestproportionnelleaux coûtsdesopérationsélémentairesqui la composentet prendlui
aussiun tempsconstant(del’ordre deO

R
1 T ).

Dansla pratique,l’hypothèsedecoûtuniformen’estacceptablequesi touslesnombresrencontrésaucoursdel’exécution
du programmepeuventêtrecodésurun mêmenombredebits,doncbornés.

Enconsidérantcesmodalitéspourla taille, lesopérationset leurcoût,la complexité d’un algorithmeA estproportionnelle
aunombremaximumd’opérationsfondamentaleseffectuéesaucoursdesonexécution.
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16 CHAPITRE2. CALCUL DE COÛTSTHÉORIQUE ET PRATIQUE

2.2.3 Principales règlesde comptabilisation desopérationsfondamentales

Nousne considéronsici que le casdesprogrammesséquentiels.Un programmeséquentiela unestructurequi met en
évidenceuneméthodeinductive de dénombrementdesopérationseffectuées.Cettestructuredépenddesstructuresde
contrôleutilisées.

La séquence

On cumuleles tempsd’exécutiondechacunedesactionsde la séquence.Soit uneséquenceSden actionsa1;a2; d�d�d ;an.
Le coût(ou tempsd’exécution)dela séquenceSest:

coûtS Q n

∑
i O 1

Tai

Tai représentele coûtdesactionsai .

La conditionnelle

Soit la conditionnelle:��37o �������8�<����"��3-&8�4&6��� p2 3-&:��3
Le tempsd’exécutiondela conditionnelleavecT2 éventuellementvideest:

CoûtSi
Q coût

R
C Tuk Max� coût

R
T1 T r coût

R
T2 T��

L’itération

Soit l’itération :����&���n
�8��o2 ��3���� �2 3�& 2 ��3����
Le tempsd’exécutiondela bouclesecalculedela façonsuivante:

coûttantque
Q m � coût

R
C T�k m � coût

R
T T�k coût

R
nonC T

où mestle nombredepassagedansle corpsdela boucle
����&���n
�8�

.

L’appel de procédure

L’appeldeprocédureestdécomposé,selonle modèledemachineconsidéré,enplusieursopérationsélémentaires.On a
doncun coûtuniformequi prendun tempsO

R
1 T c’està dire majoréparuneconstante.

2.2.4 Taille desdonnéeset formedesdonnées

Le coûtd’un algorithmeenfonctiondesdonnéesqu’il a enentréenefournit pasuneappréciationexacte; eneffet, selon
lesdonnéesle mêmealgorithmepeutprésenterdescoûtsproportionnelsà la valeur(la forme)desdonnées.C’est le cas
parexemplelorsqu’ontrie unelisted’élémentspartiellementtriés.

La complexité maximale(piredescas),peutêtrepriseencombinantla taille desdonnéeset lesvaleursdesdonnées.
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2.3 Tempsd’exécutionen fonction de la forme desdonnées

Le tempsd’exécutiond’un algorithmedépendnonseulementdela taille desdonnéesmaisaussidela formedesdonnées.
Onvadistinguer, enfonctiondela formedesdonnéesle piredescas, le meilleurdescaset la moyenne.

Pourcertainsalgorithmes,le tempsd’exécutionnedépendquedela taille desdonnées(multiplicationdematrices,opé-
rationssur lesnombres,d#dFd ) ; maisdansla pratiqueon trouvesouventquela complexité varieaussi,pourunetaille fixée
desdonnées,enfonctiondesdonnéeselles-mêmes.

Plusieursquantitéscaractérisentlecomportementd’unalgorithmesurl’ensembleDn desdonnéesdetaille n. SoitcoûtA
R
d T

la complexité entempsdel’algorithmeA surla donnéed (calculéeselonlesprincipalesrèglesdecomptabilisation):

– Complexité dansle meilleur descas

MinA
R
n T Q min� coûtA

R
d T�� d � Dn �

– Complexité dansle pir e descas
MaxA

R
n T Q max� coûtA

R
d T�� d � Dn �

– Complexité enmoyenne

MoyA
R
n T Q ∑

d � Dn

p
R
d T�d coûtA

R
d T

où p
R
d T estla probabilitéd’avoir d enentréedel’algorithme.

La complexité dansle pire descas donneunebornesupérieuredu tempsd’exécution; elle estutile pour donnerune
estimationdela taille maximaledesdonnéesqui pourrontêtretraitéesparl’algorithme.

La complexitédansle meilleurdescasestla borneinférieuredu tempsd’exécution.

Dansla pratiquelescasextrémauxnesontpasfréquentsetonaimeraitsavoir le comportementengénérald’un algorithme,
d’où la nécessitédela complexité enmoyenne.Si touteslesdonnéessonéquiprobablesalorsla complexité enmoyenne
s’exprimepar:

MoyA
R
n T Q 1

� Dn � d ∑
d � Dn

coûtA
R
d T

Maisengénérallesdonnéesn’ont pastouteslesmêmesprobabilités.La définitiondela complexité enmoyennenécessite
doncl’introductiond’un modèleprobabilistelié auproblème.

Souventonpeutpartitionnerl’ensembleDn enregroupantlesdonnéesdetaille n demêmecoûtetonévaluela probabilité
p
R
Dn � k T dechaqueclasseDn � k dela partition.La complexité enmoyennedevientalors:

MoyA
R
n T Q ∑

Dn � k � Dn

p
R
Dn � k T�d coûtA

R
Dn � k T

où coûtA
R
Dn � k T représentele coûtd’unedonnéequelconquedeDn � k.

Exemple

On veut déterminerla complexité en nombrede comparaisonsde l’algorithme de rechercheséquentielled’un élément
dansunelisteL.

Conclusion

Le coûtd’un algorithmeenfonctiondesressources(tempset mémoire)estun critèreimportantpourcomparerdesalgo-
rithmesenvued’un choixpourun problèmedonné.Le coûtn’estpasle seulcritèreutilisé dansla pratique,il nefautpas
perdredevuelescritèresdesimplicitépourla compréhensionet la miseaupoint.
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18 CHAPITRE2. CALCUL DE COÛTSTHÉORIQUE ET PRATIQUE

Le coûtthéoriqued’un algorithmepermetdemesurerun algorithmeindépendemmentdetout critèrematériel.

Le coûtpratiqueestlié auxcaractéristiquesd’unemachinedonnée.Cecoûtnepeutêtrecomparéqu’avecd’autrescoûts
effectuésdanslesmêmesconditions.

2.4 Méthodede recherched’algorithmes efficaces

Un algorithmeefficaceestun algorithmeayantdescomplexitésspatialeet temporellefaibles.

Dansla pratiqueil estdifficile d’obtenir desalgorithmesefficaces,on y arrive souvent au prix d’un compromisentre
l’espaceet le temps.

Cependant,il existedesprincipesgénérauxpourguiderla recherchedetelsalgorithmes.

2.4.1 Diviser pour règner (Divide and conquer)

L’idée essentielleconsisteà décomposerun problèmede taille n soit enk problèmesde taillesm1, m2, m3, d#dFd mk telles
quem1 k m2 k m3 k�d#dFd�k mk { n soit enuneopérationd’unecertainecomplexité O

R
n T ou O

R
1 T parexempleet en

un problèmedetaille m i k.

C’est l’idée qui estutilisée dansla récursion: paramétrage,résolutiondu castrivial, traitementdu casgénéral(en le
ramenantà un cassimple).Touteslesméthodesdetri découlentdecetteidée.

2.4.2 Equilibrage

La divisionensous-problèmesnedonnepastoujoursdebonsrésultatssurle plandela complexité théorique.

Exemple

Soituneméthoderamenantunproblèmedetaille n àunproblèmedetaille n S 1,moyennantdesopérationsdecomplexité
O
R
n T .

SoitT
R
n T la complexité temporelledel’algorithme.

Ona pardéfinition:

T
R
n T�{ cn k T

R
n S 1 T où c estuneconstante.

Endéveloppant:

T
R
n T�{ cn k c

R
n S 1 T�k c

R
n S 2 T�k�dFd#d�k c k T

R
0 T

T
R
n T�{ cd n

R
n k 1 T
2

k T
R
0 T

donc

T
R
n T�� O

R
n2 T .

Soitmaintenantuneméthodepermettantderamenerun problèmedetaille n à deuxopérationsdecomplexité O
R
n T .

La complexité temporelleT l R n T sera:

T l R n T�{ cn k 2T l R � n
2
��T
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donc
T l R n T�{ cn k 2c � n

2
��k 4c � n

4
��k�d#d#d�k 2� log0

2n � T l R 1 T

c’està dire

T l R n T�{ cn k cn k cn k�dFd#d�k
� logn

2 � termes

nTl R 1 T

donc
T l R n T�� O

R
nlognT

Cettedeuxièmeméthodeestdoncbienmeilleurequela première.

Enconclusion,il nesuffit pasdedécomposer(diviser)pourobtenirdesalgorithmes,il fautaussiéquilibrerlesmorceaux
résultantdela division.

Exemple

La recherchedichotomiqueestun exempledirectdeceprincipe.

Il peutarriverdescasoù l’optimum précisestatteintpourun découpagenonéquilibré.

2.4.3 Lescompromis espace-temps

En programmation,on estsouventobligédechoisirentreuneaméliorationdela complexité spatialeet uneamélioration
dela complexité temporelle,l’une sefaisantaudétrimentdel’autre.

Exemple

Supposonstrois grandeursX r Yr Z reliéesparuneéquationdela formeX Q f
R
X r Z T

Si l’on a un trèsgrandnombre(de l’ordre demillions) detriplets
R
X r Yr Z T , on peutseposerle problèmedesavoir s’il

fautconservertouslestriplets,ouseulementlesdoublets
R
Yr Z T , lesX correspondantsétantrecalculésparXi

Q f
R
Yi r Zi T

aubesoin.
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Chapitr e 3

Outils mathématiques

3.1 Estimation asymptotique- Ordr ede grandeur

Danslesproblèmesd’évaluation,onutilisesouventdesfonctionsdedénombrement.Unefonctiondedénombrementpeut
parfoisêtretrèscompliquée.Or uneestimationdel’ordre degrandeurasymptotiquede la fonctionfournit suffisamment
d’informations.On va doncseservirde l’estimationde l’ordre degrandeurplutôt quede la fonctiondedénombrement
précise.

ConsidéronsuniquementlesfonctionsdeIN � IR, ellessontinterprétéescommedesfonctionsdedénombrement.

Définition

Ondit qu’unefonction f : IN � IR tendversa lorsquen tendversl’infini lorsque:�
υ r � n0 tel quen ¡ n0 ¢ � f

R
n T�S a ��{ υ

Définition

Ondit que f tendversl’infini quandn tendversl’infini lorsque:�
K r � n0 tel quen ¡ n0 ¢ � f

R
n T���¡ K

Lesexpressionssuivantessontsynonymes:
n � ∞,
pour n assezgrand, ou
n au voisinagede l l in f ini

Le fait qu’unefonction f tendeversunelimite finie ouinfinie quandn tendversl’infini neconstituepasunrenseignement
précis(intéressant).Pouravoir plusd’informationsutiles,oncomparef avecdesfonctionsdontconnaitle comportement
auvoisinagedel’infini.

Soitg unefonctionpositivequi nes’annulepasauvoisinagedel’infini :

Définition

On dit que f estasymptotiquementnégligeabledevantg et on écrit f Q o
R
g T ou f

R
n T Q o

R
g
R
n TFT (on

prononce"petit o deg"), lorsquele rapport f
g tendvers0 quandn � ∞

Définition

Ondit que f estasymptotiquementéquivalenteàg etn écrit f � g, lorsque f
g tendvers1 quandn � ∞.

21
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22 CHAPITRE3. OUTILS MATHÉMATIQUES

Définition

On dit que f est asymptotiquementdominéepar g et on écrit f Q O
R
g T ou f

R
n T Q O

R
g
R
n T#T (on

prononcef égale"grandO de g") lorsqu’il existeuneconstantec e 0 telle que,pourn assezgrand,on a
� f
R
n T���¡ cd g R n T

Définition

Ondit que f estasymptotiquementdumêmeordredegrandeurquegetonécrit f Q Θ
R
g T ou f

R
n T Q Θ

R
g
R
n TFT

(on prononcef égalethetadeg) lorsquef Q O
R
g T et g Q O

R
f T .

Remarque

Il fautgarderà l’esprit que,la fonctiong étantdonnée,o
R
g T , O

R
g T , Θ

R
g T représententdesclassesdefonctionssuivantes:

o
R
g T Q � f � f est asymtotiquement negligeabledevant g �

O
R
g T Q � f � f est asymptotiquement domineepar G�

Θ
R
g T Q � f � f Q O

R
g T et g Q O

R
f T#�

Danscecadrel’écriture f Q O
R
g T signifie f � O

R
g T .

(sinonon auraitdesabsurditéstellesque:

n2 k n Q O
R
n2 T

2n2 Q O
R
n2 T ¢ n2 k n Q 2n2

)

3.1.1 Echellede comparaison

Ondit qu’unefonction f est:
– bornéeou constantesi f Q O

R
1 T

– logarithmiquesi f Q O
R
lognT

– linéairesi f Q O
R
n T

– quadratiquesi f Q O
R
n2 T

– exponentielles’il existeuneconstantec e 0 telleque f Q O
R
cn T .

Remarque: Lorsquef Q O
R
g T oumieuxencoref Q θ

R
g T on dit queg estun ordredegrandeurde f .

3.1.2 Séries

1 N xn

1 N x
Q 1 k x k x2 k1dFd#d4k xn N 1

Q ∑n N 1
i O 0 xi

∞

∑
kO 0

xk Q 1
1 S x

∞

∑
mO 0

xm

m!
Q ex

n

∑
i O 1

i Q n
R
n k 1 T
2



N
ot

es
 c

ou
rs

-N
an

te
s

3.1. ESTIMATION ASYMPTOTIQUE - ORDREDE GRANDEUR 23

3.1.3 Divers

– Matrices
Exemple

A Q 0 1
1 1

Le i j èmemineurd’unematriceA de taille n ~ n, pourn e 1 estla matriceA£ i j ¤ detaille
R
n S 1 T¥~ R n S 1 T obtenueen

supprimantla ièmeligne et la j èmecolonnedeA.
Le déterminant: il estdéfini récursivementenfonctiondesmineursdela matrice.

det
R
A T Q a11 si n Q 1

a11det
R
A£ 11¤ T:S a12det

R
A£ 12¤ T�k1dFd#d4k R S 1 T na£ 1n¤ det

R
A£ 1n¤ T si n e 1

Le terme
R S 1 T i P jdet

R
A£ i j ¤ T s’appellele cof acteur del’élémentai j .

– Nombred’inversionsd’unepermutation
Le nombred’inversionsInv

R
σ T d’unepermutationσ représentéeparun tableaut estle nombredecouplesd’élémentsR

j r i T telsque j i i et t ¦ j §ce t ¦ i §
– ApproximationdeStir l ing

n! Q h 2πn
R n
e

n R
1 k θ

R 1
n
TFT

eestla basedu logarithmenaturel(ln n Q logen).
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Chapitr e 4

Problèmes- Calculabilité

4.1 Moti vations

Nousdonnonsici quelquesrudimentsdela NP-complétudepourintroduireetsensibiliserauxproblèmesparticuliersqu’un
informaticienpeutêtreamenerà résoudre.
Cesrudimentsdela NP-complétudesontindispensablespourla bonneconceptiondesalgorithmes.

En effet il y a desproblèmespour lesquelsil n’existepasd’algorithmesefficaces(pour les résoudre).Lorsqu’onarrive
à identifierou à dire, faceà un cahierdecharges,qu’on setrouve confrontéà de tels casde problèmes,il estinutile de
chercherun algorithmeefficace.La seuleissueestderecourirà un algorithmed’approximation.

De plus, certainsproblèmesréelssemblentn’être pasplus difficiles quela recherchedansun grapheou le tri maisen
réalité, ils sont NP-completsou de la classedesNP-complets, le concepteurqui n’est pasfamilier à cetteclassede
problèmescourtalorsle risquedepertedetempsconsidérable.

4.2 Algorithmes efficaces

Il existeunehiérarchiedesfonctionsliéesà leur rapiditédecroissance.

Une fonction exponentiellecroît beaucoupplus vite quen’importe quellefonction polynomiale.Un algorithmedont la
complexité croît exponentiellementavecla taille desdonnéesd’entréen’estpasutilisabledansla pratique.

4.2.1 Définition

Un algorithmeestdit polynomialsi sacomplexité estO
R
np T pourun certainentierp. Lesalgorithmespolynomiauxsont

ditsefficacesou rapides.

L’efficacitédanscecadreestun conceptpurementmathématique.

4.2.2 Exemples

L’algorithmede multiplication de matrices
R
nxn T a un coût de n3 pour desdonnéesde taille n. C’est unecomplexité

polynomiale.L’algorithmeestefficace.

L’algorithmed’énumérationdespartiesd’un ensembleden élémentsauncoûtde
R
2n T pourdesdonnéesdetaille n. C’est

d’unecomplexité exponentielle.L’algorithmen’estpasefficace.

25
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26 CHAPITRE4. PROBLÈMES- CALCULABILITÉ

4.3 Décidableset indécidables

Les travauxenLogiqueMathématiqueont mis enévidenceunepartitionde l’ensembledesproblèmesen deuxclasses.
La classedesproblèmespour lesquelson netrouverajamaisd’algorithmesderésolution,ils sontdits indécidableset la
classedesproblèmespourlesquelsil existeunesolutionalgorithmique,cesproblèmessontdits décidables.

Lorsqu’ondécidederésoudreunproblèmeparl’algorithmique,on prenddoncle risque:

– denetrouverqu’unesolutionalgorithmiqueinefficace,
– denepastrouverdesolutionalgorithmique.

Dansles deuxcas,la questionfondamentaleestde savoir si celaestdû à la naturedu problèmeou aux connaissances
(relativementlimitées)dela personnequi chercheà résoudrele problème.

Il estalors importantde vouloir répondreà la question: "Existe-t-il desproblèmesqui n’ont pasde solutionalgorith-
mique?"

Pourrépondreà unetelle question,uneformalisationou à défaut uneformulationprécisede la notion de problèmeest
nécessaire.

4.4 Problèmeset Langages

4.4.1 Problèmes

On définit un problème(abstrait)Q commeunerelationbinairesurun ensemblë d’instancesd’un problèmeet un en-
semble© desolutionsd’un problème.

Q : ¨«ª¬©

Certainsaspectsdela théoriedeslangagespermettentd’illustrersimplementdespropriétésdesproblèmes.Nousrappelons
brièvementdansla suitequelquesdéfinitions(simplifiées)surleslangages.

4.4.2 Formalisation desproblèmes

Si un problèmedoit être résolupar un programme(ou uneprocédureeffective), il faut que les instancesdu problème
soientreprésentéesparunefonctionaccessibleà ceprogramme.

Par exemplesi c’est un programmePASCAL , alors l’instancedu problème(les donnéessur lesquellesle programme
opérera)devraêtrereprésentéeparunecollectiond’entiers,dechaînesdecaractères,dFd#d
Doncil fautunalphabetqui permettedeconstruirelesmotsqui représententl’instanceduproblème.L’ensembledesmots
ainsidéfinisformeun langage.Ondit qu’un problèmeestcaractériséparle langagedesencodagesdesesinstancesposi-
tives(ou instancesoui). La résolutiond’un problèmeestalorscomparableà la reconnaissancedu langage desinstances
positivesdu problème.

Les problèmespour lesquelsil existe unesolutionalgorithmique,doncun traitementpar ordinateur, serépartissenten
deuxclasses:

– Lesproblèmesdedécision. Ils sontmodéliséspar la notionde langage: déterminersi un mot appartientou nonà un
langage.

– Les problèmesde calcul conduisantà un résultatqui estunevaleur(numériqueou non). Ils sontmodéliséspar une
fonctiondetransformationdesmotsd’un alphabetd’entréeendesmotsd’un autrealphabetdesortie.
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4.4.3 Problèmesdedécision

Définitions

Un problèmededécisionestuneclassed’énoncésauxquelson doit répondreparoui ou parnon.

Chaqueénoncéestappeléuneinstanceduproblèmedontla réponseappartientà l’ensemble� ouir non� .
Donneruneréponsepositiveà un problèmededécisionconsisteà exhiberun algorithmepourle résoudre.

Donneruneréponsenégative à un problèmede décisionconsisteà prouver qu’il n’existe pasd’algorithmepour le ré-
soudre.(Unetâchesouventdifficile).

Un énoncéd’un problèmededécisionseformulesouventsousla formed’unequestion.

Exemple

– Etantdonnéun entiern, existe-t-il deuxentiersp etq inférieursà n telsquen Q p � q?
(si oui n estdit composé).

– Soientun grapheG et unentierk, G admet-ilun cycledelongueur¡ k?
– SoientP et Pl deuxprogrammes,P etPl sont-ilséquivalents?
– Soitun grapheG, G peut-il êtrecoloriéavec5 couleurs(sansnœudvoisinsdemêmecouleur)?

Généralementondécritunproblèmededécisionsousla formed’unedescriptiongénériqued’objets(devaleursfixéesou
non)etd’unequestion.

Exemple

COMP Instance: unentiern
Question: n est-il composé?

COMP estle nom(généralementconnu)duproblème.

Puisquetout problèmede décisionpeut recevoir une réponseoui ou non, on comprendaisémentla modélisationqui
consisteà le pensercommela questionde savoir si un mot donnée(codageen entrée)appartientou non à un certain
langage,celui représentantla totalitédesmotspourlesquelsla réponseestoui.

Touslesproblèmesnesontpasdesproblèmesdedécision,maisbeaucoupdeproblèmespeuventserameneràunproblème
dedécisionou à un problèmed’optimisation.

Quelestle nombreminimumdecouleursaveclesquelleson peutcolorierun grapheG?
(appelénombrechromatique)

De façongénérale,lorsqu’ontrouve unesolutionrapidepourun problèmededécision,on arrive avecun peud’effort à
trouverunesolutionauproblèmed’optimisationcorrespondant.

Dansles problèmesde décision,on s’intéressesurtoutà la vérification. Dire qu’uneinstanceI d’un problèmeadmetla
réponseoui équivaut à affirmer quela proposition"I possèdeunecertainepropriétéL" estvraie (doncil en existe une
preuveconvaincante).

L’existenceet la naturedela preuvenerelèventpasforcémentd’uneprocédureefficace.L’importantc’estquela vérifica-
tiondela correctiondecettepreuvevisàvisdela réponseoui puisseêtreentrepriseefficacementsurleplanalgorithmique.

Mathématiquement,cetteperceptions’apparenteà la différenciationdesdeuxactivitéssuivantes:

– Prouverun théorème.



N
ot

es
 c

ou
rs

-N
an

te
s

28 CHAPITRE4. PROBLÈMES- CALCULABILITÉ

– Vérifier unepreuved’un théorème.

4.4.4 Problèmesdecalcul

Nousnedévelopponspascettepartiedanscesnotesdecours.
Le lecteurintéressépeutconsulterlesfonctionscalculables.Lesouvragessuivantstraitentdu sujet: [Wol93],[RLC90].

4.4.5 Réductibilité

Lorsqu’onsetrouve faceà un problèmeou à un cahierdecharges,unefaçonnaturellederéagirconsisteà seramenerà
un problèmeconnuetdéjàrésolu.
Plusgénéralement,soientP et Pl deuxproblèmesdedécision.On dit quePl estrapidementréductibleenP si l’on peut
convertir, enun tempspolynomial,touteinstanceI l dePl enuneinstanceI deP, de telle sortequeI et I l aientla même
réponseoui ounon.

Supposonsquenousvoulionsrésoudreun systèmelinéairede 100 équationsà 100 inconnuesde la forme Ax Q b (où
A estunematrice).Admettonsquenousnousprocuronsd’un logiciel et quenousnousapercevonsdésespérementque
le logiciel nefonctionnequesurdessystèmespourlesquelsla matriceA estsymétriquealorsquenotrematricenel’estpas.

Uneissuepossibleestdenousramenerà unematricesymétriqueATA encherchantla solutiondusystèmeATAx Q ATb.

Nousauronsainsiréduitle problèmepourutiliser le logiciel. Nousauronsréduitnotreproblèmeenunproblèmeconnuet
résolu.

Remarque

La démarchede réductionne changepasla naturedu problème.Il faut doncavoir à l’esprit le fait que les problèmes
indécidablesnepeuventpasseramenerà desproblèmesdécidables.

Théorème

SoientdeuxproblèmesP et Pl telsqueP soit réductibleenPl :

– si P estindécidablealorsPl l’est aussi,
– si Pl estdécidablealorsP l’est aussi.

4.5 LesclassesP et NP

La notiond’efficacitédesalgorithmespermetdediviserlesproblèmesdécidablesendeuxclassesdecomplexité.La classe
P desproblèmespourlesquelsil existeunesolutionalgorithmiquedecoûtpolynomialet la classedesautres.
Dansla pratique,lorsqu’onrecherchepourun problèmeun algorithmeeffectivementutilisable,il fautd’abordidentifier
la classedecomplexité du problème.

Lesproblèmesdécidablesqui appartiennentà la classeP sontdits faciles.

Lesproblèmesdécidablesqui n’appartiennentpasà la classeP sontdits difficilesou intraitables.

Bien quelesdeuxgoupesdeproblèmesfacileset deproblèmesdifficiles soientdistincts,il n’estpastoujourssimplede
rattacherun problèmedonnéà l’un desdeuxgroupes.

En effet, il fautexhiberun algorithmedecoûtpolynomialou démontrerl’inexistenced’un tel algorithme; cettedernière
démonstrationn’estpasfacile.



N
ot

es
 c

ou
rs

-N
an

te
s

4.5. LESCLASSESP ET NP 29

Il y a entreles problèmesfacileset les problèmesdifficiles, unesériede problèmesintéressantsde par leursproprié-
téset pour lesquelson ne connaîtpasd’algorithmesefficaces.Les meilleursalgorithmesconnusactuellementpour ces
problèmesont un coût(en tempsd’exécution)exponentielet personnen’a encoreréussià démontrerquecesproblèmes
n’appartiennentpasàla classeP. Enattendant,onlesmetdansuneclassedénomméeNP (Nondeterministic Polynomial).

Le schémaqui suit,extrait de[Xuo92] donneunaperçudesprincipauxproblèmes.

Indecidable 

Partiellement indécidable

Super exponentiel

Exponentiel

n3

n2

nlogn

logn

Equivalence de programmes

Problème de l’arret

Arithmétique de Presburger

Circularité des grammaires

Multiplication de matrice

Tri

Recherche lexicographique

NP

4.5.1 La classeP

Un problèmededécisionestdit dela classeP s’il existeun algorithmepolynomialqui reconnaitle langagedesinstances
oui. Un tel problèmeestdit facile.

En d’autrestermes,un problèmede décisionappartientà la classeP s’il existeun algorithmeA et un nombrec tel que
pour toute instanceI du problème,l’algorithmeA donneunesolutionenun tempspolynomial

R
O
R
nc T#T où n estla taille

del’instance(parexemplele nombredebitsdela chaîned’entréequi représentel’instanceI ).

4.5.2 La classeNP

Un problèmededécisionQ appartientà la classeNP s’il existeunalgorithmeA tel que:

1. à chaquemot du langageQ (c’est à dire à chaqueinstanceI pour laquellela réponseestoui), un certificatC
R
I T

estassocié,tel quelorsquela paire
R
I r C R I TFT estuneentréedel’algorithmeA, celui ci reconnaîtqueI appartientau

langageQ,

2. si I estun mot qui n’appartientpasaulangageQ, il n’existeaucuncertificattel queA reconnaisseI ,

3. l’algorithmeA s’arrêteenun tempspolynomial.

NP est la classedesproblèmesde décisionpour lesquelsil estaiséde vérifier queles réponsessontcorrectes.On ne
cherchepasun moyendetrouverunesolutionmaisdevérifierqu’unesolutiondonnéeestcorrecte.

On dit aussiquelesproblèmesdela classeP ont dessolutionsfacilesà tr ouver alorsqueceuxde la classeNP ont des
solutionsfacilesà vérifier mêmesi ellessontdifficilesà trouver.
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Considéronsle problèmeducoloriagedegraphescommeproblèmededécisionQ. Il n’estpasdansP maisdansNP.

PrenonsungrapheG coloriablepark couleurs,le certificatdeG peutêtreunelistedecouleursaffectéesàchaquesommet
deG.

Commentavonsnousobtenucettelistedecouleurs? (ceciestun problèmeardu!)

Enfait, nousnenousintéressonsqu’à la vérification.Pourvérifierqu’uncertaingrapheG estk coloriable,il suffit d’avoir
la couleurdechaquesommettelle quele graphesoit correct.

Si on a un certificat,la vérificationdel’algorithmeestsimple.Il suffit devérifier d’abordquechaquesommeta bienune
et uneseulecouleur, puisqu’on n’a pasutilisé plusdek couleurset enfinquepourtoutearêtee deG lesdeuxextrémités
sontbiendedeuxcouleursdifférentes.

Le problèmedu coloriageappartientdoncbienà la claseNP.

Quelquesproblèmesclassiques

– Le voyageurdecommerce.
Soientn pointsdu pland’uneville et unedistanceD. Existe-t-il un cheminqui passepar touteslesvilles, retourneau
pointdedépartetdontla longueurtotalen’excèdepasD ?

– Le coloriagedegraphe.
Soitun grapheG et un entierk. Peut-oncoloriercorrectementlessommetsdeG aveck couleurs?

– Le bin-packing.
Soientunensemblefini Sd’entierspositifs,unentierk (la "bin-capacity")etunentierN (le nombrede"bin"). Existe-t-il
unepartitionSenN sous-ensemblesauplus,tellequela sommedesentiersdechaquesous-ensemblesoit { k?
End’autrestermes,peut-on"empaqueter"lesentiersdeSdansauplusN casessachantquela capacitédechaquecase
estk?

– dFd#d
Cesproblèmessontdifficiles à résoudre.Considéronscelui du coloriagede graphe.On peutessayertous les moyens
possiblesdecolorier lessommetsdeG enk couleurspourvoir si çamarche.Si G a n sommets,il y a kn possibiltés.Si
n Q 50et k Q 10,... lescapacitésdesmachinesd’aujoudhuirestentencorelimitées.

4.6 LesproblèmesNP-complets

Un problèmededécisionestNP-completsi :
– il estNP et
– si chaqueproblèmeNP estrapidementréductibleenlui.
Les problèmesNP-completssontnombreux.Ainsi, si l’on devrait trouver un algorithmede tempspolynomialpour un
certainproblèmeNP-completQ, onauraittrouvéparla mêmeoccasionunalgorithmerapidepourtouslesproblèmesNP.

Soit unecertaineinstanceI l d’un problèmeNP Ql . PuisqueQl estrapidementréductibleenQ, on peuttransformerI l en
uneinstanceI deQ. Onappliquealorsl’algorithmetrouvéà I . Onauraainsiutilisédudébut à la fin untempspolynomial.

Supposonsquel’on arriveun jour àdémontrerquele problèmedecoloriagedegraphesestNP-completetquel’on trouve
le jour suivantun algorithmerapidepourle résoudre.

Considéronsalorsuneinstancedu "bin-packing".Elle peutêtreconvertieen uneinstancede coloriageayantla même
réponseoui ounon. Utilisonsalorsl’algorithmerapidetrouvépourle coloriage,la réponseobtenueestaussicorrectepour
le problèmeinitial.
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Réciproquement,supposonsquel’on montrequ’il estimpossibledetrouverunalgorithmerapidepouruncertainproblème
Q NP-complet. On ne peutalorstrouver d’algorithmerapidepour aucundesproblèmesNP-completsQl , car sinon,on
pourraitrésoudrelesinstancesdeQ enlesréduisanteninstancesdeQl .
Si on peutdémontrerqu’il n’existepasdeméthoderapidepourtestersi unentierestpremier, onauraitalorsmontréqu’il
n’existe pasde méthoderapidepour décidersi desgraphessontk S coloriables,car le premierproblèmeestNP est le
deuxièmeestNP-complet.

En résumé,la rapiditépour un problèmeNP-completentraînela rapiditépour tousles NP ; la lenteurprouvéepour un
problèmeNP entraînela lenteurdetouslesproblèmesNP-complets.

QuelquespropriétésdesproblèmesNP-complets

– Les problèmessont tous trèsdifficiles à résoudreet aucunalgorithmeseterminanten un tempspolynomialn’a été
trouvépouraucund’entreeux.

– L’impossibilitédetrouverdesalgorithmespolynomiauxn’a pasétéprouvée.
– Cen’estpassimplementuneliste deproblèmesdifficiles.Si un algorithmerapidepouvait êtretrouvépourun d’entre

eux,il y auraitdesalgorithmesrapidepourchacund’entreeux.
– Réciproquement,s’il pouvait être prouvéqu’aucunalgorithmen’existe pour un desproblèmesNP-complets, il ne

pourraity enavoir pouraucunautre.
– L’existenceou non d’algorithmespolynomiauxpour les problèmesNP-completsestprobablementconsidérécomme

un desprincipauxproblèmesencoreirésolusenInformatique.

4.7 Lesalgorithmesnon déterministes

(Voir étudesenTD/TP)
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