Elémentsde calcu_labilité
Notesdecours- Licence

ChristianAttiogbé

Facultédesscience®tdestechniques
Universitéde Nantes
Christian.Attiogbe@irin.untnantes. fr

Juillet 1997, mai 2001






Table desmatieres

1 Notionsde Calculabilité éffective (Thésede Church) 7
1.1 Introduction: ThésedeCHURCH . . . . . . . . . . v i i it i it e e e e e 7
1.1.1 Toutestmot. . . . . . . . . . e 7
1.1.2 Encodage. . . . . . .. . . 8

1.2 Formalisationdelacalculabilité . . . . .. ... ... ... ... ... . ..., 8
1.2.1 ApprocheparMachinede TURING . . .« . . . . v v v v i i it o 9
1.2.2 Approcheparleslangagesleprogrammation. . . . . . . . ... ... ... 9

1.3 MachinedeTURING . . . . . . . 0 e e e e e e e e e e e e e e 10
1.3.1 UtilisationdelamachinedeTURING . . . . .. ... ... ... ...... 11
1.3.2 Exemplesdemachinedle TURING . . . . . . . .. . . ... 11
1.3.3 LangageacceptéparuneMachinede TURING . . . . ... ... ...... 12
1.3.4 LangagedécidéparuneMachinedeTURING . . . . ... .. ... ..... 13
1.3.5 Langagesécursifsetrécursvementenumérables. . . . . . ... ... ... 13
1.3.6 Fonctionscalculablepparunemachinede TURING . . . . . . .. ... ... 13
1.3.7 Machinesde TURING non-déterministe. . . . . . ... ... ........ 14

1.4 Formalisationdesproblemes. . . . . . . . .. ... ... 14
1.5 ExtensionglesmachinesleTURING . . . . . . . . . . . .. . ... 14
1.5.1 Machinesarubanmultiples . . .. ... ... ... ... ... ... .. 14
1.5.2 Machinesamémoireaacceddirect(RAM) . . ... ... ... ... .. .. 14

1.6 Surlaterminaison. . . . . . .. . 14
1.7 Conclusion . . . . . . e 15






Avant-propos

La rédactionde cesnotesde courss’estfaite avec le soucide pousselles étudiantsa consulterles
documentgitésenréférences.

Cesnotesdoiventdoncétreprisesentantquetelles,c’estadire supportdesquelquedeuresdonnées
enamphietnoncommedocumentderéférence.

Dansle cadrede ce cours,Didier ROBBES encadrdes étudiantsavec moi depuis1997.
ChristianRETORE vientdenousrejoindre(2000/2001 pour continuercetencadrement.

Cetteéquipepédagogiquestavotre dispositionpourvotreinitiation auxoutils fondamentauxl’ana-
lysedesalgorithmes.






Chapitre 1

Notions de Calculabilité éffective (Thesede
Church)

Tousles problemese sontpassolublesalgorithmiquementUn algorithmeestune procéduresffec-
tivedecalcul.

— Quelssontalorsles problémegjuel’on peutrésoudrepar 'approchealgorithmiqueou comment
peut-onles caractérise? (autrementlit, quelssontlesproblemesalculablegparalgorithmes?)

— Qu’est-cequi estcalculable?

— Fonctionscalculablesensemblesalculables.

1.1 Intr oduction: Thesede CHURCH

La notionintuitivedecalculabilitéeffective estexactementraduiteparcelled’ensembletdefonction
récursive etdoncaussiparcelleissuedel’'une desautresdéfinitionéquialentes
calculabilitéTURING,

calculabilittHERBRAND-GODEL,

calculabilitépar programmedetoutlangagede hautniveau,

Uneinterprétationde la thésede CHURCH : tout algorithmepeutétreimplantésur une machinede
TURING.

1.1.1 Tout estmot

Un entier un tableau,un son,unemusique tout estdigitalisable,c’est a dire codablepar desmots
binaireset ce sansaucuneperted’information.

Pourla machingordinateur))e programmeetlesentréest sortiesdetoustypesnesontautreschoses
guedesmotsbinaires c’estl’utilisateur qui interprétecessuitesde0 et 1 commedesobjetsvariéset
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pourvusde structurearticulieresPourcelacertainesorrespondancesmplesentremots, entiers,
arbresgraphesetccsontutilisées.

L'objet debasedela théoriedesalgorithmesapparaitcommele mot

1.1.2 Encodage

Pourrésoudreun probleme un programmaenformatiquedoit disposerd’'unereprésentatiosompré-
hensibleparlui desinstanceslu probleme.

Un codaged’'un ensembled’objetsabstraitsA estuneapplicatione : 4 — E (avecE I'ensemble
deschainesinaires).

Exemples
— codageenbinaire: e : IN — {0,1}*

— les donnéegle toute sorte peuent étre vuescommedesobjetscomposést par conséquenétre
codéegarla compositiondescodagesiesdonnéeslémentairesAinsi lesgrapheslesfonctions,
lesprogrammegpeuentétrecodéssousforme de chainesinaires.

Un algorithmequi resoutun certainproblémede décisionprendenfait enentréeun codaged’uneins-

tancedu probléme L'instancedu probléemeapparaitalorscommeunedonnéeavec unetaille relative

aucodage.

1.2 Formalisation de la calculabilité

Espacedesobjetsfinitair es

Nousconsidéronpourespacedebased’objets"finitaires"” surlesquelgortela notiondecalculabilité
effective (intuitive) lesensembles

— IN (ensemblalesentiers),

— Se((IN) (ensemblalessuitesfiniesd’entiers),

— 2* (le monoiddibre formésur), ou 2 estun alphabefini, ainsique

— lesproduitsde cesderniers.

Les notionsd’ ensemblegt de fonctionseffectivementcalculablesfondéessur la notionintuitive et
nonformaliséed’algorithme,peuentétretraduitesdansun cadremathématiquerécis.

Lesrésultatde cettetraductionmathématiquelesensemblegt fonctionscalculablegparalgorithme

assurentguel’on peutdéfinirmathématiquementourtousespaceX etY qui sontdesproduitsfinis

desespacedN , =* et Seq(IN),

— uneclassale parties dite classedesensemblesécursifsinclusdansX,

— uneclassedefonctionspartiellesde X dansY dontlesdomainessontdespartiesrécursvesde X,
dite classedesfonctionsrécursivesde X dansy,

tellesque:

— toute partie récursve X soit effectivementcalculable toute fonction récursve de X dansY soit
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effectivementcalculable
— touslesensemblegffectivementcalculablesconnusa cejour soientrécursifs touteslesfonctions
effectivementcalculablesi cejour soientrécursves.

Exemples

1. Fonctionpartielleeffectivementcalculable:
La division surlesentiersestunefonction partielleeffectivementcalculablede IN x IN\ {0} —
IN

2. Partieeffectivementcalculable
L'ensembladesprogramme®ascalsyntaxiquementorrectgdoncacceptépasle compilateur
Pascal)estunepartieeffectivementcalculablede Z* ou X estl'alphabetde Pascal.

II'y adenombreusesapprochespourla formalisationdesnotionsde fonction et d’ensemblecalcu-
lablesparalgorithme

Cesapprochesonttouteséquialentes

— Machinede TURING,

— Approchealgébrique,

— Approcheparleslangagesle programmation

— Systéemegquationnelsle Herbrand

1.2.1 Approchepar Machine de TURING

SoientX etY desproduitsfinis d’espacesdN ou Z*. Une fonction partielle f de X dansY estdite

Turing-calculables’il existeunemachinede TURING M telle que,pourtoutx € X, I'évolutiondeM,

lancéedansl’état initial avecl'entréex écrite (en binaire pour ce qui concerndes composantegui

sontdesentiers)sursesrubansd’entrée(i.e chaguecomposanteex estécritesurlespremierexases
d’un ruban,toutesles autrescasestantmarquéesiu symboleblanc),la conduit- aprésun nombre
fini d’étapes-a un étatfinal d’acceptationavec f(x) écrit surle rubande sortiesi x € domain€ f),

aun étatfinal derejetsix ¢ domainé f).

1.2.2 Approchepar leslangagesde programmation

Lesbouclesfor etwhiledeslangagesleprogrammatiompermettentietraduirefacilementesconstruc-
tionsparrécurrence@tminimisation.Inversementgesconstructionpermettentdetraduirelesboucles
for etwhile (Exemple: la factorielleenrécursifetenitérative).

Latraductionduif thenelseentermesderécurrenceet desfonctionsde baseestun exercicesimple
(qui demandaenéanmoingjuelquessoins).

Définition

Une fonction partielle f estcalculable dansun langagede programmatiorfixé s'il existe un pro-
grammertde celangagequi, lancésuruneentréeu ale comportemensuivant:
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- Tts’arréteenindiquantuneerreurde domainedansle casou u n’estpasdansle domainede f,
- nis'arréteenaffichantla valeurde f (u) si u estdansle domainede f.

1.3 Machinede TURING

| Qu'est-cequ'un algorithme?|| Qu'est-cequi estcalculable?

Plusieursapprochesnt été proposéegpour definir le conceptd’algorithme. ALAN TURING (ma-
thématicienanglais,1912-1954)est parvenu a formaliserlidée intuitive qu’un algorithmeestune
procédureguel’on peutexécutemécaniquemensansréfléchir

TURING modélisaun processugle calcul par une machinesimple et précise,capabled’effectuer
quatreactionsélémentaires lire, écrire,aller a gauchealler a droite

Siuneprocédureestdécomposablenuneséquencelesquatre(4) actions,alorson peutlui associer
unemachine d’oul'idée dela Machinede TURING.

ruban infini

OO

Fic. 1.1—Machinede TURING

On peutcompareta machinede TURING a unemachinea écrireperformanteayant:

— unetétemobile qui sedéplacepasa passoitversla gauchgG) soitversla droite (D), le longd’un
ruban,

— unrubaninfini divisé encases chaquecasepeutrece/oir un caractérextrait d'un alphabet fini
qui comprendun symbolespécialp ou # représentarie blanc.

Quandla téteaccedea unecase glle peutremplir deuxautresfonctions:

— lire le contenudela caseety

— écrireun caractereeneffacant’ancien.

UneMachinede TURING peutsetrouver dansl’un quelconqued’ un nombrefini d’étatsinternesLa

machinefonctionneenpassant’'un étata un autre.La transitiondesétatset la tachequedoit remplir

la tétemobile sontprogrammeéeal'avance

Un Turing-programmeu T-programmeestun tableauou chaqudigne contientuneinstruction.

Etatcourant| Lecture| Ecriture | Mouvement| Etatsuivant
do a b D g2
o}] C 0] G do
a2 0] 0] D do
d1
1
02
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Initialementla machineestsupposéé€tredansl’état qp. La téteestfacea unecasefixéed’un ruban
presquepartoutblancsaufun nombrefini decases.

On distinguesouwent des étatsspéciaux(qy Ou (oui €t gn OU Qgnon) pour 'acceptationou la non
acceptation.

Uneinstructionestun5-uplet(q, i, o, m, ¢') qui s’interprétecommesuit: al'instantt, sila machine
setrouve dansl’état g etla tételit le caractére, alorselleimprimele caractere surla casecourante
pour aller ensuitea la casevoisine(selonm = D oum= G) ; I'état dela machinea I'instant suivant
t+1lestq.

Déterminisme: Pourtout étatq etun symbolei, il existeauplusuneinstruction(q, i, o, m, d').

La machines’arrételorsquelorsqu’elleatteintun étatq pourlequelle symbolelu esti, etil n’existe
aucundanstruction.

Dansle langagemathématiqueynemachinede TURING estun 5-uplet(Q, V, &, do, gs) avec:
— Qunensembldini appeléensembleal’états,

— V unensembldini comprenante symboleblanc,

-5:QxV =V x {GD} x Q,unefonctionpartielledite fonctiondetransition,

— (o I'étatinitial et

— Qs Iétatfinal.

TURING amontréqu’on peutcombinemplusieurasmachinesimplespourobtenirunemachinecapable
d’effectuertouslescalculsquel’on saitdécrireexplicitement.

TURING amontréaussigu’on peutsimulerlesactionsd’unemachinede TURING quelconqueparune
autremachineappeléanachinede TURING Universelle Cerésultats’estvu concrétiseparlesordi-
nateursactuelsditsde VON NEWMANN (lesprogrammesontmaintenanenmeémoirealorsqu’avant
seuledesdonnéey étaient).

1.3.1 Utilisation dela machinede TURING

Elle estutiliséededifférentedacons:
— pour reconnaitrein langage
— calculerunefonction,

1.3.2 Exemplesde machinesde TURING

1. Unemachinede TURING pourla paritébinaire(nombrede 1 paire):

Etatcourant| Lecture| Ecriture | Mouvement| Etatsuivant
do 0 0 D do
Jdo 1 1 D a1
Jo () () G Qv
o]] 0 0 D h
01 1 1 D do
i P P G QN
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2. Donnerle contenudu rubanainsiquel’état atteintparla machinesuivante avecl’entréeabaa :

Etatcourant| Lecture| Ecriture | Mouvement| Etatsuivant
do a a D do
do b C D o}]
do C b D do
do 0] 0] D o
01 a b D a1
01 b a D do
0[] c Cc D Jdo
0u ) ) D Qs

3. Ondésireconcevoir unemachinede TURING qui recopieunechainede caracteresnscritesur
le rubanal’instantt = 0.
Poursimplifier, soitl'alphabetv = {0,1}. Supposongueladispositioninitiale estdela forme:
onsouhaitearrivera:

| [elelalafafef [ | [ |4

A\

| [elelalafafefa]2]olof ] |

JAN

1.3.3 Langageacceptépar une Machine de TURING

Le langagel (M) acceptéparunemachinede TURING M estl’ensembledesmotsw telsqu'il existe
unesuitede dérivations(unesuitede transitions)seterminantdansun étatgy.

Langageacceptéet langagedécidé

Une machinede TURING acceptantin langagene décrit pastoujoursune procédureeffective pour
reconnaitrece langage En effet, si on considérda suite desconfigurationsa partir de I'état initial,
plusieurscaspeuventseprésenter

1. cettesuitecontientuneconfigurationou I'état estaccepteurDansce casle mot estacceptéles
quela configurationou apparait’état accepteuestatteinte.

2. la suitede configurationsetermineparuneconfigurationpourlaquelleil n’y a pasde configu-
rationsuivanteparceque:
— soitla fonctiondetransitionn’estpasdéfiniepourcetteconfiguration,
— soitla fonctiondetransitionpréciseun déplacemend gauchede la tétede lecturealorsque
celle-cisetrouve surla premierecasedu ruban.

3. la suitede configurationsie passgamaisparun étatfinal et estinfinie.
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Pourlesdeuxpremierscas,la machinenouspermetde détermineisi oui ou honle motappartientu
langageconsidérgoui dansle premier nondansle deuxieme).

Dansle troisiemecas,nousn’obtenongamaisderéponse eneffet aaucunmomentnousnesommes
sdrsquele mot ne serapasacceptécarnousne pouvonsjamaisaffirmer quela machinenes’arrétera
pas.Cen’estpasparcequela machineestpassé@ardetréesnombreusesonfigurationsansatteindre
d’étataccepteuguecelane seproduirapasparla suite.C’estdoncla présencel’exécutionsinfinies
qui fait qu’'unemachinede TURING acceptantin langagene définit pasuneprocéduresffective (un
algorithme)pourreconnaitreelangage.

1.3.4 Langagedécidépar une Machine de TURING

Considérong'exécutiond’une machinede TURING surun motw commela suitede configurations
Co F C1 F C --- maximalec’estadiretelle que:

— soitelle estinfinie,

— soitelle seterminedansuneconfigurationdont|’état estaccepteur

— soitelle setermineparuneconfigurationa partir delaquelleaucuneconfigurationn’estdérivable.
Le langageadécidéparunemachinede TURING sedéfinitcommesuit:

Définition : unlangagd. estdécidéparunemachinede TURING M si

— M acceptd.,

— M n’a pasd’exécutioninfinie (la machineatteintqy ougy).
Parconséquentinlangagelécidéparunemachinedede TURING peutétrereconnuyparuneprocedure
effective.

1.3.5 Langagesrécursifs et recursivementénumérables

Leslangagesdécidésparlesmachinesie TURING sontappelésrécursifs.
Leslangagesacceptégarlesmachinesie TURING sontappelégécursivementénumérables

Définition : unlangageestrécursifs’il estdécidéparunemachinede TURING.

Définition : unlangagesstrécursvementtnumeérable’il estacceptéparunemachinede TURING.

1.3.6 Fonctionscalculablespar une machinede TURING

Définition : unemachinede TURING calculeunefonction f : * — X* sipourtout motd’entrée
w, elle s’arrétetoujoursdansuneconfigurationou f (w) setrouve surle ruban.

Lesfonctionscalculablesparuneprocéduresffective sontles fonctionscalculablegparunemachine
deTURING.
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1.3.7 Machinesde TURING non-déterministe

1.4 Formalisation desproblemes

Si un probléemedoit étre résolupar une procédureeffective (algorithme),il faut que sesinstances
soientreprésentégsarunefonctionaccessiblé cetteprocédureeffective.

Par exemplesi la procédureeffective estun programmePascal,alors I'instance du probleme(les
donnéesurlesquellede programmeppéreradevra étrereprésentéparunecollectiond’entiers,de
chaines;--

Doncil fautavoir unalphabe(Z) pourconstruirdes mots(qui représententinstancedu probleme).

Un problémepeutdoncétrecaractéris@parl’ensembledesmotsqui sontsesinstance$oui” (décision
positive). Un ensemblale motsestun langage.

Précisémentn problemeestcaractérisparle langagedesencodagedesesinstance®trésoudrain
problémerevient areconnaitrdesinstancepositivesde sesencodages.

Résoudrain probleme= reconnaitrde langagedesinstancesoui” du probleme

Onétablitque:

— unproblemeseformaliseparunlangage,

— uneprocédureeffective sedéfinitentermesde langagesiécidégparunemachinede TURING.
Avecceseélémentsijl estpossiblede démontremuecertainsproblemese sontpassolublesparune
procédureeffective, c’esta dire ne sontpasdécidégparunemachinede TURING.

1.5 Extensionsdesmachinesde TURING

1.5.1 Machinesaruban multiples

1.5.2 Machinesa mémoire a accesdir ect (RAM)

1.6 Surlaterminaison

La notion de machinede TURING est parfaitementspécifiée.Cependanta notion de machinede
TURING qui s’arrétesurchacunedesdesentréesel’est pas.Par conséquentge probléemedel'arrét
desmachinesie TURING estindécidable.

De la mémefacon,leslangagesie programmatiorde hautniveausontparfaitementspécifiésalors
guela notionde programmegui s'arrétesurchacunale sesentréan’estpaseffective. Par conséquent,
I'ensembledesprogramme®ascal(parexemple)a zéroargumentqui s’arrétentestnonrécursif.
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1.7 Conclusion

Lesdifficultésinhérentesa la notion de calculabilitéviennentdu fait queles procéduremssezuis-
santegpourdonnertoutle champdela calculabilités’accompagnert’un probléemedela terminaison
nondécidable.
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