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Avant-propos

La rédactionde cesnotesde courss’est faite avec le soucide pousserles étudiantsà consulterles
documentscitésenréférences.
Cesnotesdoiventdoncêtreprisesentantquetelles,c’estàdiresupportdesquelquesheuresdonnées
enamphiet noncommedocumentderéférence.

Dansle cadredececours,Didier ROBBES encadrelesétudiantsavecmoi depuis1997.
ChristianRETORÉ vientdenousrejoindre(2000/2001)pourcontinuercetencadrement.

Cetteéquipepédagogiqueestàvotredispositionpourvotreinitiation auxoutils fondamentauxd’ana-
lysedesalgorithmes.
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Chapitr e1

Notionsde Calculabilité éffective (Thèsede
Church)

Touslesproblèmesnesontpassolublesalgorithmiquement.Un algorithmeestuneprocédureeffec-
tivedecalcul.

– Quelssontalorsles problèmesquel’on peutrésoudrepar l’approchealgorithmiqueou comment
peut-onlescaractériser? (autrementdit, quelssontlesproblèmescalculablesparalgorithmes?)

– Qu’est-cequi estcalculable?

– Fonctionscalculables,ensemblescalculables.

1.1 Intr oduction : Thèsede CHURCH

La notionintuitivedecalculabilitéeffectiveestexactementtraduiteparcelled’ensembleetdefonction
récursive, et doncaussiparcelleissuedel’une desautresdéfinitionéquivalentes:
– calculabilitéTURING,
– calculabilitéHERBRAND-GODËL,
– calculabilitéparprogrammedetout langagedehautniveau,
– �����
Une interprétationde la thèsede CHURCH : tout algorithmepeutêtreimplantésur unemachinede
TURING.

1.1.1 Tout estmot

Un entier, un tableau,un son,unemusique,tout estdigitalisable,c’est à dire codablepar desmots
binaireset cesansaucuneperted’information.

Pourla machine(ordinateur),le programmeet lesentréesetsortiesdetoustypesnesontautreschoses
quedesmotsbinaires; c’estl’utilisateurqui interprêtecessuitesde0 et 1 commedesobjetsvariéset
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8 CHAPITRE1. NOTIONSDE CALCULABILITÉ ÉFFECTIVE(THÈSEDE CHURCH)

pourvusdestructuresparticulières.Pourcelacertainescorrespondancessimplesentremots,entiers,
arbres,graphes,etccsontutilisées.

L’objet debasedela théoriedesalgorithmesapparaîtcommele mot.

1.1.2 Encodage

Pourrésoudreun problème,un programmeinformatiquedoit disposerd’unereprésentationcompré-
hensibleparlui desinstancesduproblème.

Un codaged’un ensembled’objetsabstraitsA estuneapplicatione :
� �

E (avecE l’ensemble
deschaînesbinaires).

Exemples:

– codageenbinaire: e : IN
� �

0� 1���
– les donnéesde toutesortepeuvent êtrevuescommedesobjetscomposéset par conséquentêtre

codéespar la compositiondescodagesdesdonnéesélémentaires.Ainsi lesgraphes,lesfonctions,
lesprogrammespeuventêtrecodéssousformedechaînesbinaires.

Un algorithmequi resoutuncertainproblèmededécisionprendenfait enentréeuncodaged’uneins-
tancedu problème.L’instancedu problèmeapparaitalorscommeunedonnéeavecunetaille relative
aucodage.

1.2 Formalisation de la calculabilité

Espacesdesobjetsfinitair es

Nousconsidéronspourespacesdebased’objets"finitaires"surlesquelsportelanotiondecalculabilité
effective (intuitive) lesensembles:
– IN (ensembledesentiers),
– Seq	 IN 
 (ensembledessuitesfiniesd’entiers),
– Σ � (le monoïdelibre formésurΣ), où Σ estun alphabetfini, ainsique
– lesproduitsdecesderniers.

Lesnotionsd’ensembleset de fonctionseffectivementcalculables, fondéessur la notion intuitive et
nonformaliséed’algorithme,peuventêtretraduitesdansuncadremathématiqueprécis.

Lesrésultatsdecettetraductionmathématiquedesensembleset fonctionscalculablesparalgorithme
assurentquel’on peutdéfinirmathématiquementpourtousespacesX etY qui sontdesproduitsfinis
desespacesIN , Σ � et Seq	 IN 
 ,
– uneclassedeparties,dite classedesensemblesrécursifs inclusdansX,
– uneclassedefonctionspartiellesdeX dansY dont lesdomainessontdespartiesrécursivesdeX,

dite classedesfonctionsrécursivesdeX dansY,
tellesque:
– toutepartie récursive X soit effectivementcalculable,toute fonction récursive de X dansY soit
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1.2. FORMALISATION DE LA CALCULABILITÉ 9

effectivementcalculable;
– touslesensembleseffectivementcalculablesconnusà cejour soientrécursifs,touteslesfonctions

effectivementcalculablesàcejour soientrécursives.

Exemples

1. Fonctionpartielleeffectivementcalculable:
La divisionsurlesentiersestunefonctionpartielleeffectivementcalculabledeIN � IN � � 0� �
IN

2. Partieeffectivementcalculable:
L’ensembledesprogrammesPascalsyntaxiquementcorrects(doncacceptéspasle compilateur
Pascal)estunepartieeffectivementcalculabledeΣ � où Σ estl’alphabetdePascal.

Il y a denombreusesapprochespour la formalisationdesnotionsdefonctionet d’ensemblecalcu-
lablesparalgorithme.
Cesapprochessonttouteséquivalentes:
– MachinedeTURING,
– Approchealgébrique,
– Approcheparleslangagesdeprogrammation
– SystèmeséquationnelsdeHerbrand

1.2.1 Approchepar Machine de TURING

SoientX et Y desproduitsfinis d’espacesIN ou Σ � . Une fonction partielle f de X dansY estdite
Turing-calculables’il existeunemachinedeTURING M telleque,pourtoutx 
 X, l’évolutiondeM,
lancéedansl’état initial avec l’entréex écrite(enbinairepourcequi concernelescomposantesqui
sontdesentiers)sursesrubansd’entrée(i.e chaquecomposantedex estécritesurlespremièrescases
d’un ruban,touteslesautrescasesétantmarquéesdu symboleblanc),la conduit- aprèsun nombre
fini d’étapes-à un étatfinal d’acceptation,avec f 	 x
 écrit sur le rubandesortiesi x 
 domaine	 f 
 ,
àunétatfinal derejetsi x �
 domaine	 f 
 .

1.2.2 Approchepar leslangagesde programmation

Lesbouclesf or etwhiledeslangagesdeprogrammationpermettentdetraduirefacilementlesconstruc-
tionsparrécurrenceetminimisation.Inversement,cesconstructionspermettentdetraduirelesboucles
f or et while (Exemple: la factorielleenrécursifetenitérative).

La traductiondu i f thenelseentermesderécurrenceet desfonctionsdebaseestun exercicesimple
(qui demandenéanmoinsquelquessoins).

Définition

Une fonction partielle f est calculable dansun langagede programmationfixé s’il existe un pro-
grammeπ decelangagequi, lancésuruneentréeu a le comportementsuivant:
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10 CHAPITRE1. NOTIONSDE CALCULABILITÉ ÉFFECTIVE(THÈSEDE CHURCH)

- π s’arrêteenindiquantuneerreurdedomainedansle casoùu n’estpasdansle domainede f ,
- π s’arrêteenaffichantla valeurde f 	 u
 si u estdansle domainede f .

1.3 Machine de TURING

Qu’est-cequ’unalgorithme? Qu’est-cequi estcalculable?

Plusieursapprochesont été proposéespour définir le conceptd’algorithme.ALAN TURING (ma-
thématicienanglais,1912-1954)estparvenuà formaliserl’idée intuitive qu’un algorithmeestune
procédurequel’on peutexécutermécaniquement,sansréfléchir.

TURING modélisaun processusde calcul par une machinesimple et précise,capabled’effectuer
quatreactionsélémentaires: lire, écrire,alleràgauche,allerà droite.

Si uneprocédureestdécomposableenuneséquencedesquatre(4) actions,alorson peutlui associer
unemachine: d’où l’idée dela MachinedeTURING.

# 1 1 0 1 0 0 0 1 #

ruban infini

# 1 0

G D

FIG. 1.1– MachinedeTURING

Onpeutcomparerla machinedeTURING àunemachineàécrireperformanteayant:
– unetêtemobilequi sedéplacepasà passoitversla gauche(G) soitversla droite(D), le longd’un

ruban,
– un rubaninfini diviséencases; chaquecasepeutrecevoir un caractèreextrait d’un alphabet fini

qui comprendunsymbolespécialφ ou # représentantle blanc.
Quandla têteaccèdeàunecase,elle peutremplir deuxautresfonctions:
– lire le contenudela caseet y
– écrireun caractère,eneffaçantl’ancien.
UneMachinedeTURING peutsetrouverdansl’un quelconqued’un nombrefini d’étatsinternes. La
machinefonctionneenpassantd’un étatàunautre.La transitiondesétatset la tâchequedoit remplir
la têtemobilesontprogramméesà l’avance.

Un Turing-programmeou T-programmeestun tableauoùchaqueligne contientuneinstruction.

Etatcourant Lecture Ecriture Mouvement Etatsuivant
q0 a b D q2

q1 c φ G q0

q2 φ φ D q0

q1

q1

q2
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1.3. MACHINE DE TURING 11

Initialementla machineestsupposéeêtredansl’état q0. La têteestfaceà unecasefixéed’un ruban
presquepartoutblancsaufun nombrefini decases.

On distinguesouvent desétatsspéciaux(qY ou qoui et qN ou qnon) pour l’acceptationou la non
acceptation.

Uneinstructionestun5-uplet 	 q� i � o� m� q��
 qui s’interprètecommesuit : à l’instant t, si la machine
setrouvedansl’état q et la têtelit le caractèrei, alorselle imprimele caractèreo surla casecourante
pouraller ensuiteà la casevoisine(selonm � D ou m � G) ; l’état de la machineà l’instant suivant
t � 1 estq� .
Déterminisme: Pourtoutétatq et unsymbolei, il existeauplusuneinstruction 	 q� i � o� m� q��
 .
La machines’arrêtelorsquelorsqu’elleatteintun étatq pour lequelle symbolelu esti, et il n’existe
aucuneinstruction.

Dansle langagemathématique,unemachinedeTURING estun 5-uplet 	 Q� V� δ � qo � qf 
 avec:
– Q un ensemblefini appeléensembled’états,
– V unensemblefini comprenantle symboleblancφ,
– δ : Q � V

�
V � �

G� D ��� Q, unefonctionpartielledite fonctiondetransition,
– q0 l’état initial et
– qf l’état final.

TURING amontréqu’onpeutcombinerplusieursmachinessimplespourobtenirunemachinecapable
d’effectuertouslescalculsquel’on saitdécrireexplicitement.

TURING amontréaussiqu’onpeutsimulerlesactionsd’unemachinedeTURING quelconqueparune
autremachineappeléemachinedeTURING Universelle.Cerésultats’estvu concrétiserparlesordi-
nateursactuelsditsdeVON NEWMANN (lesprogrammessontmaintenantenmémoirealorsqu’avant
seuleslesdonnéesy étaient).

1.3.1 Utilisation de la machinede TURING

Elle estutiliséededifférentesfaçons:
– pourreconnaîtreun langage
– calculerunefonction,
– �����

1.3.2 Exemplesdemachinesde TURING

1. UnemachinedeTURING pourla paritébinaire(nombrede1 paire):

Etatcourant Lecture Ecriture Mouvement Etatsuivant
q0 0 0 D q0

q0 1 1 D q1

q0 φ φ G qY

q1 0 0 D q1

q1 1 1 D q0

q1 φ φ G QN
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12 CHAPITRE1. NOTIONSDE CALCULABILITÉ ÉFFECTIVE(THÈSEDE CHURCH)

2. Donnerle contenudurubanainsiquel’état atteintparla machinesuivante,avecl’entrée ������� :

Etatcourant Lecture Ecriture Mouvement Etatsuivant
q0 a a D q0

q0 b c D q1

q0 c b D q0

q0 φ φ D qf

q1 a b D q1

q1 b a D q0

q1 c c D q0

q1 φ φ D Qf

3. On désireconcevoir unemachinedeTURING qui recopieunechaînedecaractèresinscritesur
le rubanà l’instant t � 0.
Poursimplifier, soit l’alphabetV � �

0� 1� . Supposonsquela dispositioninitiale estdela forme:
onsouhaitearriverà :

# #1 1 1 ##

# 1 1 1 ## 1 1 1 #

1.3.3 Langageacceptépar uneMachine de TURING

Le langageL � M � acceptéparunemachinedeTURING M estl’ensembledesmotsw telsqu’il existe
unesuitededérivations(unesuitedetransitions)seterminantdansunétatqy.

Langageacceptéet langagedécidé

Une machinede TURING acceptantun langagene décrit pastoujoursuneprocédureeffective pour
reconnaîtrece langage.En effet, si on considèrela suitedesconfigurationsà partir de l’état initial,
plusieurscaspeuventseprésenter:

1. cettesuitecontientuneconfigurationoù l’état estaccepteur. Danscecasle mot estacceptédès
quela configurationoù apparaitl’état accepteurestatteinte.

2. la suitedeconfigurationsetermineparuneconfigurationpourlaquelleil n’y a pasdeconfigu-
rationsuivanteparceque:
– soit la fonctiondetransitionn’estpasdéfiniepourcetteconfiguration,
– soit la fonctiondetransitionpréciseun déplacementà gauchedela têtedelecturealorsque

celle-cisetrouvesurla premièrecasedu ruban.

3. la suitedeconfigurationsnepassejamaisparun étatfinal etestinfinie.
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1.3. MACHINE DE TURING 13

Pourlesdeuxpremierscas,la machinenouspermetdedéterminersi oui ou nonle mot appartientau
langageconsidéré(oui dansle premier, nondansle deuxième).

Dansle troisièmecas,nousn’obtenonsjamaisderéponse; eneffet àaucunmomentnousnesommes
sûrsquele motneserapasaccepté,carnousnepouvonsjamaisaffirmerquela machinenes’arrêtera
pas.Cen’estpasparcequela machineestpasséepardetrèsnombreusesconfigurationssansatteindre
d’étataccepteurquecelaneseproduirapasparla suite.C’estdoncla présenced’exécutionsinfinies
qui fait qu’unemachinedeTURING acceptantun langagenedéfinit pasuneprocédureeffective (un
algorithme)pourreconnaîtrecelangage.

1.3.4 Langagedécidépar uneMachine de TURING

Considéronsl’exécutiond’unemachinede TURING surun mot w commela suitedeconfigurations
C0 � C1 � C2 ����� maximale,c’estàdire telleque:
– soit elle estinfinie,
– soit elle seterminedansuneconfigurationdontl’état estaccepteur,
– soit elle setermineparuneconfigurationàpartir delaquelleaucuneconfigurationn’estdérivable.
Le langagedécidéparunemachinedeTURING sedéfinit commesuit :

Définition : un langageL estdécidéparunemachinedeTURING M si
– M accepteL,
– M n’a pasd’exécutioninfinie (la machineatteintqN ouqY).
ParconséquentunlangagedécidéparunemachinededeTURING peutêtrereconnuparuneprocédure
effective.

1.3.5 Langagesrécursifs et récursivementénumérables

Les langagesdécidésparlesmachinesdeTURING sontappelésrécursifs.
Les langagesacceptésparlesmachinesdeTURING sontappelésrécursivementénumérables.

Définition : un langageestrécursifs’il estdécidéparunemachinedeTURING.

Définition : un langageestrécursivementénumérables’il estacceptéparunemachinedeTURING.

1.3.6 Fonctionscalculablespar unemachinede TURING

Définition : unemachinedeTURING calculeunefonction f : Σ � �
Σ � si pourtout mot d’entrée

w, elle s’arrêtetoujoursdansuneconfigurationoù f 	 w
 setrouvesurle ruban.

Lesfonctionscalculablesparuneprocédureeffective sontlesfonctionscalculablesparunemachine
deTURING.
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14 CHAPITRE1. NOTIONSDE CALCULABILITÉ ÉFFECTIVE(THÈSEDE CHURCH)

1.3.7 Machinesde TURING non-déterministe

1.4 Formalisation desproblèmes

Si un problèmedoit être résolupar uneprocédureeffective (algorithme),il faut quesesinstances
soientreprésentéesparunefonctionaccessibleàcetteprocédureeffective.

Par exemplesi la procédureeffective est un programmePascal,alors l’instancedu problème(les
donnéessur lesquellesle programmeopérera)devra êtrereprésentéeparunecollectiond’entiers,de
chaînes,�����
Doncil fautavoir un alphabet(Σ) pourconstruirelesmots(qui représententl’instanceduproblème).

Un problèmepeutdoncêtrecaractériséparl’ensembledesmotsqui sontsesinstances"oui" (décision
positive).Un ensembledemotsestun langage.

Précisément,unproblèmeestcaractériséparle langagedesencodagesdesesinstancesetrésoudreun
problèmerevientà reconnaîtrelesinstancespositivesdesesencodages.

Résoudreun problème= reconnaîtrele langagedesinstances"oui" duproblème.

Onétablitque:
– un problèmeseformaliseparun langage,
– uneprocédureeffectivesedéfinit entermesdelangagesdécidésparunemachinedeTURING.
Avecceséléments,il estpossiblededémontrerquecertainsproblèmesnesontpassolublesparune
procédureeffective,c’estàdire nesontpasdécidésparunemachinedeTURING.

1.5 Extensionsdesmachinesde TURING

1.5.1 Machinesà ruban multiples

1.5.2 Machinesà mémoireà accèsdir ect (RAM)

1.6 Sur la terminaison

La notion de machinede TURING est parfaitementspécifiée.Cependantla notion de machinede
TURING qui s’arrêtesurchacunedesdesentréesnel’est pas.Par conséquent,le problèmedel’arrêt
desmachinesdeTURING estindécidable.

De la mêmefaçon,les langagesde programmationde hautniveausontparfaitementspécifiésalors
quela notiondeprogrammequi s’arrêtesurchacunedesesentrésn’estpaseffective.Parconséquent,
l’ensembledesprogrammesPascal(parexemple)àzéroargumentqui s’arrêtentestnonrécursif.
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1.7. CONCLUSION 15

1.7 Conclusion

Lesdifficultésinhérentesà la notiondecalculabilitéviennentdu fait quelesprocéduresassezpuis-
santespourdonnertout le champdela calculabilités’accompagnentd’un problèmedela terminaison
nondécidable.
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